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Vorwort

Der vorliegende Text ist die Niederschrift einer Vorlesung des WS 2011/12
und des SS 2012. Sie baut auf vielen vorangegangenen Vorlesungen zur Linearen
Algebra auf.

Ich danke allen wissenschaftlichen Mitarbeitern, die die Ubungen zur Linearen
Algebra im Laufe der Jahre betreut haben. Besonders danke ich Dr. Julio Moya-
no Fernandez fir das Kapitel zu Quotientenvektorrdumen und vor allem fiir meine
Vertretung im SS 2012, in dem ich die Vorlesung wegen der Therapie einer schwe-
ren Krankheit nicht selbst halten konnte.

Mein Dank gilt auch Anja Kipp und Marianne Gausmann, die die IATEX-
Dateien fiir das Skript geschrieben haben.

Osnabriick, September 2012 Winfried Bruns






ABSCHNITT 1

Das I nduktionsprinzip

Wir bezeichnen mit

N die Menge der natiirlichen Zahlen (einschliellich 0),
Z die Menge der ganzen Zahlen,

Q die Menge der rationalen Zahlen,

R die Menge der reellen Zahlen.

Wir gehen davon aus, dass der Leser auf der Schule gelernt hat, in diesen Zahlberei-
chen zu rechnen, und dass er die Zeichen < (,,kleiner*), < (,,kleiner oder gleich®),
> (,,groRer*), > (,,groRer oder gleich*) kennt. Ebenso setzen wir voraus, dass der
Leser mit dem Begriff ,,Menge“ vertraut ist. Mengentheoretische Symbole werden
immer dann erklért, wenn wir sie das erste Mal benutzen. In

NCZcCQCR bedeutet C,,Teilmenge von“, in

N ;Cé Z ;Ct Q ;Cé R bedeutet ;Cé ~echte Teilmenge von®, in

Z ¢ N Dbedeutet ¢ ,,nicht Teilmenge von®, in
3 e€Z bedeutet € ,,Element von“ und in
—5 ¢ N bedeutet ¢ ,,nicht Element von®.

Die leere Menge bezeichnen wir mit @. Haufig werden wir Mengen M dadurch
definieren, dass wir alle Elemente einer gegebenen Menge, die eine gewisse Ei-
genschaft besitzen, in M zusammenfassen. Dabei ist der Definitionsdoppelpunkt
nitzlich: Etwa

M = {z € Z | z gerade}.

{...} ist das Mengenklammernpaar, und wir definieren, daR M die Menge aller
geraden ganzen Zahlen bezeichnet. {a,,...,a,} steht fir die Menge, die aus den
Elementen a;, ..., a, besteht.

Besonders wichtig ist das Summenzeichen ) . Provisorisch kann man es etwa
so definieren: >"F_,a; := ag + -+ + a,. Provisorisch ist dies, weil ,,---“ wenig



2 Abschnitt 1

prazise ist. Besser ist die folgende rekursive Definition

0
Za,- = qy,
i=0
n n—1
Zai = Zai +a, bein>1.
i=0 i=0
Analog filhrt man das Produktzeichen ] ein. Eng verknipft mit rekursiven

Definitionen sind die Beweise durch (vollstandige) Induktion, die nach folgendem
Induktionsschema (auch Induktionsprinzip) verlaufen:

A sei eine Aussage uber natirliche Zahlen.

(a) Induktionsbeginn: (Man zeigt:) A gilt fiir die natlrliche Zahl ny.

(b) Induktionsannahme: (Man nimmt an:) A gilt fir eine natiirliche Zahl n >
no.

(c) Induktionsschritt: (Man zeigt:) Aus der Induktionsannahme folgt, dall A
auch firn 4 1 gilt.

(d) Induktionsschluss: Daher gilt A fir alle natiirlichen Zahlen > n,,.

Statt Induktionsannahme wird haufig auch der Terminus Induktionsvoraussetzung
verwendet.

Beispiel. Firallen € N gilt
ik _ nn + 1).
2
k=0

Wir beweisen dies durch Induktion:

(a) Die Aussage gilt fur die natiirliche Zahl ny = 0; denn es ist Z,(Z:Ok =0
nach Definition des Summenzeichens.
(b) Die Aussage gelte fiir die natiirliche Zahl n > 0.

(c) Esist
n+1 n
Zk:2k+(n+1)=n(n—2+1)+n+1
k=0 k=0
_n(n+1)+2(n+1) _ n+ D +2)
2 2 '

Hier haben wir in der zweiten Gleichung die Induktionsannahme benutzt.
(d) Die Aussage gilt fiir alle nattirlichen Zahlen n.

Das Induktionsschema beschreibt eine fundamentale Eigenschaft der natirli-
chen Zahlen, die man letztlich nicht aus einfacheren Eigenschaften der natirlichen
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Zahlen herleiten kann. Es prazisiert das ,,und so weiter“-Argument. Das Schema
kann hinsichtlich der Bezeichnungen variiert werden.

Weiteres Beispiel einer rekursiven Definition sind die Potenzen einer reellen
Zahl a mit Exponenten n € N:

a’ =1, a":=a""a.

Um das Induktionsprinzip zu tben, beweisen wir die folgende niitzliche Aussage:

Es ist
n+1

1—a
Za 1—-a

furallea € R,a # 1, und allen € IN. Die Aussage ist in der Tat richtig fir ny = 0.
Sie gelte fiir ein n > 0. Dann ist sie auch fiir n 4+ 1 richtig:

n+l n 1 —q"t!

Zak — Zak +al’l+1 — —_|_an+l
l—a

k=0 k=0

1 —g"tl + an—!—l(l _a) B 1 —q"t2
N l—a - 1l—ua
Die Aussage gilt somit fiir alle natiirlichen Zahlen.
Wir geben eine naheliegende Verallgemeinerung des Summenzeichens an: Fir

m,neZ,m<n,Sel

n—m

Z ap = Z Aic+m-

(Mit dieser Definition lasst SICh dle Summatlon beliebig verschieben.) Die folgen-
den, leicht beweisbaren, Rechenregeln werden wir stdndig verwenden:

Zak—FZbk:Z(Qk—Fbk), cZak:ank.
k=m k=m

k:)n k:n’l k:m

Es sei M eine n-elementige Menge (etwa {1, ...,n}). Dann definieren wir n!
als die Anzahl der Mdoglichkeiten, die Elemente von M anzuordnen; dabei setzen
wir 0! := 1. (n! wird ,,n Fakultat* gesprochen.) Zum Beispiel sind

1,2,3 1,3,2 2,1,3 2,3,1 3,1,2 3,2,1

die moglichen Anordnungen fiir die Elemente von M = {1, 2, 3}, also 3! = 6. Mit
der folgenden Aussage lasst sich n! einfach berechnen. In ihrem Beweis benutzen
wir das Symbol ,,\"“. Fur beliebige Mengen M, N ist

M\N : ={xeM|x¢N}.
Man nennt M \ N das Komplementvon N in M.
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Satz 1.1. Fir jedeganze Zahl n > 1 ist
nt=[]i (=1-2:3--n).
i=1

Beweis. Wir beweisen die Gleichung durch Induktion tber n. Fir n = 1 ist sie
offenbar richtig. Sein > 1, M eine (n+1)-elementige Mengeund ay, as, ..., a,1
eine Anordnung der Elemente von M. Fir a,  gibtes n+1 Mdglichkeiten, und ist
a1 fixiert, so hat man n! Moglichkeiten, die Elemente der n-elementigen Menge
M \ {a, .} davor zu setzen. Insgesamt gibt es also n! - (n + 1) Moglichkeiten, die
Elemente von M anzuordnen. Nach Induktionsvoraussetzung ist

n n+l1
n!-(n+1)=(1_[i)-(n+1)=l—[i. O
i=1

i=1
Wir ergénzen die Definition von ! noch durch
0!'=1.
Eng mit n! verwandt sind die Binomialkoeffizienten: Fir alle n, k € N sei

g

die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge. Das Sym-
bol (;) wird . iiber k* gesprochen. Es ist (j) = 1 fiir alle n € N: Jede Menge
enthalt genau eine Teilmenge mit 0 Elementen, namlich die leere Menge.

Fur das Rechnen mit Binomialkoeffizienten werden haufig die folgenden Aus-
sagen herangezogen.

Satz 1.2. (@) Fur allek,n € Nist

53) =)+ )

(b) Fur allek,n € Nmitk < n gilt

ny n!
k] kl(n—k)!

Beweis. (a) Es sein > 0 und M eine (n + 1)-elementige Menge. Ferner sei a €
M und N = M \ {a}. Eine (k + 1)-elementige Teilmenge von M ist entweder
Teilmenge von N, oder sie entsteht aus einer k-elementigen Teilmenge von N
durch Hinzufligen von a. Dementsprechend gilt die behauptete Formel.

(b) Wir beweisen die Formel durch Induktion Gber n. Sie ist offenbar richtig,
wenn n = 0 ist. Beim Induktionsschritt diirfen wir annehmen, dass0 < k <n +1
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gilt, da fir k = 0 oder kK = n + 1 nichts zu beweisen ist. Mit Hilfe von (a) und der
Induktionsvoraussetzung erhalt man dann

n+1) ([n n
ko) T k) Tl
n! n!
SR =k T k=Dl —k 1 1)
_nln—k+1)+nlk
ki +1—-k)!
(n 4+ 1!
T kln+1—k)!
Die Binomialkoeffizienten haben ihren Namen wegen

Satz 1.3. Fur allea,b € Rundallen € N gilt die,, binomische Formel* :

@+by=Y" (Z)a”kbk.

k=0

Bewels. Wir verwenden das Induktionsprinzip. Offenbar ist nur beim Induktions-
schritt etwas zu beweisen. Es ist

b n+1 _ b b)Y = b n n—kbk
(a + b) (a + b)(a + b) (a+)zo(k)a
:i<n) n+1— kbk+Z< ) n—kbk-H
— 11+1_|_Z( ) n+1-— kbk+z< ) n—kbk—H +bn+1
_ n+1_|_Z(k) nt1- kbk+z< ) n+l—kpk 4 pn+l

S ORENEEA

n+1 +Z( 1) n+1-— kbk bn—l—l

(” + 1) ntl-kpk



6 Abschnitt 1

Dabei haben wir den Summationsindex verschoben und 1.2 benutzt. O

Die Binomialkoeffizienten lassen sich dank 1.2 besonders einfach mit Hilfe des
Pascal schen Dreiecks ermitteln:

1 3 3 1
1 4 6 4 1
I 5 10 10 5 1

Die n-te Zeile des Schemas (n = 0, 1,2, ...) enthdlt der Reihe nach die Binomi-
alkoeffizienten (7)) (k = 0,...,n). Bei 1 < k < n —1 erhélt man sie gemaR 1.2
durch Addition der beiden unmittelbar schréag dartiber stehenden.

Dass die Binomialkoeffizienten in der binomischen Formel auftauchen, kann
nicht tiberraschen: Beim Ausmultiplizieren von (a + )" tritt der Summand a"—*b*
genau so oft auf, wie es moglich ist, aus den n Faktoren diejenigen k auszuwahlen,
bei denen der Faktor b in das Produkt a"~*b* eingeht.
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Mengen und Abbildungen

Ein wichtiger Bestandteil der modernen mathematischen Sprache sind Men-
gen, Abbildungen und die mit ihnen verbundenen Operationen. Die bereits in Ab-
schnitt 1 benutzten Symbole N, Z, Q, R bezeichnen nicht einzelne Zahlen, sondern
gewisse Mengen von Zahlen.

Ahnlich wie wir das Induktionsprinzip nicht beweisen kénnen, so kénnen wir
keine prazise Definition des Begriffs ,,Menge* geben. Dies wird aber (im Rah-
men der linearen Algebra) zu keinerlei Schwierigkeiten fiihren. Der Schopfer der
Mengenlehre, Georg Cantor, hat folgendermalien beschrieben, was er unter einer
Menge versteht: Eine Menge M ist die Zusammenfassung von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Mengen M, M’ stimmen Uberein, wenn sie die gleichen Elemente enthalten —
die Beschreibung von M und M’ spielt dabei keine Rolle. Wir kdnnen Mengen in
aufzahlender Form beschreiben, etwa

M ={1,2,3,4,5},
oder durch Angabe der Eigenschaften, die die Elemente der Menge charakterisie-
ren:
M={neN:1<n<5}
Hier haben wir zum ersten Mal das Elementzeichen € benutzt:
»X € M* bedeutet ,,x ist Element von M*“.

Eine Menge N heil3t Teilmenge der Menge M, symbolisch N C M, wenn jedes
Element von N auch Element von M ist. Die leere Menge @ = {} ist Teilmenge
jeder Menge; @ hat keine Elemente. Statt N C M schreiben wir auch M > N und
nennen M eine Obermengeoder N umfassende Menge. Der Durchschnitt M, N M,
von Mengen M, M, ist gegeben durch

M]ﬂMzz{XIXEMl UndeMz}.
Ihre Vereinigung M, U M, ist
M, UM, = {x:x e M, oder x € Mz}

(Man beachte, dass dabei ,,oder” im nicht ausschlieRenden Sinn gebraucht wird,;
,oder” bedeutet nicht ,,entweder — oder*.)
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Beispiele.
{1,2,3} U{2,3,4,5} = {1,2,3,4,5},
{1,2,3}N{2,3,4,5 = {2,3}.
Ferner kdnnen wir das Komplement von M, in M, bilden:
M)\ My ={x e M, :x & M}

Hierbei bedeutet ,,x ¢ M;* natirlich, da x nicht Element von M, ist. Entspre-
chend steht ,,* fir ,,nicht Teilmenge* usw. Rechenregeln fiir die genannten Ope-
rationen mit Mengen werden in den Ubungsaufgaben formuliert. Eine wichtige
Kennzahl von Mengen M ist die Anzahl |M | ihrer Elemente. Wenn M endlich ist
und n Elemente hat, setzen wir

M| = n.
Bei unendlichen Mengen schreiben wir
|M| = oo.

Eine weitere wichtige Konstruktion ist das kartesische Produkt zweier Mengen:
My x My = {(x1,x2) : x1 € M, x5 € M.

Dabei bezeichnet (x;, x,) das Paar mit erster Komponente x; und zweiter Kompo-
nente x,. Wenn x; # x,, SO ist

(x1,X2) # (x2,x1)

(hingegen {x;, x>} = {x»,x;}). Statt M x M schreibt man auch M?2. So ist uns
gelaufig, dass jedem Punkt der Ebene genau ein Element von R? entspricht:

X2 T o (x1,Xx2)

X1

Beim Begriff ,,Abbildung” geht es uns ebenso wie beim Begriff ,,Menge“. Wir
kdnnen nur eine vage, flir unsere Zwecke aber hinreichend prézise Beschreibung
angeben. Eine Abbildung f einer Menge A in eine Menge B ist eine Vorschrift,
die jedem Element von A genau ein Element von B zuordnet. Wir bezeichnen dies
kurz durch

f:A— B.

Man nennt A den Definitionsbereich, B den Wertebereich von f. Das x € A
zugeordnete Element aus B wird mit f(x) bezeichnet und heif3t Bild von x unter f



Mengen und Abbildungen 9

oder auch Wert von f an der Stelle x. Zwei Abbildungen f : A - B,g:C — D
sind gleich, wenn A = C, B = D und f(x) = g(x) furalle x € A gilt.

Abbildungen sind aus dem Schulunterricht vor allem als Funktionen bekannt,
z.B.

f:R—>R, f(x)=x> firallexeR.

Es ist wichtig festzuhalten, dass Funktionen eindeutig sind. Beispielsweise wird
durch

fi{xeR: x>0 =R, f(x)==+x
keine Funktion definiert. Auf jeder Menge ist die identische Abbildung definiert:
idy : M — M, idy(x)=xflrallex e M.
Sei f : A — B eine Abbildung. Fir eine Teilmenge A" C A setzen wir

JA) ={f(x):x e A

f(A’) heil’t das Bild von A" unter f. Fur f(A) schreiben wir auch Bild f. Fur
B’ C B sei

[TI(B)=1{xeA: f(x) e B}

das Urbild von B" unter f. Flr y € B setzen wir

T =) =tred: f(x) =y}
Fur das Beispiel f : R — R, f(x) = x?, ist

f({1,2,3}) ={1,4,9},
[T @) =1{2.-2},
£71¢1,4,9) ={1,-1,2,-2,3,-3.

Es wird oft wichtig sein, dass wir den Definitionsbereich einer Abbildung ein-
schréanken. Sei f : A — B eine Abbildung und A" C A; dann ist die Abbildung

flA:A—B

gegeben durch (f | A")(x) = f(x) fir alle x € A’. Diese Abbildung heil3t Be-
schrankung von f auf A’. Wenn wir f* auf A" beschrénken, tun wir wirklich nichts
anderes, als die f definierende Zuordnung nur auf Elemente von A’ anzuwenden.

Definition. Sei f : A — B eine Abbildung.

(@) f istinjektiv, wenn flr x;, x, € A mit x; # x; auch f(xy) # f(xp) ist.
(b) f istsurjektiv, wenn f(A) = B qilt.
(c) f istbijektiv, wenn £ injektiv und surjektiv ist.
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Wir kdnnen dies auch so beschreiben:
f istinjektiv <=  Zujedem y € N gibt es hochstens
eine Losung der Gleichung f(x) = y.
fistsurjektiv. <= Zujedem y € N gibt es mindestens
eine LOsung der Gleichung f(x) = y.
f ist bijektiv <=  Zujedem y € N gibt es genau
eine Losung der Gleichung f(x) = y.
Wir setzen R, = {x € R : x > 0} und definieren
fi:R—-R, f:R—>R, fL:R—>R,, fi:Ry —>Ry
samtlich durch die Vorschrift f;(x) = x2,i = 1,...,4. Dann ist
f1 weder injektiv, noch surjektiv,
f> injektiv, aber nicht surjektiv,
f5 nicht injektiv, aber surjektiv,
f4 bijektiv.
Definition. Sei ¥ : A — B eine bijektive Abbildung. Die Abbildung f~': B —

A, die jedem y € B jenes x € A mit f(x) = y zuordnet, heilst Umkehrabbildung
von f oder zu f inverse Abbildung.

Im obigen Beispiel ist f4 bijektiv; es gilt f,~'(y) = N
Definition. Seien f : A — B und g : B — C Abbildungen. Die Abbildung
gof:A—>C, (go fHlx)=g(f(x)
heilit Komposition von f und g.
Wenn f, g : R — Rdurch f(x) = x?>und g(y) = 1 + y gegeben sind, so ist
(go f)x) =g(x*) =1+x7%
(fe®)x) = f1+x)=(1+x)>

Dieses Beispiel zeigt, dal? die Komposition von Abbildungen nicht (wie man sagt)
kommutativ ist. Hingegen ist sie assozativ:

Satz2l1l f:A— B,g: B — C,h:C — D selen Abbildungen. Dann ist
ho(gof)=(hog)of.

Inder Tatist (ho(go f))(x) = h(g(f(x))) = ((hog)o f)(x) furalle x € A.
Ebenso einfach beweist man:
Satz2.2. Sei f : A — B eine Abbildung. Genau dannist 1 bijektiv, wenn es eine
Abbildung g : B - Amitgo f =idsund f o g = idp gibt. In diesem Fall ist
g= /"
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Wir haben oben das kartesische Produkt zweier Mengen eingefiihrt. Diese Kon-
struktion soll im folgenden auf groRere ,,Familien von Mengen verallgemeinert
werden.

Sei zundchst M eine Mengeund I = {1, ...,n} die aus den ersten »n natirlichen
Zahlen bestehende Menge. Eine Abbildung f : I — M kdnnen wir einfach durch
die ,,Tabelle*

(f@,.... fm) = (fr..... f)

beschreiben. Eine solche Tabelle heif3t ein n-Tupel von Elementen aus M . (2-Tupel
werden Paare, 3-Tupel Tripel genannt.) Die Gesamtheit aller dieser n-Tupel ist das
n-fache kartesische Produkt von M mit sich selbst, geschrieben

M'=Mx---xM
———

n-mal

z.B.ist R® = {(x1,x2,x3) x; € R} die Menge aller Tripel reeller Zahlen. Wenn
wir im Anschauungsraum ein Koordinatensystem eingefiihrt haben, konnen wir R?
mit dem Anschauungsraum identifizieren, indem wir jedem Punkt das zugehorige
Koordinatentripel entsprechen lassen.

Sei allgemeiner I eine beliebige Menge, und f : I — M eine Abbildung.
Auch dann ist es haufig suggestiv, diese Abbildung durch

(fi)iel
zu beschreiben und als eine durch 7 indizierte Familie von Elementen aufzufassen.
Ein Beispiel: Sei I = N\ {0}, M = R; dann betrachten wir
1
f N\ {0} - R, f(n):;.

nElN,n;ﬁO

fir die Familie (oder auch Folge) der Reziproken der nattirlichen Zahlen # 0.

Wir konnen natdrlich auch Familien von Untermengen einer Menge A betrach-
ten. Eine Zuordnung, die jedem i € I eine Teilmenge A; von A zuordnet, schrei-
ben wir in der Form

(Ai)iel-
Istz.B. I = N und auch M = N, so beschreiben wir durch
(T)nen, T, =1{m e N :mteiltn},

die Familie der Teilermengen der natirlichen Zahlen.
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Uber Familien von Mengen kdnnen wir Vereinigungen und Durchschnitte bil-
den:
| J4i ={x:x €4 fireni eI},
iel
((4i ={x:x €4 firalei e}
iel
Dabei ist ,ein”“ stets als ,,mindestens ein“ zu lesen, wenn es nicht durch Hin-
zufligungen wie ,,hochstens™ oder ,,genau” weiter spezifiziert ist. Auch das all-
gemeine kartesische Produkt kénnen wir nun definieren:
[[4i={f:1-A4:fG() €A firaleiel}.
iel
Wir konnen sagen: [];., A; ist die Menge aller 7-Tupel (f;)ie; mit fi € A; fur
allei. Istetwa I = {1,...,n}, so schreiben wir
Ay X - X An
fur [T/, 4;. Zum Beispiel ist
NxZxQxR

die Menge aller 4-Tupel, deren erste Komponente eine natdrliche Zahl, deren zwei-
te Komponente eine ganze Zahl usw. ist.



ABSCHNITT 3

Gruppen

Die Algebra ist derjenige Teil der Mathematik, der sich mit Rechenoperationen
befasst. Viele solche Rechenoperationen lassen sich als Verkniipfungen auffassen:

Definition. Eine Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung
f:MxM— M.

Beispiele von Verknipfungen kennen wir viele, etwa

@ M =R, +(a,b) =a+0b,

(b) M =R, (a,b) =a-b,

(c) M =R, —(a,b) =a—b,

(d M={g:N—> N}, o(g,h)=goh.
An den Beispielen sehen wir, dass wir Verkniipfungen meistens als Rechenopera-
tionen schreiben:

a+b statt + (a,b), a-b (odereinfach ab) statt -(a,b) usw.

Wenn man abstrakt tber Verkniipfungen spricht, benutzt man Gblicherweise die
multiplikative Schreibweise.

Zwei grundlegende Eigenschaften von Verkniipfungen benennt die folgende
Definition:

Definition. Sei M eine Menge mit einer Verkniipfung (x, y) — xy. Die Verkniip-
fung heil3t assozativ, wenn
x(yz) = (xy)z furalle x,y,zeM
gilt, und kommutativ, wenn
xy =yx firalle x,ye M.
Kommutative Verkniipfungen schreibt man hdufig auch additiv.

Die uns geldufigen Rechenoperationen sind assoziativ und kommutativ. Dies
sollte aber nicht dartiber hinweg tauschen, dass sehr viele fir die Mathematik wich-
tigen Verknipfungen nicht kommutativ sind. Nicht assoziative Verkntpfungen
kommen dagegen nicht so oft vor. (Der Grund hierfiir ist, dal die Komposition von
Abbildungen zwar assoziativ, aber i.a. nicht kommutativ ist.)

Eine Verknlipfung sagt uns nur, wie wir zwei Argumente miteinander zu ver-
knipfen haben. Sollen mehr als zwei Argumente verkniipft werden, missen wir
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Klammern setzen, um die Reihenfolge der Ausfiihrung der Verknipfungen zu re-
geln. Dies ist von der Schule her gelaufig. Wenn eine Verknilipfung assoziativ ist,
dann ist das Produkt
Xyz

unabhéngig von einer Klammerung, weil x(yz) = (xy)z. Ist die Verkniipfung
dariiber hinaus sogar kommutativ, so spielt auch die Reihenfolge der drei Argu-
mente keine Rolle mehr, wie man leicht Gberprift. Allgemeiner gilt folgendes all-
gemeines Assoziativ- und Kommutativgesetz:

Satz 3.1. Sei M eine Menge mit einer Vierkniipfung (x, y) — xy.
(a) Wenn diese assozativ ist, ist das Produkt

X1 Xy, xieM,neN, n>1,

unabhangig von einer Klammerung.
(b) Wenn diese assoziativ und kommutativ ist, ist das Produkt

X1 Xy, xl'EM,nEIN,nzl,
unabhangig von einer Klammerung und der Reihenfolge der Faktoren.

Wir beweisen diesen Satz nicht, weil wir fiir einen Beweis erst prazisieren
mussten, was eine Klammerung ist. Der dafiir notwendige Aufwand lohnt sich an
dieser Stelle nicht.

In R gilt

a+0=0+a=a
a-1=1-a=a
fur alle a € R: die Elemente 0 und 1 sind ,,neutral”“ beziliglich + bzw. -,

Definition. M sei eine Menge mit einer Verkniipfung (x, y) — x-y. Ein Element
e € M heillt neutral, wenn ea = ae = a firallea € M ist.

Wenn ein neutrales Element existiert, so ist es eindeutig bestimmt: Fiir neutrale

Elemente e, ¢’ gilt ndmlich
e=¢ee=¢.

Wir durfen daher von dem neutralen Element sprechen. Wenn man die Verknip-
fung multiplikativ schreibt, bezeichnet man das neutrale Element oft mit 1; bei
einer ,,additiven” Verkniipfung ist die Bezeichnung 0 tblich.

An vielen algebraischen Strukturen sind mehrere Verknipfungen beteiligt, in
Zahlbereichen z.B. Addition und Multiplikation. Die wichtigste Struktur, die von
einer einzigen Verkniipfung lebt, ist die einer Gruppe:

Definition. Eine Gruppe ist eine Menge G # 0 mit einer Verknlpfung (x, y)
— xy, fur die folgendes gilt:

(a) Die Verknipfung ist assoziativ.
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(b) Sie besitzt ein neutrales Element e.
(c) Zu jedem a € G existiert ein Element a’ mit
aa' =da =e.

Wenn die Verknipfung kommutativ ist, heilt G abelsch; es ist dann tblich, die
Verkniipfung als Addition zu notieren.

Fir jedes a € G istdas Element a’ in (c) eindeutig bestimmt. Aus aa’ = a’'a =
e und aa” = a"a = e folgt

a =a'(aa") = (d'a)a” =d".

Wir nennen es das zu a inverse Element (oder Inverses von a). Bei multiplikativer
Schreibweise wird es iblicherweise mit ! bezeichnet, bei additiver Schreibweise
mit —a.

Wichtige Rechenregeln:

(@) Firallea € G ist (a=")~! = a, wie unmittelbar aus Teil (c) der Definition
folgt.
(b) Man kann in Gruppen ,kiirzen“: Aus ab = a’b oder ba = ba’ folgt a =
a
ab=ab = abb'=dbb7! = a=d.

(c) Man kann in Gruppen Gleichungen l6sen: Zu a,b € G gibt es eindeutig
bestimmte Losungen x und y der Gleichungen

ax =b und ya=b,
namlichx =a~'bund y = ba™".
(Es ist nicht schwer zu zeigen, daB die Eigenschaft (c) fir Gruppen kennzeichnend
ist in dem Sinne, dass jede nichtleere Menge mit einer assoziativen Verkniipfung,
die (c) erfiillt, eine Gruppe ist.)
Um Missverstandnisse zu vermeiden, muss man manchmal die Verknipfung
mit angeben, bevor man von einer Gruppe spricht. Z.B. macht es wenig Sinn zu

sagen, R sei eine Gruppe, bevor nicht klar ist, welche Verkniipfung auf R gemeint
ist.

Beispiele. @) (Z,+), (Q,+), (R, +) sind Gruppen, sogar abelsche Gruppen.
Das neutrale Element ist 0, das zu a inverse Element ist —a.
(b) (@Q,-), (R, -) sind keine Gruppen: 0 besitzt kein Inverses beziiglich der Mul-
tiplikation. Erst recht ist (Z, -) keine Gruppe. Hingegen sind (Q\ {0}, -) und
(R\ {0}, ) Gruppen.
Eine vielleicht nicht so geldufige Klasse von Gruppen bilden die Permutations-
gruppen, die wir nun einfiihren wollen. Sei M eine Menge. Wir setzen

S(M) =1{f: M — M : f istbijektiv}.
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Die Komposition von Abbildungen ist eine Verkniipfung auf S(M). Sie besitzt ein
neutrales Element, ndmlich id,,, und zu einer bijektiven Abbildung f : M — M
ist die Umkehrabbildung 7 ~' das Inverse. Also ist S(M) eine Gruppe, genannt die
symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe von M. Die bijektiven Abbildun-
gen f : M — M nennt man auch Permutationen von M. Man setzt

S, = S{1,...,n}).
In diesem Fall bezeichnet man Permutationen = hdufig durch ihre Tafel:
1 2 ... n
(1) 7#(2) ... n(n) )’
Die Tafel gibt unter jedem Element i den Wert 7z(i) von i unter 7 an. Es wirde
nattrlich auch geniigen, die Folge

m(l),...,7(n)
anzugeben. Daher kdnnen wir die Permutationen mit den schon in Abschnitt 1
diskutierten Anordnungen von {1, ..., n} identifizieren.

Sei zum Beispiel n = 3,

(123 (123
T=\213) =\1132)"

Die Permutation 7; lasst 1 und 2 die Platze tauschen, und 7, macht das Gleiche
fir 2 und 3. Es gilt

(r1om)(3) =m((2) =1

(20 m)(3) = ma(3) = 2.
Also ist mp oy # m o, @ S ist nicht abelsch. Man zeigt leicht: S(M) ist abelsch
genau dann, wenn M hdchstens zwei Elemente hat.

Die wichtigste Kenngrol3e insbesondere endlicher Gruppen G ist die Anzahl
|G| ihrer Elemente. Man nennt sie die Ordnung von G. Aus Abschnitt 1 ist uns
bekannt, dass

|S,| = n!
ist.

Man kann in Gruppen G Potenzen einfiihren. Wir definieren rekursiv firn € N
1 firn =0,

a"'a firn > 0;

an —
firn € Z,n < 0, setzen wir
an — (a—l)—n
(beachte, dass —n > 0 wenn n < 0). Es gelten folgende Rechenregeln fiir a,
beG,mneZ:



Gruppen 17

(a) aa = am—i—n;
(b) (@™)" =a™";
(c) wennab = ba, so ist (ab)" = a"b".
Wir beweisen (a) ausfihrlich.
(1) Sei zunéchstn = 1.
(o) Flrm > 0ista™a = a™*! gemaR Definition der Potenz.
(B) Seim < 0. Dann ist

a"a = (@Y "a =@ " lala
— (a—l)—m—l — am—l-l.
(2) Furn > 1 schliessen wir induktiv:
aa' = aman—la — am—l—n—la — am—!—n

(unter Ausnutzung von (1)).
(3) Flr n = 0 ist die Behauptung trivial.
(4) Auch fiirm > 0ista™ = (a—")™", denn

a = ((a—l)—l)m — (a—l)—m.
(5) Seinunn < 0. Dann ist (unter Ausnutzung von (4), (1) und (2))
aa = (a—l)—m(a—l)—n — (a—l)(—m)+(—n)
— (a—l)—(m—|—n) — am—l—n.
Der Beweis der Potenzrechenregel (a) ist abgeschlossen. Die Regeln (b) und (c)

beweist man dhnlich. Bei additiver Schreibweise entsprechen den Potenzen die
Vielfachen:

0 firn =0,
na=q(m—1a+a firn>0,
—(—n)a firn < 0.

Die Potenzrechenregeln gehen tber in die Regeln
@) ma + na = (m + n)a,
(b) m(na) = mna,
(¢c) na+nb=n(a+0>b),fallsa+b=>b+a.
Eine typische Begriffshildung der Algebra ist die der Untergruppe:

Definition. Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge U von G heif3t Untergruppe von
G, wenn folgendes gilt:
(a) Die Verknuipfung auf G lasst sich auf U einschranken, d.h. xy € U fiir alle
x,yelU.
(b) U ist (bezlglich der Einschrankung der Verkniipfung von G auf U) selbst
eine Gruppe.
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Beispiele. (@) (Z, +) isteine Untergruppe von (Q, +); (Q, +) ist eine Unter-
gruppe von (R, +).
(b) Sein > 1. Dann ist
{meS,:n(1) =1}
eine Untergruppe.

Zum Nachweis, dass eine Teilmenge von G eine Untergruppe ist, kdnnen wir
folgendes Kriterium verwenden:

Satz 3.2. Sai G eine Gruppe. Genau dannist U eine Untergruppe, wenn gilt:

(@ U #9,
(b) mitx, y e Uistauchxy~! € U.

Beweis. ,, = “ Sei U Untergruppe. Dann ist automatisch U # 0. Sei x € U,
e € G das neutrale Element von G und ¢’ € U das neutrale Element von U. Dann
gilt
ex = ée'x,

und weil wir in G kiirzen dirfen, ist e = ¢’: Das neutrale Element von G ist auto-
matisch in U und ist daher das neutrale Element von U (was wir in der Definition
von Untergruppe nicht explizit gefordert haben). Genauso sieht man: das Inverse
von x € U in U ist einfach das Inverse von x in G.

Wennalso y € U,soist y~! € U, und damit xy~! € U.

<" Weil U # 0, existiert ein x € U. Nach (b) istdanne = xx~!' € U.
Alsoistmity e Uauchy™' = ey~ e U.Wennnunx,y € U,soistx(y~ ')~ =
xy € U. Dies zeigt:

(a) Die Verknupfung von G lait sich auf U beschréanken.

(b) Das neutrale Element e von G gehort zu U.

(c) Mitx e U istauchx~! e U.

Daraus folgt sofort, dass U Untergruppe von G ist. O]

Zum Abschluss dieses Paragraphen wollen wir alle Untergruppen von (Z, +)
bestimmen. Wir setzen firn € Z

Zn ={zn:z € Z}.
Zn besteht also aus allen Vielfachen von n. Fir n = 5 etwa ist
Z5=1{...,—10,-5,0,5,10,...}.
Satz 3.3. Die Untergruppen von (Z, +) sind genau die Mengen Zn, n € IN.

Bewels. Dal} Zn eine Untergruppe ist, ist offensichtlich: On = 0 € Zn, also
Zn # @,und flr zn, z’'n € Zn ist

zn—z'n=(z—1z2")n € Zn.
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Nach 3.2 ist Zn eine Untergruppe.

Sei nun U eine beliebige Untergruppe von Z. Falls U = {0}, ist U = Z - 0.
Sei U # {0}. Dann existierteinm € U, m # 0. Mitm € U istauch —m € U,
und eine der Zahlen m oder —m ist > 0. Folglich existiert eine nattirliche Zahl m
mit m € U. Wir setzen

n=min{me U :m > 0}

und behaupten U = Zn.
Zundchst ist klar: Zn C U. Mit n gehoren ja auch alle Vielfachen vonn zu U .
Sei umgekehrt u € U. Dann dividieren wir u durch » mit Rest:

u=gqn-+r mitr, ge Z, 0<r<n.
Wegenu € U und gn € U ist
r=u—qnel.

Da r < n und n die kleinste positive Zahl in U ist, muss r = 0 sein. Wir erhalten
u = qn € Zn. Dies zeigt U C Zn, so dass insgesamt U = Zn. 0

Wir haben gerade die Untergruppen von Z bestimmt und gesehen, da diese
von der Form Zn sind, also von der Zahl n erzeugt. Solche speziellen Untergrup-
pen sind stets von besonderem Interesse,

Definition. Sei G eine Gruppe und a € G. Wir setzen
(a) = {d*  k e Z}
und nennen (a) die von a erzeugte Untergruppe.

In dieser Definition verbirgt sich natirlich die Behauptung, dass (a) wirklich
eine Untergruppe ist. Klar, denn a € (a), alsoist (a) # @dund a?(a?)~! = a?~4 €
(a) furalle p.qg € Z.

Bei additiv geschriebener Verkniipfung, zum Beispiel in Z, bezeichnen wir die
von a erzeugte Untergruppe tblicherweise mit Za, denn an die Stelle der Potenzen
treten die Vielfachen. (Die Schreibweise aZ bei multiplikativer Verkniipfung ware
konsequent, ist aber uniblich.)
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Korper und Polynome

Korper sind diejenigen Gebilde, in denen wir nach den uns geldufigen Regeln
addieren und multiplizieren kdnnen.

Definition. Ein Korper ist eine Menge K versehen mit einer Verknlipfung +, ge-
nannt Addition, und einer Verknuipfung -, genannt Multiplikation, fir die folgendes
gilt:

(a) Addition und Multiplikation sind assoziativ und kommutativ.

(b) (K, +) ist eine Gruppe, deren neutrales Element wir mit O bezeichnen.

(c) (i) Esgibtein Element 1 € K, 1 # 0, das neutral beztglich - ist.

(i) Zujedema € K, a # 0, existierteina’ € K mitaa’ = 1.
(d) Es gelten die Distributivgesetze

ab+c)=ab+ac und (a+b)c=ac+ bc
furallea, b,c € K.

Anmerkung. Wenn man die Kommutativitat der Multiplikation nicht verlangt,
nennt man K einen Schiefkorper.

Standardbeispiele von Kdrpern sind Q und R. Aber auch das folgende Beispiel
ist ein Korper: K = {0, 1},

+10 1 :
00 1, 0
11 0 1

S OO
—_— O

So pathologisch dieser Korper dem Anféanger erscheinen mag, so nitzlich ist er fir
viele moderne Anwendungen der Mathematik und speziell der Linearen Algebra
in der Nachrichtentechnik und Informatik. Man kann zeigen: Genau dann existiert
ein Korper mit n Elementen, wenn n eine Potenz p¢, e > 1, einer Primzahl p ist.

Wir formulieren einige Rechenregeln. In einem Korper K gilt fiir alle Elemente
a, b eK:

@O0-a=a-0=0.

(b)) a-b =0 = a = 0oder b = 0. (Man sagt, K ist nullteilerfrel.)

(c) a(=b) = (—a)b = —(ab).

(d) (na)(mb) = (nm)(ab) furallen, m € Z.
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Aus (b) folgt, dass K \ {0} unter der Multiplikation abgeschlossen ist. Aus Forde-
rung (c) der Definition ergibt sich, dass (K \ {0}, -) eine Gruppe ist (was wir an
Stelle von (c) also hatten fordern kdnnen). Fir das beziiglich - zu a # 0 Inverse
schreiben wir wieder a~!.

Die Rechenregeln sind leicht einzusehen:

(@ 0-a+0-a = (0+0)a = 0a wegen des Distributivgesetzes. Addition von
—0a ergibt0-a = 0.

(b) Wenn a, b # 0, so existieren a=! und b=, Also ist b~la=lab = 1 # 0,
was wegen (a) die Moglichkeit ab = 0 ausschliesst.

(c) Esqgilt ab + a(—b) = a( + (—b)) = a0 = 0. Also ist a(—b) zu ab
beziiglich + invers. Dies aber heildt a(—b) = —(ab).

(d) Den allgemeinen Fall flihrt man sofort auf den Fall m, n > 0 zuriick, und
diesen erledigt man schnell durch Induktion.

Der Bequemlichkeit halber fiihren wir Subtraktion und Division ein:
a—b=a+ (—b) firallea,b e K,
a/b=ab™! firallea,b e K,b #0.
Wir sind es gewohnt, Zahlen der Grof3e nach zu vergleichen. Im Allgemeinen
ist dies in Kdrpern nicht mdglich, so z.B. nicht in dem zweielementigen Korper
oben.

Eine grobe, aber wichtige Einteilung der Korper in verschiedene Klassen kann
man nach ihrer Charakteristik vornehmen:

Definition. Sei K ein Korper (mit 1 als neutralem Element der Multiplikation).
Wenn fir allen € N, n > 1, nl # 0 ist, sagen wir, K hat die Charakteristik 0,
kurz char K = 0. Andernfalls setzen wir

char K = min{n € N : n > 0, n1 = 0}.

Man sagt im Fall char K = 0 auch, K habe unendliche Charakteristik, im
anderen Fall, K habe endliche Charakteristik. Nicht jede natirliche Zahl kommt
als Charakteristik eines Korpers in Frage:

Satz4.1. Sei K ein Korper mit char K # 0. Dannist char K eine Primzahl.

Beweis. Sei n = char K. Wir nehmen an, n sei keine Primzahl, und fiihren diese
Annahme zum Widerspruch. Dal} n keine Primzahl ist, bedeutet dass n = n'n” mit
n’,n” € N,1 <n’,n” <n.Dann ist

0=nl=nn"1=m1)n").

Folglichmussn’l = 0 odern”1 = 0 gelten —beides im Widerspruch zur Definition
von n. L]
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Die Korper R und @ haben die Charakteristik 0, der zweielementige Kdrper
hat die Charakteristik 2.

Alle Aussagen tber R, die nur auf der Giltigkeit der Eigenschaften eines Kor-
pers beruhen, gelten natdrlich in beliebigen Korpern, so etwa die binomische For-
mel. In Analogie zur Situation bei Gruppen und Untergruppen wird man sagen, Q
sei ein Teilkorper von R. Allgemein treffen wir folgende Definition:

Definition. K sei ein Korper. Eine Teilmenge L C K ist ein Teilkorper, wenn
sich Addition und Multiplikation auf L einschrénken lassen und L mit diesen Ver-
kniipfungen ein Korper ist. Man nennt in dieser Situation K einen Erwelterungs-
korper von L.

Zunachst ist die Situation Q C R unser einzig signifikantes Beispiel fir diese
Definition.

Obwohl im Schulunterricht der Linearen Algebra das Rechnen mit Polynomen
kaum auftritt, sind diese jedoch fir die ,,hohere™ Lineare Algebra sehr wichtig.
Unter einem Polynom dber K verstehen wir einen Ausdruck,

p=a, X"+ ---+a1X + ao, ag,...,d, € K

bei dem X eine ,,Unbestimmte” ist. Wir wollen an dieser Stelle nicht prézise sa-
gen, was mit einer Unbestimmten gemeint ist; dies wird in der Algebra-\Vorlesung
genau diskutiert. Fir die Unbestimmte kann man nattrlich auch andere Buchsta-
ben benutzen. Die Identitat eines Polynoms ist durch seine Koeffizienten bestimmit.
Das heil3t, zwei Polynome stimmen Uberein, wenn sie die gleichen Koeffizienten
haben:

anX" + -+ arX +ao=buy X" + -+ b1 X + b
< a; =b; =0furi,j > min(m,n)unda; = b; fliri =0,...,min(m, n).

Es folgt dass jedes Polynom p # 0 genau eine Darstellung p = a, X" + --- +
a1 X + ap hat, bei der a,, # 0 ist. Wir nennen dann n den Grad von p und a,
den Leitkoeffiziienten. Hat p den Leitkoeffizienten 1, so heilit p normiert. Dem
Nullpolynom ordnen wir keinen festen Grad zu.

Die Menge der Polynome iber K bezeichnen wir mit K[X]. Fir die Addition
und Multiplikation in K[X] gelten alle Regeln, die wir fiir das Rechnen in Korpern
verlangt haben, mit einer Ausnahme: nur die Polynome a € K, a # 0, besitzen
ein Inverses beziiglich der Multiplikation. Daher ist K[X] kein Kdrper, sondern
nur ein Ring; wir nennen ihn den Polynomring in einer Unbestimmten Uber K. Die
Klasse der Ringe wird in der Algebra-Vorlesung eingehend diskutiert. Ein uns von
Kindesbeinen an bekannter Ring ist der Ring Z der ganzen Zahlen.

Wir kdnnen K als Teilmenge von K[X] auffassen, wenn wir ¢ € K mit dem
Polynom a X° € K[X] identifizieren.
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Offensichtlich gilt fir Polynome p, g # 0:
grad pq = grad p +gradg, grad(p + ¢) < max(grad p,grad¢),

wobei sogar grad(p + ¢) = max(grad p, grad ¢) ist, falls grad p # gradg.
Neben Addition und Multiplikation ist aber noch die Division mit Rest von
besonderer Bedeutung, genauso wie fiir das Rechnen mit ganzen Zahlen:

Satz 4.2. Sien f, g € K[X], g # 0. Dann existieren eindeutig bestimmte Poly-
nomegq, r € K[X], fur die

f=qg+r und r=0 oder gradr <gradg
gilt.
Wir werden diesen Satz in der Algebra-Vorlesung beweisen und begniigen uns

hier mit einem Beispiel, das dem Schema der schriftlichen Division folgt. (Dieses
Schema kann so formalisiert werden, dass es den Beweis des Satzes liefert.)

(3x> —2x* + x? =3x +5): (x> +1) =3x3 —2x? — 3x + 3,
—(3x° + 3x3)
—2x*— 3x’+ x? =3x 45 Rest 2.
—(—2x* —2x?)
—  3x3+ 3x*-3x +5
—(=3x? —3Xx)
3x? +5
—(3x? +1)
2

Jedem Polynom p = a, X" 4+ --- + a1 X + ao kOnnen wir eine polynomiale
Funktion K — K zuordnen, indem wir

p(x) = a,x" +--- + a;x + a, x €K,

setzen. Im Allgemeinen l&sst sich p aber nicht mit dieser Funktion identifizieren!
Wenn zum Beispiel K der Korper aus zwei Elementen ist, so gilt x> + x = 0 fur
alle x € K, und das Nullpolynom definiert die gleiche Funktion wie X2 + X. Wir
werden aber gleich sehen, dass tiber einem unendlichen Korper diese Schwierigkeit
nicht auftritt.

Eine simple, aber notwendige Feststellung ist, dass das Einsetzen von x fir X
mit den Rechenoperationen in K[X] und K vertraglich ist. Es gilt

(f +8)x) = f(x) + &),
(fe)(x) = f(x)g(x).
Wir verzichten darauf, die einfache Rechnung durchzufihren.

Man nennt x, € K eine Nullstelle von p, wenn p(xy) = 0 ist. In diesem Fall
spaltet p den Linearfaktor X — x, ab:
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Satz 4.3. Genaudannist x, eine Nullstelle des Polynoms p, wenneseing € K[X]
mit

p=q-(X—x)
gibt.

Beweis. Nach dem Satz von der Division mit Rest ist
Pp=q-(X—x0)+r

wobei r = 0 oder grad r < grad(X — xo) = list. In jedem Fall ist 7 = a mita in
K. Einsetzen von x liefert

r =r(xo) = p(xo) —q(xo)(xo — x0) = 0. O
Satz 4.3 erlaubt es uns, die Vielfachheit einer Nullstelle zu definieren: xq ist
eine Nullstelle der Vielfachheit e € N von p, wennes eing € K[X] mit p =
q(X — xo)¢ gibt, eine Darstellung p = s(X — x0)¢*! aber nicht moglich ist.
Die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms p # 0 ist durch seinen Grad be-
schréankt, und zwar auch dann, wenn man diese mit Vielfachheit z&hlt:

Satz 44. S8 p € K[X], p # 0, und seien xy,...,Xx, die Nullstellen von p,
x; # x; furi # j. Danngilt fur die Vielfachheiten e, . .., ¢, dieser Nullstellen:

e1+---+e, <gradp

Bewels. Es qgilt p = (X — x1)“?q. Esist dann grad p = e; + gradg, und die
Behauptung folgt sofort durch Induktion tber m, wenn wir zeigen kénnen, dass x;
eine Nullstelle der Vielfachheit e; von ¢ ist fliri = 2, ..., m. ES gentgt natdrlich,
dies flr x, zu zeigen.

Wir benutzen dazu eine Induktion Uber e;. Da (X — x1)(x3) = xp — x1 # 0 ist,
muB ¢ (x;) = 0 sein, so dass der Fall e; = 1 schon erledigt ist. Bei e; > 1 kdnnen
wir zumindest den Faktor (X — x,) von p und ¢ abspalten:

(X —x2)p = (X —x1)' (X — x2)q.
Kirzen von X —x; (dies ist nach dem Satz von der Division mit Rest sicher erlaubt)
liefert
p=X-x1)"q.
Da p in x; eine e, — 1-fache Nullstelle besitzt, konnen wir nun die Induktionsvor-
aussetzung der Induktion tiber e, anwenden: x; ist e, — 1-fache Nullstelle von ¢,
und damit e,-fache Nullstelle von g. O

Der Beweis zeigt, dall mit den Bezeichnungen des Satzes 4.4 gilt:
p=X—=x)" (X —xn)™q

wobei das Polynom ¢ keine Nullstelle besitzt; tiberdies sind alle GroRen in dieser
Darstellung von p eindeutig bestimmt (bis auf die Reihenfolge der Faktoren).
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Die schon genannte Tatsache, dass ein Polynom (ber einem unendlichen
Korper K durch die von ihm reprasentierte Funktion eindeutig bestimmt ist, folgt
nun leicht aus dem folgenden Satz, der eine etwas scharfere Aussage enthalt:

Satz 4.5. Selen p,qg € K[X] Polynome, deren Grad < n ist. Wenn p # ¢ ist, sO
stimmen p(x) und ¢ (x) for hochstens n Elemente x € K Uberein. (In diesem Satz
setzen wir grad 0 = 0).

Bewels. Genau dannist p(x) = ¢g(x), wenn x eine Nullstelle von p — ¢ ist. Nach
4.4 besitzt p —qg hochstens n Nullstellen, denn p —g hat hdchstens den Grad n. [

Das Rechnen mit Polynomen hat in mancher Hinsicht Ahnlichkeit mit dem
Rechnen mit ganzen Zahlen. In beiden Fallen kdnnen wir nur mit Rest dividieren.
Diesem Mangel wird bei den ganzen Zahlen durch Ubergang zum Korper @ der
rationalen Zahlen begegnet.

Genauso kann man K[X] in einen Korper einbetten, indem man Briiche von
Polynomen bildet. Wir verzichten auch hier auf eine formal strenge Einfiihrung,
sondern geben nur die Regeln an, wie man mit Briichen von Polynomen rechnet.
Sie sind die gleichen wie beim Umgang mit Briichen ganzer Zahlen:

u
i=— < fv=gu
g v
u vV + gu
Joou_ Suteu
g v gv
f u _ fu
g v gu

Da mit g und v auch gv # 0 ist, sind die Nenner von Summe und Produkt # 0.

Ein Bruch f/g kann auf viele Arten dargestellt werden; in Q giltjaz.B.1/2 =
2/4 = 3/6 = c....Bevor die Definition der Addition und Multiplikation einen
Sinn machen, muss man sich vergewissern, dass das Ergebnis nur von f/g usw.
abhéangt, nicht aber von f und g selbst. Mit anderen Worten: Fiir die Addition ist
zZu zeigen:

fv+gv  fu+gu

—
S gu

I _
g

09|,

Dies aber ist richtig:
(fv+gwgv = fgv + gguv = fgv’ + gguv
= (fv+ gu)gv.
Also ist 5
fv+gu _ fv+gu
gv gv
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Ebenso gilt, dass f/g + u/v nur von u /v abhdngt, und fiir die Multiplikation gilt
analoges.

Satz 4.6. DieBriche f/g der Polynome f, g € K[X], g # 0, bilden mit den oben
erklarten Operationen einen Korper, den wir mit K(X) bezeichnen.

Seien f,g € K[X], g # 0und xy,...,x, die Nullstellen von g. Dann kénnen
wir f/g die Funktion

Sy =1

—(x) = xeK, x#xi,...,X,
g

zuordnen. Daher nennt man K(X) den Korper der rationalen Funktionen in einer
Unbestimmten Uber K.
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Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen bilden eine auRerordentlich wichtige Erweiterung der
reellen Zahlen. Wir filhren auf C = R? folgende Verkniipfungen ein:

(ay,b1) + (a2.by) = (ay + az, by + by)
(a1,b1)(az,by) = (a1as — biby,a1by + biay).

Satz 5.1. Mit diesen Verknupfungen ist C ein Korper, den wir den Korper der
komplexen Zahlen nennen.

Bewels. Das Assoziativgesetz fiir die Addition rechnet man unmittelbar nach:
((a1,b1) + (a2,b2)) + (a3, b3) = ((a1 + a2) + a3, (b1 + b2) + b3)
= (a1 + (a2 + a3)), by + (b2 + b3)) = (a1, b1) + ((az, b2) + (a3, b3)).

Offensichtlich ist (0, 0) neutral fur +, und (—a, —b) ist invers zu (a, b). Ebenso
offensichtlich ist die Addition kommutativ.

Man sieht der Definition der Multiplikation unmittelbar an, dass sie kommu-
tativ ist. Dass sie auch assoziativ ist, muss man nachrechnen, was wir uns hier
ersparen. Es gilt

(1,0)(a,b) = (1a — 0b, 1b + 0a) = (a, b),

so dass (1, 0) neutral beztiglich der Multiplikation ist.
Seiena, b € Rmita # 0 oder b # 0; dann ist a®> + b*> > 0. Daher ist fir
(a,b) € C, (a,b) # (0,0),
a —b
a2 + bZ’ a2 + b2

ein wohldefiniertes Element aus C. Es gilt

(a,b)( a —b ): (az-i—b2 —ab—i—ba) — (1.0).

a’>+ b2 a?+ b? a’>+ b2 a?+ b?

und wir sehen, dass (a/(a®> + b?), —b/(a® + b?)) invers zu (a, b) beziiglich der
Multiplikation ist.

Schliesslich tberprift man das Distributivgesetz durch direktes Nachrechnen,
was zwar lastig, aber nicht schwierig ist. O
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Neben dem Element (1, 0) spielt auch das Element (0, 1) eine ausgezeichnete
Rolle in C:
0,1)* = (=1,0).

Man nennt (0, 1) die imaginare Einheit und schreibt dafir i:

i =(0,1).
Wenn wir das Einselement (1, 0) einfach durch 1 bezeichnen, gilt mithin

i =—1.
Wir betrachten die Abbildung

¢ :R—C, ¢(a) = (a,0).
Man Uberprift sofort, dass fir alle a, b € R gilt:
pla+b) =¢(a) + o), ¢adb) = p@)e®).

Wir sehen nun R einfach als Teilmenge von C an, indem wir das Element (a, 0) €

C mita € R identifizieren. Die Gultigkeit der vorangegangenen Gleichungen be-
sagt dann einfach, dass R ein Teilkorper von C ist. Sei (a, b) € C. Dann ist

(a,b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0, 1)
=a + bi,

und in dieser Weise schreibt man komplexe Zahlen, wenn man mit ihnen rechnet.
Fir eine komplexe Zahl z = a + bi heildt a der Realteil von z, b der Imaginarteil,

a=Rez, b=Imz.
Eine wichtige Operation ist die komplexe Konjugation. Fiir z = a + bi heil3t
Z=a—bi
die zu z konjugiert-komplexe Zahl. Es gilt
727 = a’® + b2,

und man nennt die reelle Zahl

2| = 2z
den Betrag von z. Fiir die Konjugation gelten folgende Rechenregeln:
@ z+w=z+w, ) z—z=2Imz)i,
(b) zw =zw, H zeR <= z=1z,
© z'= ", @ Z=-:.
z|?

(d z+4+z=2Rez,

Dies rechnet man direkt nach.
Wichtige Rechenregeln fir den Betrag: Fir alle z, w € C ist
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@ |z]| eR, |z| =0, |z]=0 << z =0;
(b) [zw] = [z[|w];
©) |z+w| <|z| +|w| (Dreiecksungleichung).
\Von diesen Regeln sind (a) und (b) offensichtlich. Wir beweisen (c). Es gilt
FHwl <zl + =z wP < (2] + )
weil auf beiden Seiten der linken Ungleichung reelle Zahlen > 0 stehen. Ferner ist

z+uwl=CH+wiz+w)=C+wEZ+W) =22+ 20 +Zw + wWw
=27 4 (ZW + zW) + wWw = zZ + 2Re(zW) + ww,
(2] + [w))? = |21 + 2|w||z] + [w]* = 2Z + 2|w]|z| + ww.
Es genligt also zu zeigen, dass Re(zw) < |w||z] ist. Dies folgt aus
Re(zw) < |Re(zw)| < |zw| = |z||w] = [z]|w].

Fur unsere Vorstellung von den reellen Zahlen ist wichtig, dass wir uns ein
geometrisches Bild von ihnen machen. Wir identifizieren sie mit den Punkten einer
Geraden

] ] ]

-1 0 1
die wir Zahlengerade nennen. Genauso kénnen wir C = R? mit der Ebene identi-
fizieren:

] o+ bi
C |
, |
T !
I
reelle Achse 1 j
g
<
Q
<
<8}
S
c
k=)
18]
E

Die Addition komplexer Zahlen ist leicht geometrisch zu deuten. Sie stellt die
Parallelogramm-Regel dar:
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Ebenso leicht deutet man die Konjugation: z geht aus z durch Spiegelung an
der reellen Achse hervor.

Um auch die Multiplikation geometrisch zu deuten, bendétigen wir einige
Kenntnisse Uber trigonometrische Funktionen, die man in der Schule gelernt
hat. (Selbstverstandlich sind die trigonometrischen Funktionen Gegenstand der
Analysis-Vorlesung.)

Wir betonen: Winkel werden im BogenmaR gemessen. Der Vollwinkel hat dann
das Mal} 277, der rechte Winkel dementsprechend das MaR 7z /2. Nach dem Satz des
Pythagoras ist fir z = a + bi die Zahl

r=lz| = va*+ b?

der Abstand von z zum Nullpunkt, und die elementar-geometrischen Eigenschaften
des rechtwinkligen Dreiecks zeigen uns, dass

a = rcosg,
b =rsing,

wobei ¢ der Winkel zwischen der positiven reellen Halbachse und dem Strahl von
0 durch z ist, gemessen gegen den Uhrzeigersinn:

z ] rising

r=|z //—\ﬁﬂ
|

Es gilt also
z =r(CoS¢ +ising).
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Die Existenz einer solchen Darstellung von z kann ohne jeglichen Rickgriff auf
unsere anschaulich-geometrische Vorstellung von der ,,[Ebene” hergeleitet werden.
Hierflir missen aber auch die trigonometrischen Funktionen ohne einen Bezug auf
solche Vorstellungen eingefiihrt werden, was fiir einen Grof3teil der Horer noch
nicht geschehen ist. Was wir fiir die Existenz der trigonometrischen Darstellung
wirklich brauchen, gibt folgender Satz an:

Satz5.2. Seienu, v € R mit u? + v? = 1.
(a) Dannexistiert ein ¢, 0 < ¢ < 27, mit
(u,v) = (CoS @, sin ).

(b) Fur ¢ € R gilt (u,v) = (cosy,siny) genau dann, wenn ¢ — ¢ = 2k
mitk € Z.

Die komplexen Zahlen z = u + iv mit |z|> = u? + v? = 1 liegen auf dem
Einheitskreis:

lz| =

Um den Satz auf eine beliebige komplexe Zahl anwenden zu konnen, schreiben

wir
(Rez Imz )
z=z|—+—-7 ).
lzl 2]
Fir u = Rez/|z|, v = Imz/|z| gilt dann u? + v?> = 1, und wir erhalten ein bis
auf Vielfache von 25 eindeutig bestimmtes ¢ mit z = |z|(coS ¢ + i Sin ).
Seinunz =r(cose +ising), w = s(cosy + i siny). Dann ist
zw = rs((cosg cosy —singsiny) +i(cosgsiny + sing cos ¥)).

Nach dem Additionstheorem fiir die trigonometrischen Funktionen gilt

cos(¢ + ¥) = coS @ cos ¥ — Sin g siny,

sin(p + ¥) = cos g siny + sin ¢ CoS .
Damit ist

zw = rs(cos(y + ¥) +isin(p + v¥)),
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und die geometrische Deutung der komplexen Multiplikation lautet: Man multipli-
Ziert die Betrage von z und w und addiert die zugehorigen Winkel.

Als Folgerung aus der (von uns nicht streng bewiesenen) trigonometrischen
Darstellung der komplexen Zahlen leiten wir folgenden Satz (iber die Existenz
n-ter Wurzeln in C ab:

Satz53. Sz e C,z#0,z =r(cose +ising),n € N,n > 0. Dann gibt es
genau n Zahlen w € C mit w” = z, namlich

2k . 2k
Wi = Q/?(cosu+i5|nu), k=0,....,n—1.
n n

Beweis. Jede komplexe Zahl w mit w” = z ist Nullstelle der Polynoms w”" — z.
Ein solches Polynom hat hochstens n Nullstellen, wie wir spéter beweisen werden.
Fir jede der Zahlen wy gilt

n 2k _ 2k
wy = (V/r) (COSHMTJT +ismnu)

n
= r(cos(p + 2km) + i sin(g + 2km)).

Da cos(¢ + 2km) = cosg und sin(p + 2km) = sing, folgt w}! = z.
Schliesslich ist klar, dass die Zahlen w; paarweise verschieden sind: wenn

(cos i, sinyr) = (cos p, Sin p),

so unterscheiden sich ¥ und p durch ein ganzzahliges Vielfaches von 2. O

Die Zahlen w mit w” = 1 nennt man die n-ten Einheitsnvurzeln. Da |w"| =
|lw|" = 1, liegen die Einheitswurzeln samtlich auf dem Einheitskreis. Die n-ten
Einheitswurzeln bilden gerade die Eckpunkte des reguldren n-Ecks, wenn man
einen dieser Eckpunkte auf 1 legt:

Viel allgemeiner als 5.3 gilt der Fundamentalsatz der Algebra:
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Satz5.4. Sei p € C[X], p # 0, ein Polynom des Grades n. Dann zerfallt p in das
Produkt

p=u(X —z))" - (X — zp)™
wobei zy, ..., z,, die paarweise verschiedenen Nullstellen von p mit den Vielfach-
heiten ey, ..., e, sind und u der Leitkoeffizent von p ist.

Der Fundamentalsatz ermdglicht uns, auch eine Aussage uber die Zerlegung
von Polynomen in R[X] zu machen. Dazu brauchen wir im Wesentlichen nur eines
zu beobachten: mit z € C ist auch z Nullstelle von p, und zwar mit der glei-
chen Vielfachheit. Um dies einzusehen, setzen wir die komplexe Konjugation auf
Polynome fort: fir p = a, X" + --- 4+ a¢ € C[X] sei

P=@ X"+ 43
Fir p € R[X] istdann p = p, und es gilt
p=X-")q <<= p=p=X-2)7.
Ferner ist
X-2)X-2)=(X-2) X —2)=(X —2)(X —2) € R[X].
Wenn wir in der Zerlegung von p in C[X] die Linearfaktoren X —z und X —z
jeweils zusammenfassen erhalten wir also eine Zerlegung in R[X]:

Satz5.5. Sa p € R[X], p # 0, ein Polynomdes Gradesn mit den reellen Nullstel -
len xq,...,x,, und den Nullstellen z;, ..., z, InC \ R, die positiven Imaginarteil
haben. Seiene, ..., e, bzw. 51, ..., s, die ielfachheiten. Dann gilt

p=uX —x) T (X =)™ (X 0 X+ w) - (X = v X +w,)”,
wobei u der Leitjoeffizient von p und X2 4+ v; X + w; = (X — z;)(X —Z;) ist.
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Vektorraume

Die Lineare Algebra, mit der wir uns in dieser Vorlesung hauptséachlich beschaf-
tigen, ist die Theorie der \Vektorraume. Genau wie die Begriffe ,,Gruppe“ und
»Korper* fihren wir auch den Begriff ,,\Vektorraum* axiomatisch ein.

Definition. Ein Vektorraum tber einem Korper K ist eine Menge V versehen mit

einer Verkniipfung V x V' — V/, genannt Addition,
und einer Abbildung K x V' — V, genannt skalare Multiplikation,

die folgenden Bedingungen gentigen:

(a) V ist bezlglich der Addition eine abelsche Gruppe,
(b) firallea,b € Kundv, w € V ist
(1) a(bv) = (ab)v,
@i) 1v = v,
@) a(v + w) = av + aw,
(iv) (@ + b)v = av + bv.

Es ist unvermeidlich, dass wir das Symbol + sowohl fir die Addition in K,
als auch fir die in V' benutzen, ebenso wie die Produktschreibweise innerhalb von
K und fir die skalare Multiplikation verwandt wird. Letzten Endes wére es auch
nicht sehr hilfreich, wenn wir etwa 0 € K und 0 € V typografisch unterscheiden
wirden.

Eine Abbildung des Typs M x N — N, wie sie etwa bei der skalaren Multi-
plikation gegeben ist, wird Operation von M auf N genannt.

Rechenregeln fiir Vektorrdume: Fiira € K, v € V ist

@ o0v=0

(b) (—a)v = a(—v) = —av

() av=0 <= a =0o0derv =0.

Man beweist diese Rechenregeln genauso wie die entsprechenden Regeln fiir das
Rechnen in Kdrpern.

Beispiele. (a) Obwohl es uns nichts Neues bringt, ist bereits das Beispiel V' = K
nitzlich: K ist in offensichtlicher Weise ein Vektorraum Gber sich selbst.

(b) Das fundamentale Beispiel eines Vektorraums ist V' = K”". Dazu definieren
wir fir

v=(ay,...,ay),w=(by,....,b,) € K" und o €K:
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v+ w = (Cl] —|—b1,...,d;1+b;1),
av = (aay,...,aay).

Dass K" mit diesen Operationen ein Vektorraum ist, kann man direkt nachrechnen.
Soistetwa 0 = (0,...,0) das neutrale Element bezlglich + und (—ay, ..., —a,)
das Inverse von (ay, ..., a,) bezuglich +.

(c) Ein Erweiterungskorper L von K ist in natirlicher Weise ein Vektorraum
Uber K: Man beschrankt die Multiplikation L. x L — L einfachauf K x L — L.
So ist etwa R in natlirlicher Weise ein Q-Vektorraum, C ein R-Vektorraum und ein
Q-Vektorraum.

Allgemeiner gilt dies fiir jeden L-Vektorraum V': Die Einschrankung der ska-
laren Multiplikation auf Elemente von K macht ihn zum K-Vektorraum.

(d) Wir betrachten ein ,,exotisches* Beispiel:

V=R, ={xeR:x>0}

mit der Addition x @& y = xy und der Skalarmultiplikation o x x = x*, o € R, ist
ein R-Vektorraum.

(e) In der Geometrie und vor allem in Physik und Technik sind Vektoren Gro-
Ren, die eine ,,Richtung”“ und einen ,,Betrag” haben, z.B. Kraft, wahrend ,,Skalare*
GroRen sind, denen keine Richtung zukommt, z.B. Energie.

Wir wollen kurz erldutern, wie elementargeometrische Uberlegungen zum Be-
griff des Vektorraums fiihren. In der Ebene E der anschaulichen Geometrie zeich-
nen wir einen Punkt O aus, den ,,Ursprung®. Zu jedem Punkt P € E gehort dann

. . -
eine gerichtete Strecke OP

—

+ 0

QS

Die Addition von solchen gerichteten Strecken erfolgt mittels der Parallelogramm-

Regel, wahrend fir r € R, r > 0, die Strecke r OP die gleiche Richtung wie OP,
aber die r-fache Lénge hat (bei » < 0 erfolgt Richtungsumkehr).
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—
—20P

Nachdem man Koordinaten eingefuhrt hat (mit O als Ursprung des Koordina-
tensystems), ist der soeben konstruierte Vektorraum der ,,Ortsvektoren* gerade der
R?. Analog erhalt man den R? als Vektorraum der Ortsvektoren des Anschauungs-
raums.

Wir betonen aber ausdriicklich, dass fur uns die Elemente eines Vektorraums
nicht etwa Wesen sind, die sich dadurch auszeichnen, dass sie eine Richtung und
einen Betrag haben. Bei den vorangegangenen Beispielen (c) und (d) und dem fol-
genden Beispiel (f) ist diese Betrachtungsweise weder naheliegend noch nitzlich.

(F) Sei V ein K-Vektorraum und M eine Menge. Fir f, g € Abb(M, V') und
a € K definieren wir

f+geAbb(M,V) durch (f+g)(x)=f(x)+ gx),
af € Abb(M,V) durch (af)(x) = af(x),

x € M. Man Uberpriift sofort, dass Abb(M, V') mit diesen Operationen ein K-
Vektorraum ist. Die Axiome lassen sich ,,punktweise” tberprifen; daher tibertragt
sich ihre Gultigkeit von V' auf Abb(M, V).

(9) Der Polynomring K[X] ist ein Vektorraum utber K, wenn wir die Multipli-
kation auf Produkte o f', « € K, f € K[X] einschrénken.

Die Liste unserer Beispiele ist damit abgeschlossen.

So, wie wir Untergruppen von Gruppen betrachten, kdnnen wir auch Untervek-
torraume eines Vektorraums behandeln.

Definition. V sei ein K-Vektorraum. Eine nichtleere Teilmenge U von V' heil3t
Untervektorraum, wenn gilt:

(@) Furalleu,v e U istauchu +v € U.
(b) Furalleu e U, € Kistau € U.

Wir haben nicht gefordert, dass U mit den auf U eingeschrénkten Operationen
einen Vektorraum bildet, weil dies automatisch richtig ist: Wegen 0 - u = 0 fir
u € U (U # 0 wird gefordert!) gilt 0 € U nach (b), und ebenso ist —u =
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(—1)u € U. Damit ist klar, dass U eine Untergruppe beziiglich der Addition ist,
und alle anderen Forderungen sind ohnehin fir beliebige Elemente von V erfilit.
In unserer elementargeometrischen Interpretation sind Beispiele von Untervek-
torraumen gegeben durch die Geraden des R?, die den Ursprung enthalten, und
durch ebensolche Geraden und Ebenen des R?.
Beispiele von Untervektorraumen sind auch allgemein sehr leicht zu geben. In
jedem Vektorraum V sind zundchst {0} und V' Untervektorrdume.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum, und seien vy,...,v, € V. Ein Element w €
V ist Linearkombination von vy, ..., v,, wenn «y, ..., a, € K existieren mit

W = o1V + - + &, U,.

Seienw = ajvy +---+o,v, Uund z = Byvy +- - -+ B,v, Linearkombinationen
von vy, ..., v,. Dann sind auch

w+z=(a;+ B)vr+ -+ (ay + Bn)Vn,
yw = (yap)vy + -+ (ya,)v,

Linearkombinationen von vy, ..., v,. Sei

L(vy,...,v,) = {w € V : w ist Linearkombination von vy, ..., vn}.
Wir haben gesehen, dass L(vy,...,v,) ein Untervektorraum von V ist. Er heif3t
lineare Hullevon vy, ..., v,.

Seietwa IV = K. Dann verwenden wir die Standardbezeichnung
e; =(0,...,0,1,0,...,0)
mit dem Eintrag 1 and der i-ten Stelle. Damit gilt
K" = L(ey,...,e,),
denn firv = (ay,...,a,) € K" ist
vV=owo1e1 + -+ oue,.

Die wichtigste Anwendung der linearen Algebra ist die Theorie der linearen
Gleichungssysteme. Sei z.B. fiir K = R folgendes Gleichungssystem gegeben:

X1+ 2x,+3x3=1
2x1+ x—2x3=0
X1+ x4+ x3=-—1.

Um den Zusammenhang zu den Linearkombinationen herzustellen, schreiben wir
Elemente des R* im Folgenden als Spaltenvektoren. Wir setzen

1 2 3
U = 2 , Uy = 1 , U3 = -2 s b=
—1 1 1 —1

O =
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Eine Ldsung des obigen Gleichungssystems zu finden, ist dann gleichbedeutend
damit, x1, x2, x3 € R zu finden, flir die

X101 + X202 + X303 = b

ist. Genau dann ist das Gleichungssystem losbar, wenn b € L(vy, vz, v3).

Wie man lineare Gleichungssysteme systematisch l0st, besprechen wir in Ab-
schnitt 8. Sei nun V ein K-Vektorraum und M eine Teilmenge von V. Dann setzen
wir

L(M)={w eV : esexistierenvy,...,v, € M mitw € L(vy,...,v,)}

und nennen L(M) die lineare Hulle von M. Zweierlei ist offensichtlich:

(a) Fir endliches M stimmen beide Definitionen von L (M) Uberein;
(b) L(M) ist stets ein Untervektorraum:

w € L(vy,...,0y) w4z eLWy,...,0,U1,...,Up),
ze€L(uy,...,uy,) aw € L(vy,...,v,).

Es ist zweckmaRig, L(9) = {0} zu setzen.

Definition. Wenn U = L(M) ist, sagen wir auch, U sei der von M erzeugte
Untervektorraum oder M sei ein Erzeugendensystemvon U .

In dieser Vorlesung werden wir es meistens mit endlichen Erzeugendensyste-
men zu tun haben. Allerdings sind diese nicht immer ausreichend, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Beispiel. Sie V = K[X]. Jedes Polynom f = a9 + a1 X + --- + a, X" ist eine
Linearkombination der Potenzen 1 = X°, X, X2, X3, ... der Unbestimmten X.
Also ist die Menge M dieser Potenzen ein Erzeugendensystem von K[X] als K-
Vektorraum. Aber keine echte und schon gar keine endliche Teilmenge von M
erzeugt K[X]: fur kein m istX™ Linearkombination der anderen Potenzen.

Seien U;, U, C V Untervektorraume. Dann ist U; N U, ein Untervektorraum
(aber Uy U U; i.a. nichtl):

vwweUNU, — v,welUyundv,wel,
— av,vt+welU;undav,v+w e U,
— av,v+w e U NU,.

Genauso sieht man: Der Durchschnitt endlich vieler Untervektorrdume Uy, ..., U,
oder sogar beliebig vieler Untervektorraume ist ein Untervektorraum.
U; N U, ist die groflite Menge, die sowohl in U, als auch in U, enthalten ist, und
damit natdrlich auch der grofite gemeinsame Untervektorraum von U; und U,.
Welches ist der kleinste Untervektorraum, der sowohl U, als auch U, enthalt?
Wenn W D U, U U, ein Untervektorraum ist, gilt u; + u, € W fir alle u; € Uy,
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u, € U,. Wir setzen
U + U, = {Ll] +u,:uy € U,uy € Uz}

Offensichtlich ist U; + U, ein Untervektorraum: Fir u, u} € Uy, us, u), € U, und
o € K ist

(U1 +ux) + Wy +u) = (i +u)) + ux+uy) €Uy + Uy
a(u; + uy) = auy + au, € Uy + U,.

Da, wie soeben gezeigt, jeder U; und U, umfassende Untervektorraum U; + U,
enthalt, ist U, + U, der kleinste U, und U, enthaltende Untervektorraum.

Wie man den Durchschnitt beliebig vieler Untervektorrdume bilden kann, so
kann man auch die Summe beliebig vieler Untervektorraume bilden. Fir eine Fa-
milie (U;);<; von Untervektorraumen setzen wir

ZUi = {Mil + -+ Uu;, ‘U € U;

lj’

n € N}.
iel
Da die Addition in einem Vektorraum V' assoziativ und kommutativ ist, kommt es
nicht darauf an, die U; irgendwie zu ordnen.
Mit dieser Schreibweise konnen wir die lineare Hille einer Teilmenge M C V
auch so angeben:
L(M) =Y L(v).

veM
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Basen und Dimension

Sei K ein Korper und V' = K". Wir wissen bereits, dass ey, ..., e, den Vek-
torraum V erzeugen: Zu jedem v = (ay,...,a,) € V existieren By,...,B, € K
mit

v=PBie1 + -+ Buen,

namlich 1 = «ay,..., B, = «,. Aulerdem sind S, ..., B, eindeutig bestimmt:
Wir missen 8; = «; wahlen, weil Bie; + -+ 4+ Buen = (B1, ..., Bn).

Sei andererseits V = K2, w; = e;, wy = ey, w3 = e; + e,. Auch dann
existieren zu jedem v = («;, o) € K2 Elemente B1, B, B3 € K mitv = Biw, +
Bow, + Bzws. Wir kdnnen z.B. 8 = a1, B2 = a3, B3 = 0 wahlen, aber genauso
B =a1+ 1,8, =a+ 1, B35 = —1. In diesem Fall sind die Koeffizienten 8,
B>, B3 in der Darstellung von v nicht eindeutig bestimmt. Um zwischen Systemen
wie e,...,e, € K" und wy, wy, w3 € K? unterscheiden zu kdnnen, trifft man
folgende

Definition. V sei ein K-Vektorraum. Die Vektoren vy, ..., v, € V heiRen linear
abhangig, wennes «y,...,a, € K gibt, so daB «; # 0 fir mindestens ein i, aber

v+ -+ o,v, =0

ist. Sonst heilBen vy, ..., v, linear unabhangig. Mit anderen Worten: vy, ..., v,
sind linear unabhangig, wenn
v+ 4+a, =0 — o1=---=a,=0
gilt.
Wir betonen ausdriicklich, dass wir nicht von der linearen Unabhangigkeit der
Menge {vy, ..., v,} sprechen. Zwar kommt es fir die lineare Unabhangigkeit von
v1,..., U, nicht auf die Reihenfolge an, aber man sollte nicht von vornherein aus-

schliessen, dass unter den v; ein Element doppelt vorkommt; ferner spielt beim
spater definierten Begriff ,,Basis* die Reihenfolge sehr wohl eine Rolle.

Satz 7.1. Die \ektoren vy, ..., v, Sind genau dann linear unabhangig, wenn fur
jedes w € L(vy,...,v,) die Koeffizenten «;,...,a, in der Darstellung w =
vy + -+ - + a,v, endeutig bestimmt sind.
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Bewels. ,,<—=" Esist 0 = Ov; + --- + Ov,. Nach Voraussetzung sind die Koef-

fizienten in der Darstellung der O eindeutig bestimmt. Also sind vy, ..., v, linear
unabhéngig.
= "Selw € L(vy,...,v,), w =0y + -+ ayv, = PB1v; + -+ + Brv,.
Wir missen zeigen: o; = B; furi = 1,...,n. Nun ist aber
O=w-—w= (a1 —Bvi + -+ (& — Bu)Vs.
Da vy, ..., v, linear unabhangig sind, musso; — B; = 0 firi = 1,...,n gelten.
O
Man nennt die Darstellung 0 = Ov; + --- 4 Ov,, die triviale Darstellung der O.
Wir konnen obige Definition dann auch so fassen: vy, ..., v, sind linear abhéngig,
wenn 0 eine nichttriviale Linearkombination von vy, ..., v, ist; sie sind linear un-
abhangig, wenn sich 0 nur auf triviale Weise als Linearkombination von vy, ..., v,

darstellen I&sst.

Dass die Vektoren wy, w,, wz € K? linear abhangig sind, ist kein Zufall, wie
wir gleich sehen werden. Zundchst beweisen wir einen Satz (ber lineare Glei-
chungssysteme. Ein lineares Gleichungssystem

Xy + oo+ apx, = P
o1 X1 + o+ OypXy = ﬂm

a;j, Bi € K, heilt homogen, wenn 8, = --- = B,, = 0. Es ist Klar, dass jedes
homogene lineare Gleichungssystem mindestens eine LOsung besitzt, ndmlich die
triviale Losung x; = --- = x,, = 0. Flr gewisse homogene lineare Gleichungssy-
steme ist aber von vornherein klar, dass sie auch eine nichttriviale Losung besitzen:

Satz 7.2. S8 K ein Korper. Dann hat jedes homogene lineare Gleichungssystem
tber K mit mehr Unbestimmten als Gleichungen eine nichttriviale Losung.

Beweis. Sei n die Zahl der Gleichungen. Wir beweisen den Satz durch Induktion
uber n. Es geniigt offensichtlich, den Fall von n 4+ 1 Unbestimmten zu behandeln.
Man beachte, dass der folgende Induktionsbeweis ein effektives Verfahren zur Be-
stimmung einer nichttrivialen Lésung enthalt.

Im Fall » = 1 haben wir die Gleichung

anx; +opxy =0

zu betrachten. Wenn «;; = 0 ist, wahlen wir x; = 1, x, = 0, sonst x; = o2,
Xy = —0U1].

Fir den Induktionsschluss sei n > 1. Wenn alle «;; = 0 sind, kdnnen wir
X1, ..., Xs41 beliebig wahlen, speziell # 0. Im anderen Fall existiert ein «;; # 0.

Da es auf die Reihenfolge der Gleichungen und der Unbestimmten nicht ankommt,
durfen wir annehmen: «;; # 0.
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Wir ziehen nun das «;; /a11-fache der ersten Gleichung von der i -ten Gleichung

ab,i = 2,...,n, und erhalten so ein Gleichungssystem
anxy +apxy + o+ dp g1 Xper = 0
0 +apxy+- 4, 1 X1 =0

’ / _
0 + X2 +et Oy np1Xn+1 = 0,

das zum Ausgangssystem dquivalent ist: Beide Systeme haben die gleichen L&sun-
gen. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt das System

/ / J—
0y Xy + e+ 05, Xng =0

/ / _
anzxz + e —|— an,n+1x’1+1 - 0

eine nichttriviale Ldsung x,, ..., x, 1. Wir setzen dann
xXp = ——(apx2 + - + a1 Xnt1)
o1
und erhalten mit x4, ..., x,, die gesuchte Losung des Ausgangssystems. O

Als Anwendung von Satz 7.2 erhalten wir folgende fundamentale Aussage:

Satz 7.3. Sai V ein K-\Vektorraumund seien vy, ..., v, € V. Dann sind fur jedes
n > m dieElemente wy, ..., w, € L(vy,...,v,) linear abhangig.

Beweis. Nach Voraussetzung existieren Elemente «;; € K mit

m
wj:Zaijvi jzl,...,n.
i=l1
Wir betrachten das Gleichungssystem

anxy + -+ appx, =0

A X1+t appx, = 0.

Nach Satz 7.2 besitzt es eine nichttriviale Losung x, ..., x,. Fir diese ist

m m
X1w1+"'+xnwn=7€1§ ailvi+"‘+an QinV;

m m
= E (X101 + -+ XpQin) Vi = E 0-v; =0
i=1 i=1

eine nichttriviale Darstellung der 0 als Linearkombination von wy, ..., w,. O
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Nachdem wir einen Satz bewiesen haben, der die lineare Abhdngigkeit gewis-
ser Systeme wy,...,w, € V feststellt, wollen wir umgekehrt auch einen Satz
beweisen, der besagt, dass andere Systeme von Vektoren mit Sicherheit linear un-
abhangig sind.

Satz7.4. V sal ein K-Vektorraumund vy, ..., v, € V seien Vektoren, fur diegilt:
L(y,...,v,) # L(V1,...,0i_1,Vi11,...,0y) furi =1,...,n.
Dannsind vy, ..., v, linear unabhangig.

Beweis. Wir nehmen an, es gibt eine nichttriviale Darstellung
vy + -+ ayv, = 0.

Sei etwa «; # 0. Dann ist

vi = ——(av1 + 0+ 0o1Vio1 + Q1 Vigr o+ Un)
1
Linearkombination von vy, ..., v;_1, vi11,..., v,. ES folgt
L(U],. e Vi1, V54150 ,Un) = L(U], Ce ,Un),

denn in jeder Linearkombination von vy, ..., v, kdnnen wir ja v; durch seine obige
Darstellung ersetzen. O

Wenn die Voraussetzung von Satz 7.4 fiur vy,...,v, erfillt ist, nennt man
vi,...,V0, ein mnimales Erzeugendensystem von L(vy,...,v,). Ein linear un-

abhéngiges Erzeugendensystem nennt man eine Basis:

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Ein linear unabhdngiges Erzeugendensy-
stem vy, ..., v, von V nennt man eine Basisvon V.

Es ist klar, dass die Elemente einer Basis vy, . . ., v, paarweise verschieden sind
(d.h.v; # v; flri # j); dennoch dirfen wir Basen nicht einfach als Teilmengen
auffassen. Fir viele Zwecke ist es wichtig, die Reihenfolge der v; zu beachten. Fir
uns sind

e, e und €, €1
zwei verschiedene Basen von K?2.

Der folgende Satz besagt, daR jeder endlich erzeugte K-\Vektorraum V' eine
Basis besitzt und dass jede Basis von V' die gleiche Anzahl von Elementen besitzt.
Man kann ihn mit Fug und Recht den Hauptsatz der linearen Algebra nennen:

Satz 7.5. Sa V ein K-\Vektorraum, der Elemente vq,...,v, mit V = L(vy,...,
v,) besitzt. Dann gilt:
(@) V besitzt eineBasisv;, ..., v;,, d.h. wir kdnnenaus vy, ..., v, ene Basis
von V' auswahlen.
(b) Jede Basisvon V' hat m Elemente.
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Satz 7.5 gilt auch fiir beliebige K-Vektorraume, wenn man den Begriff ,,Basis*
geeignet erweitert.
Beweisvon Satz 7.5. Wir beweisen zunéchst (a) durch Induktion tber n.
ImFalln = 0ist V = L(0), und @ ist nach Definition linear unabhéngig.
Sein > 0. Falls

V =L(,...,v,) # L(vy,...,0_1,0i41,...,0,) Ffur i=1,...,n,

istvy,..., v, nach Satz 7.4 linear unabhéangig. Damit haben wir in diesem Fall eine
Basis gefunden.

FallsV = L(vy,...,v;_1,vi41,...,V,) flrein i, besitzt V' das Erzeugenden-
system vy, ..., v;_1,V;i11,..., Uy, auf das wir die Induktionsvoraussetzung anwen-
den konnen.

(b) Sei uy,...,u, eine weitere Basis. Dann ist

L(ui,...,up) =V = L(vy,...,0i,).
Ware p < m, so waren v;,,...,v;, hach Satz 7.3 linear abhédngig, und genauso
kann auch p > m nicht gelten. O

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum mit einem endlichen Erzeugendensystem
(v1,...,v,). Dann nennen wir die Anzahl der Elemente einer Basis von V' die
Dimensionvon V.

Diese Definition ist sinnvoll, denn erstens besitzt V' eine Basis, und zweitens
haben alle Basen die gleiche Anzahl von Elementen. Im Folgenden nennen wir
endlich erzeugte Vektorrdume V' endlichdimensional oder schreiben dim V' < oo.

Beispiele. (@) dim K" = n: klar, denn ey, ..., e, ist eine Basis. Wir nennen
sie die kanonische oder nattrliche Basisvon K”.

(b) dim{0} = 0: klar, denn @ ist eine Basis.

(c) Der Polynomring K[X] ist nicht endlichdimensional: Eine Linearkombi-
nation oy f1 + - + a, f, von fi,..., f, € V besitzt hochstens den Grad
max{grad f; : i = 1,...,n} (wobei wir in diesem Fall grad(0) = —1 set-
zen). Dieses Beispiel zeigt, dass nicht jeder ,nattirliche* Vektorraum end-
lichdimensional ist.

(d) Der Erweiterungskorper C von R hat als R-Vektorraum die Dimension 2,
denn 1, i ist eine Basis von C lber R. Also dimg C = 2. Dagegen ist

dimc C=1.
Jeden C-Vektorraum V' konnen wir auch als R-Vektorraum betrachten.
Ist vy,...,v, eine Basis von V Uber C, so ist vy,ivy,...,v,,iv, offen-

sichtlich eine Basis von V' Uber R . (Der Horer moge dies genau prifen.)
Daher gilt dimg V = 2dim¢ V.

(e) Als Q-Vektorraum besitzt R unendliche Dimension. Es gibt namlich tran-
szendente Zahlen wie e oder rr: Eine Zahl heif3t x transzendent, wenn ihre
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Potenzen linear unabhangig tber Q sind, also keine Gleichung a,, x" +- - -+
a1x + ag = 0 mit rationalen Koeffizienten a; existiert, in der mindestens
eina; # 0 ist.

Haufig muss man die Dimension des von den \ektoren vy,...,v,, € K" er-
zeugten Untervektorraums bestimmen. Daflir gibt es systematische Verfahren, die
wir in Abschnitt 8 kennenlernen werden.

Im folgenden Satz geben wir verschiedene Charakterisierungen von Basen an.

Dabei ist vy, ..., v, maximal linear unabhangig in v/, wenn fir jedes w € V die
Familie vy, ..., v,, w linear abhangig ist.
Satz 7.6. V sal ein K-\Vektorraum, vy, ..., v, € V. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

@) vi,...,v, isteineBasisvon V.

(b) vy, ..., v, ist ein minimales Erzeugendensystemvon 1.

©) vy,...,v, ist maximal linear unabhangigin V.

Bewels. Eine Basis besitzt die in (b) und (c) behaupteten Eigenschaften: Sie ist ein
Erzeugendensystem nach Definition und minimal, weil eine Gleichung

Vi = QU1 + 0+ 0V + Qi1 Vig1 o 0 Uy

gegen die lineare Unabhangigkeit verstoen wiirde. Sie ist linear unabhéngig nach
Definition und maximal, weil es zu jedem w € V' eine Darstellung

w=uov; + -+ a,v,

gibt: vy, ..., v,, w sind linear abhdngig. Ein minimales Erzeugendensystem ist li-
near unabhéngig nach Satz 7.4 und damit eine Basis.
Seinunwvy,..., v, maximal linear unabhangig. Fir jedes w € V hat man daher

eine nichttriviale Darstellung
0=oav+ -+ a,v, + Pw.

Waére 8 = 0, so ware vy, ..., v, linear abhéngig. Also mul? 8 # 0 sein, und wir
erhalten
o] oy
w = _F v+ -+ _F v, € L(vy,...,v,).
Somitist vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V und damit eine Basis. O

Fir konkrete Anwendungen ist folgender Satz manchmal nitzlich:
Satz 7.7. Sa V ein K-\Vektorraum mit dimV = n < oo. FUr vy,...,v,, € V
betrachten wir folgende Eigenschaften:

@) m =n,

(b) vy,..., v, erzeugt V,

(c) vi,...,v, istlinear unabhangig.
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Wenn zwel dieser Eigenschaften erfullt sind, gilt auch die dritte.

Beweis. (b), (¢c) = (a): siehe Satz 7.5.
(@), (b) = (c): In diesem Fall ergibt sich aus Satz 7.5 die Existenz einer Basis

Vips .-, Uiy Wegen m = dim V muss p = m sein.
@), (c) = (b): Furalle w € Vistvy,...,v,,w nach Satz 7.3 linear abhangig.
Alsoist vy, ..., v, eine Basis gemal Satz 7.6. O

Eine hdufig benutzte Verallgemeinerung von Satz 7.5(a) ist der Basisergan-
zungssatz.

Satz 7.8. V sal ein \iektorraum, der von wy, . . ., w,, erzeugt wird. Seienvy, ..., v,
€ V linear unabhangig. Dann existieren iy,...,i,, p = dimV — n, fur die
Uls e vy Uy Wips v e s Wi, eine Basisvon IV bilden.

Bewels. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion tber p. Im Falle p = 0O ist
v1,..., Uy, bereits eine Basis gemaR Satz 7.7. Sei p > 0. Dannist L(vy,...,v,) #
V', und es existiert ein j mitw; & L(vy,...,v,). Damitsind vy, ..., v,, w; linear
unabhéngig, wie sofort zu tberpriifen, so dass wir die Induktionsvoraussetzung auf
V] = V..., VU, = Uy, v, ; = w; anwenden kdnnen. O

Wir wenden uns nun Untervektorraumen endlichdimensionaler Vektorraume
zZu.

Satz 7.9. V sa ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U ein Untervektor-
raumvon V. Dannist auch U endlichdimensional. Esgilt dimU < dim V. Genau
dannissdimU =dimV,wennU = V.

Beweis. Sei
m = max{p : esexistieren linear unabhangige u,...,u, € U}.

Da p <dimV,wennu;,...,u, € U C V linear unabhangig, ist m eine wohlde-
finierte natdirliche Zahl < dim V. Seien nun wy, ..., w, € U linear unabhéngig.
Dann sind wy, ..., w, maximal linear unabhéngig in U und somit nach Satz 7.6
eine Basis von U . Es folgtm = dim U .

Dass m < dim V, haben wir bereits festgestellt, und dass U = V ausdimU =
dim V folgt, ist Teil von Satz 7.7: Im Falle m = dim V gelten (a) und (c) von Satz
7.7. O

H&ufig wendet man Satz 7.9 in folgender Situation an: U,, U, sind Untervek-
torraume eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V. Man weil3, dass U, C U,
und dimU; = dimU,. Dann folgt U; = U,, indem man Satz 7.9 zuerst mit
U = U, anwendet (U, ist endlichdimensional) und dann mit V. = U,, U = U;.
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Satz 7.9 bringt unsere geometrische Vorstellung zum Ausdruck, dass die ,,Un-
terrdume™ eines ,,Raums® nach ihrer Dimension gestuft sind: Punkte, Geraden,
Ebenen, ..., der gesamte Raum.

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir noch eine wichtige Dimensi-
onsformel:

Satz 7.10. Seien U;, U, Untervektorraume e nes endlichdimensionalen K -Vektor-
raums V. Dann ist

dim(U1 + Uz) =dimU; +dimU, — dlm(U1 N Uz)

Beweis. Sei u,...,u, eine Basis von U; N U,. Wir erganzen sie gemaf Satz 7.8
zum einen durch vy, ..., v, zu einer Basis ui,...,uy, vi,...,v, von U, zum
anderen durch wy, ..., w, zueiner Basis uy, ..., u,, wy,...,w, von U,.

Die Behauptung folgt, wenn wir gezeigt haben, dal3

ul,...,up, Uly «eey Uiy, W1yeo oy, Wy
eine Basis von U; + U, ist.

Sei W = L(uy,...,up,vi,..., 0, Wwi,...,w,). Danngilt Uy Cc W, U, C W,
mithin U; + U, C W. Umgekehrt gilt u;, v;, wy € U, 4+ U, firalle i, j, k, und
damitist W C U, + U,, so dass insgesamt W = U; + U, folgt. Diese Gleichung
besagt gerade, dass uy, ..., up,, Vi, ..., Uy, Wi, ..., w, €in Erzeugendensystem von
U, + U, ist.

Sei nun

gy + -+ apup + frvg + -+ Buom + 1w + - + yuw, = 0.
Dann gilt fir z = Byvy + -+ + Bvm € Uy

zZ= ﬂlvl +"'+ﬂmvm = _(alul +"‘+apup)_()/lwl ‘|‘"“|‘Vnwn)v

also z € U; N U,. Somit existieren oy, . . . ,oz; mit z = aju; +---+a;up, und wir
erhalten

0=z—z=0au+- - +ou,—pivr—-— Buon.
Dauy,...,u,, Uiy s Um linear unabhangig sind, folgt o} = -+ = o, = f =
coo =B, = 0,speziell z = 0, und dann ety = -+ =y, =y = -+ =y, = 0,
weil auch uy, ..., u,, wi, ..., w, linear unabhédngig sind. O
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Elimination

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Probleme rechnerisch 16sen, namlich

1. die Bestimmung der Dimension eines Untervektorraums des K" und

2. die Bestimmung der Losungen eines linearen Gleichungssystems.
Zur Losung dieser Aufgaben verwenden wir das Gauf3sche Eliminationsverfahren.
Dies erklart die Benennung dieses Abschnitts.

1. Dimension von Untervektorraumen. Sei K ein Korper und seien Elemente
v1i,..., U, des K" gegeben,
v; = ((X,‘],...,Oé,‘n), i € K.

Zu bestimmen istdim L(vy, ..., v,). Dieses Problem 16st man, indem man vy, ...,
v, SO ,,umformt*, dass man am Ergebnis der Umformung die Dimension ablesen
kann. Wir lassen folgende Umformungsschritte zu:

(E) (Elementare Umformung)] Man ersetzt vy, ..., v, durch
Ui,.. s Vi1,V + 0V, Vjy1s.nn, U,

wobeia € Kundi # j.
(M) (Multiplikation mit « # 0) Man ersetzt vy, ..., v, durch

Uy oo ey U1, AV, Vi ]y e v vy Upgy
wobei o € K und o # 0.
(V) (Vertauschung) Man ersetzt vy, ..., v, durch
Uly oo s Vie 15 V5 Vil e oo s Vi1, Uiy Uil v v vy Upge
Satz 8.1. DieVektoren wy, ..., w,, mbdgen durch eine Kette von Umfor mungen der

Typen (E), (M), (V) aus vy, ..., v, hervorgehen. Dannist
L(wy,...,wy) = L(vy,...,v,).

Bewels. Es geniigt, den Fall zu betrachten, in dem wy, ..., w,, durch einen einzi-
gen Umformungsschritt aus vy, ..., v,, hervorgehen:
(V) Hier werden v; und v; nur vertauscht, was am erzeugten Unterraum nichts
andert.

(M) Hier wird v; durch av; ersetzt, « # 0, und ebenso offensichtlich wie bei
(V) andert sich der erzeugte Unterraum nicht.
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(E) Sei w = v; + av;. Dann gilt

L(vl,...,vj_l,w,ij,...,vm) C L(U],...,Um)
weil w € L(vy,...,v,). Ungekehrt ist aber auch
Vi =w—av; € L(i,...,0_1,W,Vj41,...,Un);

beachte: i # j! Also

L(i,...,vp) C LMW1, ...,0j_1, W, Vj41,...,Up). O
Zum praktischen Rechnen ist es zweckmalig, die vy, ..., v, in ein rechteckiges
Schema einzutragen:
o1 0 Oqp
A=
Om1  Omn

Ein solches Schema von «;; € K nennen wir eine m x n-Matrix (liber K). Die Um-
formungen der Typen (V), (M), (E) nennen wir dann einfach Zeilenumformungen
von A. Die Elemente

Ul':(O(l‘],...,Oé,‘n)EKn
sind natiirlich die Zeilenvektoren von A, und L(v4,...,v,) nennen wir den Zei-
lenraumvon A.
Satz 8.2. (@) S8 A einem x n-Matrix Uber K. Dann konnen wir durch Zei-
lenumformungen eine Matrix der Gestalt
S1 52 53 Sr
\ \ \ \
(0 0 1 x x 0 % * 0 -+ 0 =% *\
0 00O 01 x -+ % 0 -+ 0
0 000 oo o0 ---01---0
A = :
r- 10000 --00 0 00 0 ce X
0o --- e 0
K() ())

bilden. (Dabei steht * fir ein beliebiges Element aus K.)
(b) Ist A die aus den Zellenvektoren vy, ..., v,, € K" gebildete Matrix, so gilt

dimL(vy,...,v,) =T.

Die ersten r Zeilenvektoren von A’ sind eéine Basisvon L(vy, ..., v,).
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Beweis. (a) Wir gehen ,,spaltenweise” vor, wobei wir darauf achten, dass keine der
vorderen Spalten, die bereits die gewiinschte Endgestalt hat, wieder zerstort wird.
Sei durch Zeilenumformungen eine Matrix der Gestalt

AS| $2 St u
N } } 3
0 - o 0 Bryra 0 Braia
\o v 0] B e ,an)
gewonnen.
1. Fall: B;414 = -+ = Bmy = 0. Dann ist auch schon die u-te Spalte in der

Endform, und wir kdnnen eine Spalte nach rechts riicken.

2. Fall: Es existiert ein j mit b;,, # 0. Durch eine Vertauschung erreichen wir,
dass Bi+1. # 0, und durch Multiplikation mit 1/8,41,, daB B;+1, = 1. Nun
wenden wir Schritte des Typs (E) an, um die u-te Spalte oberhalb und unterhalb
der (r + 1)-ten Zeile ,,auszuputzen®. Da in den ersten u — 1 Feldern dieser Zeile

nur 0 steht, werden die Spalten 1, ..., u — 1 nicht veréndert.
(b) Die ersten r Zeilen wy, ..., w, der Matrix A" erzeugen nach 8.1 den Unter-
vektorraum L(vq,...,v,) und sie sind tberdies linear unabhangig:

cw;+ - +a,w, =0

impliziert o; - 1 = 0 in der Komponente s; und damite; = 0flri =1,...,r. O
Beispiel. K = R (oder Q oder C), n = 4, m = 4.
v 1 2 5 —1 125 —1
v 2 3 8 2 012 -4
v; 34 11 0 000 1
v 4 5 14 1 000 O
2 5 -1 w, 101 0
0 -1 -2 4 wy, 01 2 0
0 -2 -4 3 wy 00 0 1
1 2 5 -1
O 1 2 —4
0O 0 0 -5
O 0 0 -7
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Also ist wy, w,, ws eine Basis von L(vy,...,vs), dim L(vy,...,v4) = 3.
2. Lineare Gleichungssysteme Ein lineares Gleichungssystem hat die Form

apx; + -4 apx, = B

U1 X] + 0+ Uy Xy = ﬁm
Die Losungen (xi, ..., x,) bilden eine Teilmenge S des K”". In diesem Teil des
Abschnitts wollen wir sowohl qualitative Aussagen tber S gewinnen als auch eine
Methode zur expliziten Bestimmung von S angeben. Wir fassen die Koeffizienten
a;j zur Matrix

o1 0 Oy
A=
Om1 = Omn
zusammen. Die Spalten dieser Matrix sind ,,vertikal“ geschriebene Elemente des
K™ die wir mitv', ..., v" bezeichnen, ebenso die rechte Seite
B
b= :
Jo

Die bisher eingefiihrten Bezeichnungen behalten wir der Einfachheit halber bei.
Wir schreiben das obige Gleichungssystem dann kurz in der Form (A4, b). Eine
triviale Feststellung: Es gilt S # @ fir die Losungsmenge S genau dann, wenn

b e L@',...,v"), dquivalent, wenn L(v',...,v") = L(v!,...,v",b).
Definition. Der Rangvon A4 istdim L(v', ..., v").
Sei (A | b) die ,erweiterte” Matrix des Gleichungssystems (A, b), d.h.
(22D IR 0 4 V7! ,31
(A]b) = P
Ui+ Qun Pu

Nach 7.9 heiRth € L(v',...,v") gerade, dassdim L(v',...,v") =dimL(v',...,
v", b). Also gilt:

Satz 8.3. Das lineare Gleichungssystem (A, b) besitzt genau dann eine Losung,
wenn
rang(A | b) = rang A.

Da wir die Dimension eines Untervektorraums von K™ mit der im ersten Teil
beschriebenen Methode bestimmen kdnnen, kdnnen wir jetzt prinzipiell entschei-
den, ob (A, b) losbar ist. Da wir aber auch an der Bestimmung der Ldsungen in-
teressiert sind, ware ein solches Vorgehen unzweckmafiig. Wir beweisen zundchst
noch einige qualitative Aussagen.
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Satz 8.4. Die Menge S der Losungen eines homogenen linearen Gleichungssy-
stems (A, 0) ist ein Untervektorraumdes K”. Esgilt dimS = n —rang A.

Beweis. Es ist S # @, weil (A4,0) die triviale Losung 0 € K" besitzt. Wenn
si=(E,....&), 5= (1,....n,) € S,s0istauch

E+n)v 4+ E )" =0, (@ED' + o+ (@E V" =0,

und damit s; + 55, as; € S.

Zum Beweis der Dimensionsaussage dirfen wir (aus schreibtechnischen Griin-
den) annehmen, dass die ersten r = rang A Spalten von A linear unabhéngig sind.
Andernfalls vertauschen wir die Spalten; dies dndert zwar S, aber nicht die Dimen-
sion von S, wie man sich leicht tiberlegt. Es gibt dann also eindeutig bestimmte
Bji € K, sodal

.
v = E Bjiv’, i=r+1,...,n.
J=1

Dann sind
wl = (_ﬂ]r—l-l? ceey _ﬂr,r—l—ly 1707 ECY 70)7
Wy—r = (_ﬂll’ly ey _ﬂrns Ov IR Ov 1)
eine Basis von S Fir beliebiges s = (&1,...,&,) ist
S_Er—le _"'_Enwn—r - (nl,---,nr,ow--o)

eine Losung von (4, 0) also niv! + -+ 4+ n,v" = 0. Weil v!,...,v" linear un-
abhangig sind, folgt n; = --- = n, = 0, und damits € L(wy,...,w,_,). Die
lineare Unabhéngigkeit von wy, ..., w,_, ist klar. O

Die Losungsmenge eines inhomogenen Systems (A4, b) mit b # 0 ist niemals
ein Untervektorraum, besitzt aber eine ahnlich einfache Struktur:

Satz 8.5. S § eine Losung des Gleichungssystems (A4, b) und S, die Losungsmen-
ge des Systems (A4, 0). Dann ist

5§+ So =15+ 50:50 € So}
die Losungsmenge von (A, b).
Beweis. Sei S die Losungsmenge von (A4, b), § = (&1,...,&,). Dann gilt flr 5o =
(771,...,77,1) € S():

Er+ v 4+ 4 E )V = El A+ £V F (ot 4+ ™)
—bh+0=bh.
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Also ist § + 59 € S, insgesamt § + Sy C S. Sei umgekehrt s € S beliebig,
s = (C1,...,¢,). Dann ist

G =&+ + G- =b—b=0,
so dasss —§ € S, oder
s=85+s mit soe€8y also ses+ S
insgesamt S C 5 + So. O

Satz 8.5 rechtfertigt es, auch im Falle eines inhomogenen Gleichungssystems
vom Losungsraum zu sprechen. Dieser Begriff ist besser als der der Losungsmen-
ge, weil er impliziert, dass die Losungsmenge eine Struktur trégt.

Wenn die Matrix A eines Gleichungssystems (A, b) die Form von Satz 8.2
hat, kdnnen wir den Ldsungsraum leicht angeben. Der bequemeren Schreibweise

wegen nehmen wir im folgenden Satz an, die Spalten sy, ..., s, seien die Spalten
1,...,r.
Satz 8.6. Daslineare Gleichungssystem (A, b) liege in folgender Form vor:
(1 0 - O|ayqr = o] B )
0 . .. . . .
T (A : :
0 --- 0 1lawysr ==+ am| Br
IBH—I
0 :
\ b )
(a) Esbesitzt genau dann eine Losung, wenn 8,1 = --- = B,, = 0.

(b) IndiesemFall ists = (B1,...,8,,0,...,0) eine Losung.
(c) Die Vektoren

uy = (_alr+ly---y_arr+1, 1, 0,,0)

Up—r = (_aln, coey —0pp, 0, s 0, 0, 1)
sind elne Basis des Losungsraums des homogenen Systems (A, 0).

Beweis. (a), (b): Wenn eine der Zahlen B, .1,...,B, # 0 ist, besitzt das Glei-

chungssystem offensichtlich keine Losung. Wenn aber 8,1 = --- = B, = 0, so
ist § genauso offensichtlich eine Ldsung.
(c): Durch Einsetzen sehen wir sofort, dass u,...,u,_, wirklich Lésungen

von (A, 0) sind. Ebenso Klar ist, dass diese Vektoren linear unabhéngig sind. Sei
z = (&1,...,&,) eine LOsung von (A, 0). Dann ist auch

=z —&qu—-—Eup, = (§,...,§.,0,...,0)
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eine Losung. Wieder sehen wir durch Einsetzen, dass £ = --- = & = 0 sein
muss, mithin

Z :Er—Hul +"'+Enun—r~ l

Wir kdnnen den Losungsraum S des Systems in 8.6 auch so beschreiben
S = {E—i— UL+ T Upy—y DTy Tyey € K}.

Eine solche Darstellung nennt man Parameterdarstellung (74, ..., 7,—, sind die
Parameter).

Um Satz 8.6 anwenden zu konnen, missen wir natirlich ein gegebenes Glei-
chungssystem erst einmal in die Form von 8.6 bringen, ohne dabei den Ldsungs-
raum zu verandern.

Satz 8.7. Das lineare Gleichungssystem (A4’, b") gehe durch Anwendung der Um-
formungen (E), (M), (V) auf die erweiterte Matrix (A | b) von (A, b) aus diesem
hervor. Dann besitzen (A, ») und (A’, b") den gleichen Losungsraum.

Die Uberlegung, die 8.7 beweist, ist die gleiche wie bei 8.1: Jede Gleichung, die
in (A, b") vorkommt, ist Linearkombination von Gleichungen des Systems (4, b)
und umgekehrt.

Um genau die Gestalt von 8.6 zu erreichen, missen wir i.a. auf der ‘linken’
Seite auch noch Spaltenvertauschungen vornehmen; diese laufen nur auf eine an-
dere Reihenfolge der Unbekannten hinaus und sind bei der endgiiltigen Angabe
der Losungen nattrlich wieder riickgangig zu machen.

Beispiel.

X1 — X2 —+ X3 —+ X5 = —

X1 — X2+ 2x3+ 6x4 + 8x5 =
2x1+ X2 + x3+ 14x4 + 18x5 =
3x1 + 2x3 + 14x4 + 19x5 =
2XxX1 + X7 + 8x4 + 1lx5 =

—_—— N O =

Schematische Form:
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1 -1 1 0 1]-1 I -1 1 0 1|-1
1 14 16| 4
1 -1 2 6 8| 0 0 1 -3 5 F| 3
2 1 1 14 18] 2 O 0 1 6 7| 1
3 0 21419, 1 0 O O O 0] O
2 1 0 8 11] 1 0 0 -1 —6 —7|—1
1 -1 1 0 1]-1 1 -1 0 —6 —6|-2
0 0 1 6 7|1 o 1 o0 % F| 3
0 3 —1 14 16| 4 o o0 1 6 7| 1
0 3 -1 14 16| 4 100§§_%
0 3 -2 8 9| 3 20 23| 5
o 1 0 5 F| 3
O 0 1 6 7| 1
Ergebnis: Mit
. 15
s = (——,—,1,0,0)
33
2 20
u, = __’__’_6’1’0
373
5 23
Uy = (__7 T4 _77 07 1)
3
ist

S ={5§+nu + nuy : 1,1, € R}.

Sei (A, b) ein lineares Gleichungssystem. Wenn es eine Ldsung besitzt, so
héngt die Eindeutigkeit der Losung nicht von b ab, sondern nur von A: Ist (A4, b)
losbar, so ist (A, b) genau dann eindeutig l6sbar, wenn rang A = n.

Als Folgerung aus den vorangegangenen Satzen formulieren wir noch folgende
Aussage Uber die Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen von (A4, b) in Abhan-
gigkeit von A:

Satz 8.8. A sal einem x n-Matrix Uber K.

(a) Genau dann besitzt (A, b) fur jedesbh € K™ mindestens elne Losung, wenn
rang A = m.

(b) Genau dann besitzt (A4, b) fur jedesbh € K™ hochstens eine Losung, wenn
rang A = n.

(c) Genau dannist (A, b) fur jedesbh € K™ eindeutig |osbar, wennrang A =
m = n.

Beweis. (a) Dass (A4, b) fiir jedes b € K™ loshar ist, bedeutet nach der Diskussion
vor 8.3, dass L(v!,...,v") = K™. Dies ist dquivalent zu dim L(v',...,v") = m
(val. 7.9).
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(b) Dass (A, b) fir irgendein b € K™ hochstens eine Losung besitzt, heifl3t nach
8.4 und 8.5: rang A = n.
(c) Dies ergibt sich durch Koppelung von (a) und (b). O

Im Fall m = n nennen wir eine m x n-Matrix A n-reihig quadratisch. Der
Fall einer quadratischen n-reihigen Matrix des Ranges »n ist sicherlich fur viele
Anwendungen der wichtigste.

Mit einer mxn-Matrix A sind natirlicherweise zwei Vektorraume verknupft: (i)
L(vy,...,v,) erzeugt von den Zeilenvektoren, (ii) L(v', ..., v") erzeugt von den
Spaltenvektoren. Wir haben dim L(v', ..., v") den Rang von A4 genannt, hingegen
L(vy,...,v,) keinen besonderen Namen gegeben. Dies ist auch tberflissig, denn
es gilt:

Satz 8.9. A sei einem x n-Matrix Uber dem Korper K mit den Zeilen vy, ..., v,
und den Spalten v!, ..., v". Dannist

dimL(vy,...,v,) =dimL(v', ..., v") = rang 4.

Beweis. Sei S der Losungsraum des homogenen Systems (A4, 0). Dannistdim § =
n —rang A gemall 8.4. Andererseits konnen wir nach Satz 8.7 das Gleichungs-
system in die in Satz 8.6 angegebene Form bringen, ohne S zu veréndern. Bei
der Umformung haben wir nur elementare Zeilenumformungen und Spaltenver-
tauschungen benutzt, so dass sich gemaR Satz 8.2 die Dimension des von den Zei-
len erzeugten Unterraums nicht dndert (nicht einmal der Unterraum selbst, wenn
man von Spaltenvertauschungen absieht). Satz 8.6 zeigt nun direkt, dass dim S =
n—dimL(vy,...,v,) gilt O

Wenn wir die Bezeichnungen ,,Zeilenrang” und ,,Spaltenrang® in naheliegender
Weise vergeben hétten, konnten wir 8.9 auch kurz als ,,Zeilenrang = Spaltenrang*
formulieren.
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Homomor phismen

Zu den wesentlichen Bausteinen vieler mathematischer Theorien gehdren eine
Klasse von Objekten — im Fall der linearen Algebra sind dies die Vektorrdume —
und eine Klasse von Abbildungen, die die den Objekten innewohnenden Strukturen
respektieren. In der Algebra werden solche Abbildungen in der Regel Homomor-
phismen genannt.

Definition. Sei K ein Korper, und seien V, W K-Vektorraume. Eine Abbildung
. V. — W heidt ein Homomor phismus von K-Vektorraumen oder kurz linear,
wenn gilt:

ou+v) =)+ p) fur alle u,v € V,
oloau) = ap(u) furalleu € V,a € K.

Triviale Beispiele linearer Abbildungen sind offenbar id,, und die Nullabbil-
dung ¢: V — {0}, ¢(v) = 0 fir alle v € V. Durch Induktion zeigt man leicht,
dass fir eine lineare Abbildung ¢: V' — W, Vektoren vy, ..., v, € V und Koeffi-
zienten aq,...,a, € K gilt

¢(alvl + e O[nvn) = al@(vl) + e anw(vn)-

Ebenso leicht sieht man, dass ¢(0) = 0 ist.

Implizit sind bisher schon viele nichttriviale lineare Abbildungen benutzt wor-
den. Insbesondere kann das Bilden von Linearkombinationen als lineare Abbil-
dung interpretiert werden: Sei V= K", W ein beliebiger K-Vektorraum, und
seien wy,...,w, € W. Dann ist die Abbildung

o K"'—>W, o(ay,...,a,) = qw; + -+ + o, wy,

eine lineare Abbildung.

Wenn nun wy, ..., w, eine Basis von W ist, dann ist ¢ surjektiv, weil wy, ...,
w, den Vektorraum W erzeugen: zu jedem w € W existieren ay, ..., o, Mitw =
aywy + --- + a,w,, und folglich ist («q, ..., ;) ein Urbild von w. Die lineare
Abbildung ¢ ist aber auch injektiv: Weil wy, ..., w, linear unabhédngig sind, sind
die Koeffizienten «y, . . ., «, in einer Darstellung von w eindeutig bestimmt. Daher
hat w hochstens ein Urbild.
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Definition. V, W seien K-Vektorraume. Eine bijektive lineare Abbildung ¢ heif3t
| somor phismus (von K -Vektorrdumen). Wenn es einen Isomorphismus ¢: V. — W
gibt, nennt man V und W isomorph.

Das Wort ,.isomorph* bedeutet ,,von gleicher Gestalt“ und dies vermittelt sehr
genau die mathematische Bedeutung dieses Begriffs: Isomorphe Vektorraume be-
sitzten die gleiche Struktur. Jede Aussage der linearen Algebra, die fir V' gilt,
gilt auch fur jeden zu V' isomorphen Vektorraum W und umgekehrt: man ,trans-
portiert* sie mittels eines Isomorphismus ¢ von V nach W, ebenso wie ¢!,
das sich auch als Isomorphismus erweist, die ,lineare Struktur“ von W nach V
Ubertragt. Isomorphe Objekte einer algebraischen Theorie sind innerhalb dieser
Theorie gleichwertig. Sie kdnnen sich gegenseitig ersetzen, und hdufig braucht
man zwischen ihnen nicht zu unterscheiden.

Wir haben vor der Definition des Begriffs ,,Isomorphismus®* bereits bewiesen,
dass jeder n-dimensionale K-Vektorraum zu K" isomorph ist.

Satz 9.1. Jeder K-Vektorraumder Dimension n ist zu K" isomor ph.

Im Sinne der obigen Diskussion heif3t dies: Fir die Lineare Algebra haben alle
Vektorrdaume der Dimension n die gleiche Struktur.

Satz9.2. SeienU, V, W K-Vektorraume, o: U — V, . V — W lineare Abbil-
dungen.

(@) Dannistauchyr o : U — W linear.
(b) Wenn ¢ und v Isomor phismen sind, sind auch v o, ¢! und v~ Isomor-
phismen.

Beweis. (a) Man rechnet dies einfach aus: Fir u,v € U, o € K ergibt sich
(W op)u+v) =v(pl+v)) =¥(pw) + W) = ¥(em) + ¥(pw))
= (Y op)(u) + (¥ o) (v),

ebenso

(Vo )(av) = Y (p(av)) = Y(ap()) = ay(p)) = a(y o @) (v).
(b) Die Bijektivitdt von v o ¢, ¢! und ¢! ist klar. Damit ist ¥ o ¢ nach (a)
ein Isomorphismus. Die Linearitat von ¢! sieht man so: Firr v, v’ € V ist
o™ (v + ) =v+0" =0 (V) + e (V)
=97 (v) + o~ (V).

Anwendung von ¢~ ! auf diese Gleichung liefert o='(v +v') = ¢~ 1 (v) + @71 (V).
Ebenso ergibt sich ¢! (av) = ap~!(v). O

Lineare Abbildungen respektieren Untervektorraume:
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Satz 9.3. Sal ¢ V — W einelineare Abbildung. Dann ist fir jeden Untervektor-
raum U von V' die Bildmenge ¢(U) ein Untervektorraum von W. Umgekehrt ist
fur jeden Untervektorraum N von W die Urbildmenge ¢ ~'(N) ein Untervektor-
raumvon V.

Man rechnet dies direkt mittels der Definition des Begriffes ,,Untervektorraum®
nach.

\on besonderem Interesse bei einer linearen Abbildung ¢: V' — W sind die
Untervektorraume

Kerng = ¢~ 1(0) von V und
Bildgp = ¢(V) von W.

Nach Definition ist ¢ genau dann surjektiv, wenn Bild ¢ = W gilt. Die Injektivitat
kdnnen wir mittels des Kerns testen:

Satz9.4. Sai ¢: V. — W enelineare Abbildung von K-Vektorraumen.
(@) Furw = ¢((v),v € V, gilt
¢ '(w) = ¥ + Kern g.

(b) Insbesondereist ¢ genau dann injektiv, wenn Kern ¢ = {0}.

Beweis. (a) Sei vy € Kern¢. Dann ist
(U + vo) = @(V) + @(vo) = w + 0 = w.
Also ist v 4+ Kerng C ¢~ !(w). Umgekehrt ist fiir v € o~ (w)

p(v—0) =¢)—@@®) =w—-—w=0.

Dies zeigt: v = v + (v — v) € v + Kerng.

(b) Wenn ¢ injektiv ist, muss Kerng = 0 sein, denn andernfalls existiert ein
velV,v£0mitp() =0 = ¢0).

Wenn umgekehrt Kerng = {0} ist, ist fur jedes w € W die Urbildmenge
¢~ (w) gemaR (a) hochstens einelementig. Das heilt aber, ¢ ist injektiv. H

In Abschnitt 6 haben wir den Vektorraum Abb(M, W) der Abbildungen einer
beliebigen Menge M in einen Vektorraum W eingefiihrt. Wenn nun auch M =V
ein Vektorraum ist, konnen wir speziell die Teilmenge

Hom(V, W) = Homg(V, W)
der linearen Abbildungen von V nach W betrachten.

Satz 9.5. Seien V und W Vektorraume tber dem Korper K. Dannist Hom(V, W)
ein Untervektorraum von Abb(V, W).
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Beweis. Zunéchst ist Hom(V, W) nicht leer, denn die konstante Abbildung, die
jedem v € V das Bild 0 € W zuordnet, ist linear. Seien nun ¢; und ¢, €
Hom(V, W). Fir alle v, w gilt dann

(P1+ @)V +w) =1(v+w) + (v + w)
= @1(v) + @2(v) + ¢1(w) + @2(w)
= (1 + 92)(v) + (¢1 + ¥2)(w).
Dabei nutzen erste und dritte Gleichung die Definition der Addition in Abb(V, W),

die zweite die Linearitdt von ¢; und ¢, (und die Rechenregeln der Addition in
Vektorrdumen). Analog zeigt man, dass ¢; + ¢, die Gleichung (¢, + ¢2)(@v) =
a((¢1 + ¢2)(v)) erfillt,

Wir haben nun Be fir B € K und ¢ € Hom(V, W) zu betrachten. Die Glei-
chung (Be)(v + w) = (Be)(v) + (Be)(w) sieht man ebenfalls wie oben, aber
beim letzten Punkt ist Aufmerksamkeit geboten:

(Be)(av) = B(p(av)) = Blap(v)) = Bap(v) = afp(v) = a((Be)(v)).

Hier ist die Kommutativitat der Multiplikation in K entscheidend. (Ist diese nicht
gegeben, wird die Sache komplizierter, und man kommt nicht umhin, zwischen
Links- und Rechtsvektorrdumen zu unterscheiden.) O

Sei A eine m x n-Matrix Uber K, und b € K™. Wir wollen die im Zusammen-
hang mit dem linearen Gleichungssystem (A, b) gefundenen Begriffe und Aussa-
gen mit Hilfe des Begriffs ,lineare Abbildung“ beschreiben. Dazu betrachten wir
die lineare Abbildung ¢: K" — K™, die durch

Q.. E) = Evl 4

gegeben ist. Dabei bezeichnen v!, ..., v" wie Ublich die Spalten von 4. Dann gilt
offensichtlich:

(@) (A, b) besitzt eine Losung <= b € Bild ¢,

(b) x = (&,...,§,) isteine Losung <= o¢(x) = b,

(c) x isteine Losung von (4,0) <= ¢(x) =0 < x € Kerng;
(d) Satz 8.4 besagt:

dimKerng 4+ dimBild¢ = n.
Aussage (d) ist allgemein richtig:

Satz 9.6. Sa V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und W ein beliebiger
K-Vektorraum, ¢: V' — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

dimKerng 4+ dimBildp = dim V.

Beweis. Wir wahlen eine Basis u, ..., u, von Kern ¢, eine Basis wy, ..., w, von
Bild ¢, sowie Elemente vy,...,v, € V mit ¢(v;) = w;. ES genligt zu zeigen,
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dass uq,...,u,,vy,...,v, eine Basis von V ist. Sei v € V. Dann existieren
Bi.....B, € K mit

o) = Biwy + -+ Brw,.

Es folgt
o — (Brvr + -+ B,v) = 9(v) — (Brv1 + -+ + Brvy)
= (Brwi + -+ Brw,) — (Brwr + -+ + Brwy)
= 0.
Also existieren aq, ..., o, € K mit
v—(Brvr + -+ Brvp) = gy + o A Ul
so daf

v =auy + o+ Oy + Brvg £ -0+ By
Damit ist uy,...,u,,v1,...,v, ein Erzeugendensystem von V. Fir die lineare
Unabhéngigkeit wenden wir ¢ auf eine Gleichung

ary + oA Ut + frog + -+ fror =0
an und erhalten
Brp(vi) + -+ + Bro(v,) = 0.
Da wy,...,w, linear unabhéngig sind, folgt 8; = --- = B, = 0 und sodann
a; = ...a, = 0wegen der linearen Unabhangigkeit von uq, ..., u,,. O
Man nennt dim Bild ¢ auch den Rang von ¢ und schreibt
rang ¢ = dimBild ¢.

Wir wollen Satz 9.6 auf lineare Selbstabbildungen ¢: V' — V anwenden. Man
nennt diese Endomor phismen von VV'm und der Vektorraum der Endomorphismen
von V wird mit

End(V)
bezeichnet. Bijektive Endomorphismen nennt man Automorphismen. Die Auto-
morphismen eines Vektorraums bilden beztglich der Komposition von Abbildun-
gen offensichtlich eine Gruppe, die man mit

AutlV oder GL(V)
bezeichnet.
Satz9.7. V sal einendlichdimensionaler Viektorraum tiber K, ¢ ein Endomor phis-
mus von V. Dann sind folgende Eigenschaften von ¢ aquivalent:
(@) ¢ istinjektiv,
(b) ¢ ist surjektiv,
(c) ¢ ist ein Automor phismus.
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Beweis. Genau dann ist ¢ ein Automorphismus, wenn dimBild¢ = dim V' und
dimKerng = 0. Wegen Satz 9.6 impliziert jede dieser Gleichungen die jeweils
andere. O

Satz 9.7 ist ein Analogon zu folgender Aussage uber Selbstabbildungen f£:
M — M einer endlichen Menge M: f injektiv < f surjektiv <— f
bijektiv.

\on allen abstrakten Konstruktionen der linearen Algebra ist die der direkten
Summe die einfachste. Fir K-Vektorrdume V4, V; sei Vi @ V5 die Menge 1V} x V;
versehen mit den Operationen

(v1, v2) + (v}, v3) = (v1 + V], v2 + vy),
a(vy, v) = (@vy, avy),
v1,v] € Vi, 1,05 € Vo, @« € K. Es ist offensichtlich, daB V; & V, ein K-

Vektorraum ist. Im Falle dim Vi, dimV, < oo gilt auch dimV; & V> < oo und
zwar ist

dimV; & V>, = dim V; 4+ dim V5.
Wenn namlich vy, ..., v,, eine Basis von V; und wy, ..., w, eine Basis von V; ist,
soist (vy,0),..., (v, 0), (0, wy),..., (0, w,) eine Basis von V| & V5.
Zu einer direkten Summe V; @ V5 gehoren die natirlichen Einbettungen
V1= Ve, i1(v1) = (v1,0),
r: Vo= Vi® Vs, i2(v2) = (0,v2)

und die natirlichen Projektionen

T VeV, — 1, m(vy, v2) = vy,

Vi@V, >V, (v, v2) = va.

Diese Abbildungen sind linear. Die Einbettungen sind injektiv, die Projektionen
surjektiv. Es gilt Kernry = ir(V5), Kernm, = i1 (V).

Es ist klar, wie die direkte Summe von mehr als zwei Vektorraumen zu bilden
ist.

Es ist hdaufig bequem, fiir Untervektorraume U, U, eines Vektorraums V' zu
sagen, V sei direkte Summe von U; und U,, wenn

V=U+U, und U, ﬂUzZ{O}
Dies ist wegen des folgenden Satzes gerechtfertigt:

Satz 9.8. Dielineare Abbildung ¢: U; & U, — V sal gegeben durch ¢o(uy, u,) =
uy + u; fur alleu; € Uy, u, € U,. Genau dannist ¢ ein |somor phismus, wenn V
direkte Summe von U; und U, ist.
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Beweis. Dal} ¢ linear ist, ist so offensichtlich, dass wir es nicht explizit als Be-
hauptung formuliert haben.

Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn es zu jedem v € V ein u; € U; und ein
u, € Uy mitv = u; + u, gibt, wennalso V= U; + U, ist.

Wenn U, N U, # {0} ist, giltfiru € Uy N Uy, u # 0,

ou,—u) =u—u=0.

Also ist ¢ dann nicht injektiv.
Umgekehrt, wenn ¢(uy, u;) = uy +u, = 0, folgt u; = —u, € Uy NU,, so dal3
u; = u; =0, wenn U; N U, = {0}. Damit ist in diesem Fall Kern ¢ = {0}. O

Wir haben vor den Vektorrdumen bereits die Begriffe ,,Gruppe” und ,,Korper”
eingefihrt. Auch fir sie definiert man Homomorphismen.

Definition. Seien G und H Gruppen (mit multiplikativ geschriebener Verkniip-
fung). Eine Abbildung ¢: G — H ist ein Gruppenhomomor phismus, wenn

¢(gg) = p(g)p(g’) firalle g,g"€G.

Wie bei Vektorraumen heiRBen bijektive Homomorphismen Isomorphismen.
Auch die Termini Endo- und Automorphismus werden wie bei Vektorraumen be-
nutzt. Die Automorphismen einer Gruppe G bilden selbst eine Gruppe, genannt
Aut G. Analog zu Vektorrdumen setzt man

Kerng = (p_l (e),

und es folgt ebenso wie bei Vektorrdumen, dass ¢ genau dann injektiv ist, wenn
Kerngp = {e}.
Statt von der direkten Summe spricht man bei Gruppen vom direkten Produkt.
Fur Homomorphismen von Kodrpern muss man neben der Vertréglichkeit mit
den Rechenoperationen eine weitere Forderung stellen, um entartete Félle zu ver-
meiden:

Definition. Seien K, L Korper. Eine Abbildung ¢: K — L heil3t Korperhomo-
mor phismus, wenn

¢la +b) = ¢(a) + ¢(D), p(ab) = p(a)p(b)
furallea, b € K und (1) = 1 qilt.

Homomorphismen von Korpern sind stets injektiv!

Man kann zeigen, dass der einzige Endomorphismus des Korpers R die ldentitét
ist. (Dies gilt auch fiir @, wofiir es aber leicht zu sehen ist.) Der Korper C besitzt
einen nichttrivialen Automorphismus, ndmlich die Konjugation: Es gilt

tw=z4+w, zw=zw, 1=1.
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Dass dies der einzige Automorphismus ¢ von C mit ¢ | R = idg ist, ist eine einfa-
che Ubungsaufgabe. Nach dem bereits Gesagten ist er sogar der einzige Automor-
phismus von C mit ¢(R) C R. (Darlberhinaus besitzt C noch weitere Automor-
phismen, deren konkrete Beschreibung (etwa relativ zu R) jedoch nicht moglich
ist.)
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Matrizenrechnung

Dass wir in endlichdimensionalen Vektorrdumen problemlos rechnen kdnnen,
beruht auf der Existenz von Basen. Sie ermdoglicht uns in gleicher Weise das Rech-
nen mit linearen Abbildungen.

Satz 10.1. Sei V ein endlichdimensionaler K-\ektorraum, vy, ..., v, S&l eine Ba-
sisvon V. Sa W ein beliebiger K-Vektorraum, wy, ..., w, seien beliebige Ele-
mente von . Dann gilt:

(a) Es gibt genau eine lineare Abbildung ¢: V. — W mit ¢(v;) = w; fur

i=1,...,n.

(b) Genau dannist ¢ injektiv, wenn wy, ..., w, linear unabhangig sind.

(c) Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn wy, ..., w, en Erzeugendensystem von
W bildet.

(d) Genau dannist ¢ bijektiv, wenn wy, ..., w, eine Basisvon W ist.

Beweis. (a) Sei ¢ eine beliebige lineare Abbildung von V nach W. Zuv € V
existieren By, ..., B, € K mit

V() = Y (Brvr + -+ Bavn) = 1y (v1) + -+ + Bu¥ (vn).

Diese Gleichung zeigt, dass ¥ (v) vollstandig durch ¥ (vy),..., ¥ (v,) bestimmt
ist. Damit ist klar: Wenn es berhaupt eine lineare Abbildung ¢: V' — W mit
e;) =w;, i =1,...,n,0ibt, so ist sie eindeutig bestimmt.

Nun konstruieren wir eine solche Abbildung. Firv € V mitv = Bjv; +--- +
B v, setzen wir

SD(U) = :81w1 +oeee ﬁnwn-

Diese Definition ist nur deshalb sinnvoll, weil B, ..., B, durch v eindeutig be-
stimmt sind. Man sieht sofort, dass ¢(v;) = w; furi = 1,...,n gilt und dass ¢
wirklich linear ist.

(b), (c), (d): Dies haben wir im Spezialfall V' = K" bereits in Abschnitt 9
beobachtet, und fir beliebiges V' ist die Argumentation dieselbe. 0]

Wir fiihren eine nitzliche Sprechweise ein. Wenn vy, ..., v, eine Basis von V/
istund v = Byv; + --- + B,v,, SO nennen wir (B4,...,B,) den Koordinaten-
vektor von v beztglich vy, ..., v,. Die Bildung dieses Koordinatenvektors kénnen
wir auch so beschreiben: Wir betrachten die (nach 10.1 existente und eindeutig
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bestimmte) lineare Abbildung
x:V—>K" x()=e, i=1,...,n.

Sie ordnet jedem v € V seinen Koordinatenvektor zu.

Seinun ¢ : V — W eine lineare Abbildung endlichdimensionaler K-Vektor-
raume mit Basen vy,...,v, bzw. wy, ..., w,. Nach 10.1 ist ¢ durch ¢(v,),...,
@(v,) eindeutig bestimmt. Die Elemente ¢(vy), ..., ¢(v,) wiederum sind durch
ihre Koordinatenvektoren

(1jyee s Qpi), =1,...,n

eindeutig bestimmt. Wir schreiben diese Koordinatenvektoren als Spalten einer m x
n-Matrix

o1 0 Oy

A=

Om1 = Omn
(Merke: Die Spaltensind die Koordinatenvektoren der Bildvektoren.) Diese Matrix
A bestimmt ¢ vollstéandig, nachdem die Basen vy, ..., v, von V und wy,...,w,
von W gewahlt worden sind.

Definition. Die Matrix A heil3t Matrix von ¢ beziglich der Basen vy, ..., v, von
Vund wy,...,w, von W.

Wir haben gerade einer linearen Abbildung eine Matrix zugeordnet. Diesen
\Vorgang kénnen wir auch umkehren: Wir ordnen der Matrix A diejenige lineare
Abbildung ¢: V' — W zu, fir die die Koordinatenvektoren von ¢(vy), ..., ¢(v,)
beziiglich wy, ..., w,, gerade die Spalten von A sind. Insgesamt erhalten wir somit
eine bijektive Abbildung von der Menge der linearen Abbildungen von V nach W
auf die Menge der m x n Matrizen uber K.

Wie man m x n-Matrizen addiert und mit Skalaren multipliziert, ist offensicht-
lich: Man fasst eine m x n-Matrix einfach als Element von K" auf. Also bilden
die m x n Matrizen einen Vektorraum, den wir mit

M(m,n)
bezeichnen.

Satz 10.2. Sal K ein Korper, V und W seien K-Vektorraume der Dimensionen n
bzw. m. Seien Basen vy, ...,v, von V und wy,...,w, von W gewahlt. Dann ist
die Abbildung

M : Hom(V, W) — M(m,n),

die jeder linearen Abbildung ihre Matrix beziglich der Basen vy, ..., v, und wy,
..., W, zuordnet, ein |somor phismus von K -Vektorraumen.
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Dass die Abbildung 97t bijektiv ist, haben wir uns oben berlegt. Dass sie auch
linear ist, rechnet man unmittelbar nach.

Seien nun Vektorraume U, V, W gegeben mit Basen uy,...,u,, vi,...,0,
bzw. wy, ..., w,, ferner lineare Abbildungen ¢ : U — V,¢: V — W. Seien A
und B die Matrizen von ¢ und v beziiglich der gegebenen Basen und C die Matrix
von v o . Wie ergibt sich C aus A und B? Um die Koeffizienten einer Matrix zu
benennen, schreiben wir kurz z.B.

A= (), B=(Bij) C= i)

Es gilt
o) = Y apvi. Y(v) =) Byw;
j=1 i=1
und
Yo =v | Y v | =D auy(v))
j=I j=I

Der Koordinatenvektor von (y o ¢)(uy) beziiglich wy, ..., w,, ist also

n n
Z:Bljajk’---’Z,ijOljk , k=1,...,p.
J=1 j=1

Dies ist gerade die k-te Spalte von C. Wir erhalten also

n

VikZZ,BijOéjk, i=1,....m, k=1,...,p.
j=1

Definition. Sei K ein Korper, A = («;x) eine n x p-Matrix tber K, B = (B;;)
eine m x n-Matrix. Dann heil3t die m x p-Matrix C = (y;;) mit

n
Vik:Zﬁijajka i=1,...,m,k=1,...,p
j=1

das Produkt von B und A4,
C = BA

(in dieser Reihenfolge!).
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Zu bemerken ist folgendes:

(a) Das Produkt von B und A l&sst sich nur bilden, wenn die Spaltenzahl von
B und die Zeilenzahl von A tbereinstimmen.
(b) Man kann die Matrizenmultiplikation schematisch so darstellen:

( V(0 Jad] ) )

b1 - bin = Cik

\ /25 N el R A /

(c) Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ: Auch wenn wir die Pro-
dukte BA und A B bilden konnen, isti.a. BA # AB. Zum Beispiel gilt

(£1)(1)-(3)
(£0)(2)- (2

Wir haben das Matrizenprodukt BA so definiert, dass BA die Matrix von v o ¢
ist. Genauer gilt:

Satz 10.3. SeenU, V', W Vektorraume tber K mit den Basenu, ..., u,, vy, ...,
v, und wy, ..., wy,. Sdeng: U — V, ¥: V — W lineare Abbildungen. \\enn

A die Matrix von ¢ beziglich u;,...,u, und vy, ..., v, und B die Matrix von
beziglich vy, ..., v, und wy,..., w, ist, Soist BA die Matrix von v o ¢ beziiglich
Ul .. upund wy, ..., Wy

Zur Vereinfachung der Sprechweise treffen wir folgende Verabredung: Die Ma-
trixvon f: K" — K™ ist die Matrix von f beziiglich der kanonischen Basen; ist
A eine m x n-Matrix, so ist die durch A definiertelineare Abbildung f: K" — K™
einfach diejenige lineare Abbildung, die f beziiglich der kanonischen Basen defi-
niert. Flr diese gilt dann:

f(X) = f(gla---,én) :Elvl +"'+Envn
2'7:1“1/'51 &

> j=1 O‘mj §i En
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wenn wir x als Spalte schreiben. Die n x n-Matrix

oo
Lo 0

heil3t n-reihige Einheitsmatrix. Sie ist die Matrix der identischen Abbildung eines
beliebigen n-dimensionalen K-Vektorraums beziiglich einer beliebigen Basis.

Wir haben oben gesehen, dass die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.
Hingegen gelten die {brigen uns vertrauten Rechenregeln:

Satz 10.4. A und B seienn x p-Matrizen, C und D seien m x n-Matrizen tber
K. E sai eine (k x m)-Matrix. Dann gilt:

(@) I,A = Al, = A,

(b) E(CA) = (EC)A,

) (C+D)A=CA+ DA, C(A+ B)=CA+ CB.

Bewels. Man kann dies direkt ausrechnen. Es ist aber viel eleganter, die Rechenre-
geln fir Matrizen auf die entsprechenden Regeln fir Abbildungen zuriickzufiihren.
Als Beispiel betrachten wir (b). Sind yx, ¥, ¢ die durch E, C, A gegebenen linearen
Abbildungen, so gilt

xo(Wog)=(xoy)og,
E(CA) istdie Matrix von yo(y¥og),und (EC)A istdie Matrix von (yoy)op. [

Bei einem Endomorphismus ¢: V' — V' hat man es bei Definitions- und Bildbe-
reich mit ein und demselben Vektorraum zu tun. Dementsprechend betrachtet man
auch nur eine Basis vy, ..., v,, wenn nichts anderes ausdriicklich vorausgesetzt
wird. Daher kann man kurz von der Matrix von ¢ beziglich vy, ..., v, sprechen.

Sei A eine n x n-Matrix. Die durch A gegebene lineare Abbildung ist genau
dann ein Automorphismus, wenn rang A = n; siehe Satz 9.7. In diesem Fall besitzt
@ ein Inverses ¢!, dessen Matrix wir mit A~! bezeichnen. Da

pog ™ =9 op =idgn,
ist AA"' = A4 = I,

Definition. Sei A eine n xn-Matrix des Ranges . Die soeben beschriebene Matrix
A~" heilt die zu A4 inverse Matrix.

Ist A eine n x n-Matrix, zu der es eine n x n-Matrix A’ mit A’A = [, oder
AA" = I, gibt, so muss bereits rang A = n gelten: Fir die durch A’ gegebene
lineare Abbildung ¢’ ist

@' op =idgn oder @o¢ = idgn.
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Im ersten Fall ist ¢ injektiv, also ein Automorphismus von K" gemaR Satz 9.7,
im zweiten Fall ist ¢ surjektiv und damit ebenfalls ein Automorphismus. Es folgt
¢ =@ ' undsomit 4’ = A~

Wir fassen diese Erkenntnisse zusammen:

Satz 10.5. A sal einen x n-Matrix Uber K und ¢ der durch A gegebene Endomor-
phismus des K”. Dann sind aquivalent:

(a) ¢ ist ein Automorphismus;
(b) rang A = n;
(c) esexistierteinen x n-Matrix A’ mit A’/A = I,, oder AA" = 1I,,.

In diesem Fall ist A’ = A~! die Matrix von ¢~!, und man nennet A eine inver-
tierbare Matrix.

Satz 10.6. Dei invertierbaren n x n-Matrizen tber einem Korper K bilden eine
Gruppe beziglich der Matrizenmultiplikation, die man mit

GL(n, K)
bezeichnet.

Dafur ist allenfalls noch zu beweisen, dass das Produkt invertierbarer Matrizen
invertierbar ist, aber dies folgt aus AB((B~'47") = I,,.

Die Bestimmung von A~! ist mit unserem Verfahren zum Ldsen linearer Glei-
chungssysteme (prinzipiell) sehr einfach. Sei

AB =1,.
Dann erfillt die j-te Spalte von B das lineare Gleichungssystem
(A? ej)

dessen rechte Seite die j-te Spalte der Einheitsmatrix ist. Also haben wir insgesamt
n lineare Gleichungssysteme gleichzeitig zu I6sen. Sie alle haben die ,,linke Seite
A, und daher konnen wir mit allen rechten Seiten simultan arbeiten.

Beispiel.

—_— O = =
|

S O N =

N = = =
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— e e | = O = = OO N

1
1
1
2
1
0l —
1
1
1
0
1
1

SO =IO OO == O =
OOP—‘OO>|—\>—~OO>—~>—~O
S = = O OO = O oo =0
S = O OO~ OOoOoOo~=O 0o
—_ O O O= OO o= oo

o

100 0] 2 -1 -1 0
0100 0 0 -1 0
001 1[-1 1 1 0
000 2(—2 1 1 1
100 0] 2 -1 -1 0
010 0|-11/2 —-1/2 1/2
001 0| 01/2 1/2 —1/2
000 1[|-11/2 1/2 1/2
2 -1 -1 0
| -tz -2 a2
0 1/2 1/2 —1/2
~1 1/2 1/2 1/2

Auf der rechten Seite kdnnen wir jetzt die Lsungen unserer vier Gleichungssyste-

me, d.h. aber A~!, direkt ablesen.
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Deter minanten

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem

ax +by =u
cx+dy=v

mit rang (f 2) = 2. Wir kennen ein Verfahren zur Losung solcher Gleichungssyste-
me. Gibt es auch eine ,,Formel“ fir x und y, vergleichbar etwa der ,,p-g-Formel*
fur quadratische Gleichungen?

Durch Umformen erhalten wir zundchst:

(ad — bc)x = ud — bv
(ad —bc)y = av — uc.

Wegen rang A = 2 muss ad — bc # 0 sein (1), und wir erhalten

ud — bv und av —uc
X =—— -
Y ad — bc

Aufféllig ist, dass die Terme ud — bv, ad — bc, av — uc alle von der gleichen
Bauart sind. Wenn wir fiir eine 2 x 2-Matrix

o U2
A=
01 O

det A = aq1000 — 20021 Setzen, so gilt

ad — bc = det a b , ud —bv = det u b , av—uc = det a i )
c d v d c v

Der ndchste Schritt wére nun, lineare Gleichungssysteme mit drei Unbestimm-
ten zu untersuchen und herauszufinden, ob es dort dhnliche Gesetzmaligkeiten
gibt. Wir werden sehen, dass dies zutrifft und dass die in Zahler und Nenner der
Auflosungsformel auftretenden GrofRRen ,,Determinanten gewisser Matrizen sind.
Naturlich missen wir Determinanten erst noch definieren. Dabei gehen wir rekur-
Siv vor.



Determinanten 73

Fir eine quadratische n-reihige Matrix A = («;;) sei A; diejenige Matrix, die
aus A durch Streichen der ersten Spalte und i -ten Zeile entsteht:

&y U2 o Oy
Al = T U772 12757
Cpl Op2 0 Oy

Die Matrizen A; haben das Format (n — 1) x (n — 1).

Definition. Sei A eine n x n-Matrix. Wir setzen

a, wennn =1 und 4 = (a),
Z?zl(—l)i_Ha“ detA,- firn > 1.

Mit dieser Definition ergibt sich fur n = 2:

det (a b) = ad — cb.

detA:{

c d
Firn = 3,
ar Bi v
A=|az B2 7
as Bz 3
erhalt man:
det A =, det P v2) _ det B det B
. (,33 V3 *2 B3 y3 T B2 2

=a1(B2yz — B3y2) — aa(Biyz — Bay1) + az(Biy2 — Bayi)
=a182y3 — o1 B3y2 —aafiys + 2By + asBiy. — azfayi.

Wir haben nun zwar die Determinante einer beliebigen n x n-Matrix definiert,
aber mit der Definition allein kann man nicht viel mehr anfangen, als Determinan-
ten auszurechnen. Zundchst wollen wir wichtige Eigenschaften der Determinante
festhalten. Dazu betrachten wir die Matrix A als Zusammensetzung ihrer Zeilen-
vektoren vy, ..., v, und schreiben auch

U1
(V1y.v .y 0p) oder
Up
fir A.
In der Regel berechnet man Determinanten mittels Matrix-Umformungen, die

wir im Folgenden diskutieren werden. Dabei braucht man nur solange zu rechnen,
bis man A in eine obere Dreiecksmatrix umgeformt hat:
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Satz 11.1. S& A einen-reihige obere Dreiecksmatrix, d.h. von der Form

d] * *
0
0 0 d,

DannistdetA =d;---d,.

Dies folgt per Induktion direkt aus der Definition der Determinante. Wir halten
nun wichtige Eigenschaften der Determinante fest.

Satz 11.2. (a) DieFunktion det ist linear in jeder Zeile, d.h.

/
det(l)], ey Vi1, V5 Vis Ujgls e ,Un)
/
=det(vi,.... V-1, 0}, Vj41,...,0,) + det(vl,...,vj_l,vj,vj+1,...,vn)
det(vi,....vj—1, 00, Vj41,...,0,) = adet(v,...,v,).

(b) Wenn eine der Zeilen von A der Nullvektor ist, so gilt det A = 0.
(c) det7, = 1furallen > 1.

Beweis. Fir jedes v € K" sei v der um die erste Komponente gekirzte Vektor:
Furv = (&,...,&)istv = (&,...,§,). Die vy, k # i, sind ja gerade die Zeilen
der Matrizen A;. Wir beweisen (a) durch Induktion tber n; der Fall n = 1 ist
offensichtlich richtig. Sei

/ /
A :(vl,...,vj_l,vj,le,...,vn),

” /
A’ = (vl,...,vj_l,vj -I-Uj,l)j_H,...,Un).

Fir j #iista); = o}, = o;; und

1

” — — — — — — — —
detAl- = det(vl,. e Vi Vig1 ..., V-1,V + Vs Vjtls - ,Un)
= det(ﬁl,. R VI T VIS DU ,Ej—l,gj,ﬁj—f—l,- .. ,En)
g— JE— JE— JE— _/ JE— JE—
+ det(vl,. cs Vi Vig L e s Vi1, Vs Uil e ,Un)
= det A; + det 4]

nach Induktionsvoraussetzung.
Fir j =iist A7 = A; = A;, aber es gilt

no__ .. /
o = —|—ozl.1.
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Damit ergibt sich:

n
detA” =) (—=1)"*'aj; det A}
i=1

— Z(—l)”lail(det Ai —+ det A;) —+ (—1)j+l(O[j1 =+ O[]/’l) det Aj
i=1
=Y (=)o det 4; + Y (—1)"*'af, det 4
i#j i=1
=detA + det A4’

Dies ist die erste Behauptung in (a). Genauso beweist man die zweite Behauptung.
(b) Sei etwa v; = 0. Dann ist nach (a)

det(vy,...,v,) =det(vy,...,v;1,0-v;,Vi41,...,0,) = 0-det(vy,...,v,).
(c) Dies ergibt sich sofort durch Induktion tber n:
det/, = 1-det/,_;,
denn alle anderen Summanden enthalten den Faktor 0. O

Bis jetzt hat die Wahl (—1)'*! der Vorzeichen in der Definition der Determi-
nante keine Rolle gespielt. Ihre Bedeutung ergibt sich aus dem folgenden Satz:

Satz 11.3. (a) Wenn zwei Zeilen v;, vy Ubereinstimmen, ist
det(vy,...,v,) = 0.

(b) Bei Vertauschung von zwei Zeilen wird die Determinante mit —1 multipli-
ziert:

det(vi, ..., Vj—1, Uk, Vjq1, e ooy Vk—1, V), Vktls - ., Up) = —det(vy, ..., vp).
(c) Die Determinante andert sich nicht bel elementaren Zeilentransfor matio-
nen:
det(vi, ..., vj—1,v; + Uk, Vj11,...,V,) = det(vy, ..., v,).

Beweis. Wir beweisen (a) und (b) gleichzeitig durch Induktion tber »n. Im Fall
n = 1 sind beide Behauptungen ,,leer* — es gibt ja nur eine Zeile — und damit
automatisch richtig.

Sein > 1.Dannist(mit 4 = (vy,...,vy))

n
detA = (—1)""'a; det 4;.
i=l1
Die Induktionsvoraussetzung fir (a) ergibt, dall A; = 0 flri # j, k. Also ist
det A = (—1)/ T'a; det A; + (—=1)""'ay, det 4.
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Die Matrizen A; und A haben die gleichen Zeilen, allerdings in verschiedenen
Reihenfolgen. Bei A; steht v, = v; auf dem (k —1)-ten Platz, bei Ay stehtv; = vy
auf dem j-ten Platz, und die anderen Zeilen sind entsprechend verschoben:

() ()

Vi1
Vj+1
A] = Ay =
Uk—1 Vi—1
Uj Vk+1

Uk+1

o ) L.

Mittels k — j — 1 Zeilenvertauschungen konnen wir Ay in A; tberflhren (oder
umgekehrt). Also ist

detA; = (—1)*/ "' det 4,
wie sich aus der Induktionsannahme fiir (b) ergibt. Wegen a;; = ay; folgt
det A = (1) T'a; det A; + (—1)""'ay, det Ay
= (=DM (=D + (=) 1) ay det Ay
= ((=D* + (=1)*")ay, det A,
= 0.

Nun ist noch (b) zu zeigen. Dabei brauchen wir die Induktionsvoraussetzung nicht
zu bemiihen, sondern konnen dies direkt aus (a) herleiten. Nach (a) und 11.2 ist
0=det(...,v; +vi,...,v; +v,...)
=det(...,vj,...,v; + v, ...) +detC.. v, 0 0, )
=det(...,vj,...,v;,...) +det(...,vj, ... vk, ..L) +
det(...,vk,...,v5,...) +det(... v, ..., vk, ...)
=det(...,vj,... v, ...) +det(..., vk, ..., 05,000,

(c) Es ist

det(...,v; + avg,...) =det(vy,...,v,) +odet(... vk, ..., 0, ...)
= det(vy,...,vy)

gemal 11.2 und Teil (a). O
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Die fundamentale Bedeutung der Determinante ergibt sich aus dem folgenden
Satz, der uns zeigt, was durch die Determinante determiniert wird:

Satz 11.4. S A einen x n-Matrix. Dann gilt:
detA #0 <<= rangA4 =n.

Bewels. Sei zundchst rang A < n. Dann sind gemal’ 8.9 die Zeilen von A line-
ar abhangig. Da Zeilenvertauschungen die Determinante nur um den Faktor —1
andern, durfen wir annehmen, dass

n—1
Uy = E ,Bivi-
i=1

Nach 11.2 und 11.3 ist

n—1
det A = det(vy,...,v,_1, Z Bivi)
i=1

n—1

= Z’Bl det(vl, ey Up—1, U,‘) =0.
i=1

Sei nunrang A = n. Dann zeigt Satz 8.2, dass wir A durch elementare Umfor-
mungen, Zeilenvertauschungen und Multiplikation mit von 0 verschiedenen Ele-
menten von K in die Einheitsmatrix tGberfihren kdnnen. Jeder Umformungsschritt
andert die Determinante nur um einen von 0 verschiedenen Faktor. Da det/,, = 1,
folgt det A # 0. O

Bei der Definition der Determinante erscheint es recht willkirlich, in der Re-
kursion von der ersten Spalte Gebrauch zu machen. Man hétte auch ,,nach einer
anderen Spalte entwickeln kdnnen“ oder gar ,,nach einer Zeile*. Dies hétte aber
nicht zu einem anderen Resultat gefiihrt, denn die Determinante ist durch wenige
Forderungen eindeutig bestimmt.

Wir sagen, A : M(n,n) — K sei eine Determinantenfunktion, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

(@) A st linear in jeder Zeile im Sinne von 11.2 (a);
(b) wenn A zwei gleiche Zeilen besitzt, ist A(A) = 0.

Satz 11.5. A : M(n,n) — K sa eine Determinantenfunktion mit A(Z,,) = 1.
Dannist A(A) = det A fur alleA € M(n,n).

Bewels. Beim Beweis der Tatsache, dass det A = 0 ist, wenn die Zeilen von A4
linear abhéngig sind, haben wir nur von den Eigenschaften (a) und (b) oben Ge-
brauch gemacht. Also ist A(A) = 0 im Falle rang A < n.

Der Beweis von Satz 11.4 zeigt weiter, dass jede Determinantenfunktion die
Eigenschaften besitzt, die in 11.3, (b) und (c) beschrieben sind. Wenn wir also 4



78 Abschnitt 11

in die Einheitsmatrix transformieren, so dndert sich dabei A(A) um den gleichen
Faktor o # 0 wie det A. Es ergibt sich

aA(A) = A(l,) = det I, = adet A. O
Flr eine n x n-Matrix A = («;;) setzen wir
all oo O[lq oo aln
Apg = | o &pg &pm
oy o anq <o Opn

Apq geht also durch Streichen der p-ten Zeile und der g-ten Spalte aus A hervor.
Mit dieser Bezeichnung kdnnen wir den Spaltenentwicklungssatz formulieren:

Satz 11.6. S A = (o ;) einen x n-Matrix. Dannist fr alleg, 1 < ¢ < n:

detA = (—=1)"*ap, det A,
p=1

Bewels. Wie im Fall ¢ = 1, den wir zur Definition der Determinante benutzt ha-
ben, zeigt man, dal3

Ag(A) =) (=) Hay, det 4y,
p=1
eine Determinantenfunktion ist. Die Vorzeichen sind so gewahlt, dass A, (E) = 1.
Nach 11.5 ist mithin A, (A4) = det A flr alle g. O]

Eine wichtige Operation ist das Transponieren von Matrizen.

Definition. Sei A = («;;) eine m x n-Matrix. Dannist AT = («;;) die Transpo-
nierte von A. Deutlicher: Die i-te Spalte von AT ist gerade die i-te Zeile von A4,
die j-te Zeile von AT ist die j-te Spalte von A.

Satz11.7. S8 A einen x n-Matrix. Dannistdet A = det AT,

Beweis. Da die Zeilen von AT die Spalten von A sind, zeigen unsere bisherigen
Uberlegungen: Die Funktion §: M(n,n) — K, §(4) = det AT, besitzt folgende
Eigenschaften:

(a) Sie ist linear in jeder Spalte;

(b) §(A) = 0, wenn zwei Spalten von A (bereinstimmen;

(c) §(1,) = 1.



Determinanten 79

Ferner ist § die einzige Funktion mit dieser Eigenschaft.
Aber auch det besitzt die Eigenschaften (a), (b), (c). Fir (c) ist dies hinlanglich
bekannt. Wenn zwei Spalten von A (bereinstimmen, gilt detA = 0, weil dann
rang A < n; vgl. 11.4. Somit ist (b) erfillt.
Schlief3lich gilt auch (a). Um die Linearitat in der ¢g-ten Spalte zu beweisen,
betrachten wir einfach die Entwicklung nach dieser Spalte. Wenn ., = a4 +

pq

p =1,...,nund wir erhalten

n
detA” =) (=1)"(apq + t),) Ay,

p=1

n n
= D (=D e dpg + ) (=D ey, A,

p=1 p=1
=detA + detA'.
Genauso zeigt man det A’ = 8 det A wenn
a,, = Bap, fiirp=1,...,n und o = a;; sonst.

Da die Funktion 6 mit den Eigenschaften (a), (b) und (c) eindeutig bestimmt ist,
muB §(A) = det A furalle A € M(n,n) gelten. O

Durch Anwenden der Spaltenentwicklung auf det AT erhalten wir wegen 11.7
den Zeilenentwicklungssatz fiir det A4:

Satz 11.8. Fir allen x n-Matrizen Aundallep = 1,...,n gilt

n
detd =) (=1)"*ap,, det Ay,
q=1
Ebenso ergibt sich, dass wir elementare Spaltenumformungen, Spaltenvertau-
schungen usw. zur Berechnung der Determinante heranziehen konnen.
Als nachstes untersuchen wir, wie sich die Determinante des Produktes zweier
Matrizen berechnen lasst:

Satz 11.9. Fir allen x n-Matrizen A, B ist
det AB = (det A)(det B).

Beweis. Sei zunéchst rang B < n. Dann ist auch rang AB < n. Um dies zu bewei-
sen, betrachte man die A, B entsprechenden Endomorphismen des K”. Es ist

dimBild ¢ o ¥ = dim(Bild ) < dimBild ¢ = rang v,

und damit rang AB < rang B. Im Fall rang B < n ist det B = 0, und nach dem
soeben Bewiesenen ist auch det AB = 0.
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Sei nun rang B = n. Wir betrachten die durch
§(A) = (det B)!(det AB)

definierte Abbildung §: M(n,n) — K. (Dabei ist B festgehalten.)
Wir schreiben im folgenden eine n x n-Matrix in der Form

U1

Uy
wobei vy, ..., v, die Zeilen von 4 sind. Es gilt

U]
v +v; | B= (v]—l—v)B

Un

U1
det| v; + v} = det B + det vj/. B,
K

Also ist

U1
) v,+v

Un

Genauso folgt

Dies zeigt: § ist linear in jeder Zelle. Falls A zwei glelche Zeilen besitzt, besitzt
auch AB zwei gleiche Zeilen, woraus det AB = 0 und somit §(A) = 0 folgt.
SchlieBlich ist

§(I1,) = (det B)~!(detI,B) = (det B)"!(det B) = 1.
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Insgesamt kdonnen wir mit Satz 11.5 schlieRen: §(4) = det A fiir alle A. Also ist
det AB = (det B)3(A) = (det B)(det A)
wie zu beweisen war. O

Als Folgerung ergibt sich

Satz 11.10. Sai A einen x n-Matrix des Rangesn. Dann ist
det A~! = (det A)7!.

In der Tat ist (det A~")(det A) = det/,, = 1.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen war die Suche nach einer ,,Formel* fir
die Losung eines eindeutig losbaren linearen Gleichungssystems mit » Unbe-
stimmten in n Gleichungen. Diese geben wir in 11.12 an; zunédchst bestimmen wir
die Inverse einer Matrix mit Hilfe von Determinanten.

Satz 11.11. A sal einen x n-Matrix des Ranges n. Dann gilt
g1 B
~ detA
mit B = (,Bij) und ,Bij = (—I)H_j detAjl‘.

Wir erinnern daran, dass sich A;; durch Streichen der j-ten Zeile und i-ten

Spalte aus A ergibt. Fir eine 2 x 2-Matrix bedeutet Satz 11.11:

a b\ 1 d —b
c d)  ad—bc\-c a)’
Beweisvon Satz 11.11. Wir betrachten das Produkt
C = AB.

Esist C = (yxm) mit

n n . detA, fallsk =m
_ . (__1\itm - ’
Vim = E_] aklﬁlm - E_]: akl( 1) detAml o { 0, falls k 7é m.

Zur Begriindung der letzten Gleichung: Im Falle k = m ist

n
Z i (—1)i+k det Ak
i=1
einfach die Entwicklung von det A nach der k-ten Spalte; im Falle k # m ist es die
Entwicklung von det A’ nach der k-ten Spalte, wobei sich A" aus A dadurch ergibt,
dass wir die m-te Spalte von A durch die k-te ersetzen. Also ist det A" = 0.
Insgesamt ergibt sich

1 1

1
e —— = — = i _] =
AdetAB detAC I,, somit A

= —B.
det 4
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Der kronende Abschluss dieses Paragraphen ist die Cramersche Regel, die un-
ser eingangs gestelltes Problem 10st:

Satz 11.12. A sei eine n x n-Matrix des Rangesn und b € K”". Dann ist die
eindeutig bestimmte Losung (§1,...,§&,) des linearen Gleichungssystems (A, b)
gegeben durch
det B;
i = detA’
wobel hier B; digjenige Matrix ist, die sich aus A ergibt, wenn man die i -te Spalte
durch b ersetz.

i=1,...,n,

Bewels. Wir betrachten die Matrix A’ mit den Spalten

1 n
v,....&v —b,... V",

A’ hat Rang < n, weil &v; — b Linearkombination von v!, ... vi=l v+l . "
ist. Somit ist
detA’ = & det A —det B; = 0.

Auflosen nach &; ergibt die gesuchte Gleichung. O

Anhang. Das Sgnum einer Permutation und die Leibnizsche Formel

Jeder Permutation = € §,, ist in einfacher Weise ein Endomorphismus des R”
zugeordnet, ndmlich diejenige lineare Abbildung ¢, : R* — R”, die durch

@x(e;) = ex)
eindeutig bestimmt ist. Die lineare Abbildung ¢, permutiert also die Elemente
ei1, ..., e, der kanonischen Basis von R” in der gleichen Weise wie r die Zahlen
1,...,n. Die Matrix A, von ¢, entsteht somit aus der Einheitsmatrix, indem wir

deren Spalten so umordnen, wie es & angibt: Zum Beispiel ist firn = 4, 7 =
(1 23 4) die Matrix von ¢, einfach

4 3 1 2
0010
0001
A”_OIOO
1 000

Die Matrizen A, nennt man auch Permutationsmatrizen.
Definition. Das Sgnumvon 7 ist det A4, kurz
8(mr) = det A,.

Wenn wir die Matrix A/, dadurch bilden, dass wir e, ;) (als Zeile) zur i-ten Zeile
von A’ machen, so ergibt sich A’ = A und somit det A, = det 4.

Satz 11.13. (@) Furaller € S, isté(r) = £1.
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(b) Furalem, pe S, isté(m op) = 68(w)(p).
Beweis. Wir beweisen zunéchst (b). Es gilt

Prop(€i) = €xopli) = €x(pli)) = Pr(€pi)) = (Pro@p)(ei), i=1,...,n.
Mithin ist 9., = ¢ o ¢, und damit A,., = A, A,. Aus dem Determinantenmul-
tiplikationssatz 11.9 folgt 6(r o p) = detA,., = (det A;)(det A,) = §()d(p).

Die Behauptung (a) folgt mittels (b) aus dem folgenden Satz. O]
Eine Permutation 7 heilt eine Transposition, wennesi, j € {1,...,n},i # J,
gibt mit

n(i)y=7j, n(j)=i, nk)=kfirk #1i,j.
Transpositionen sind also genau diejenigen Permutationen, die zwei Elemente ver-
tauschen und alle anderen fest lassen.

Satz 11.14. (a) Fur jede Transposition t ist §(t) = —1.
(b) Jede Permutation = € S, lasst sich als Komposition von Transpositionen
darstellen.

Beweis. Teil (a) ist uns wohlbekannt: A, entsteht aus der Einheitsmatrix durch
\ertauschen zweier Zeilen.

Teil (b) folgt einfach aus der Tatsache, dass man n Gegenstande durch wie-
derholte Vertauschungen von jeweils zweien von ihnen in jede beliebige Reihen-
folge bringen kann. Formal kann man dies so beweisen: (i) Wenn z(n) = n ist,
so induziert = eine Permutation =" von {1,...,n — 1}, indem wir s einfach auf
{1,...,n — 1} einschranken. Per Induktion l&sst sich =’ als Produkt von Transpo-
sitionen schreiben und damit natirlich auch .

(if) Wenn (n) # n ist, setzen wir 7 = 1 o 7r, wobei t diejenige Transposition
ist, die n und 7 (n) vertauscht. Auf 7 kdnnen wir (i) anwenden, so dass

TONT =T7;0--+0T,
mit gewissen Transpositionen ty, ..., 7. Es folgt
T =7:_lo1:lo---o7:r.
Auch ! ist eine Transposition. O

Die Permutationen = mit §(r) = 1 heilRen gerade, diejenigen mit §(z) = —1
ungerade. Motiviert wird diese Bezeichnung durch

Satz 11.15. Genaudannist 7 gerade, wennin einer (und damit jeder) Darstellung
von rr als Produkt von Transpositionen deren Anzahl geradeist.

Beweis. Wenn 7 = 1y0---01,,50ist6(r) = (—1)" nach 11.13und 11.14. [

Die geraden Permutationen bilden eine Untergruppe von S,,. Sie wird mit 4,
bezeichnet und heil3t alternierende Gruppe des Grades 7.
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Satz 11.16. Fur allen > 2ist |A,| = n!/2.

Beweis. Sei t diejenige Transposition, die 1 und 2 vertauscht. Die Abbildung
v:S, =S, U(m=tom

ist bijektiv und es gilt 9(4,) = S, \ A4,: Genau dann ist t o 7 ungerade, wenn
gerade ist. Es folgt |4,| = |S, \ 4,], also |4,,| = |S,|/2 = n!/2. O

Man kann das Signum einer Permutation auch ,,determinantenfrei* definieren,
etwa durch §(r) = (—1)", wenn sich 7 als Komposition von n Transpositionen
darstellen lasst. Dann muss man sich tberlegen, dass durch s eindeutig bestimmt
ist, ob n gerade oder ungerade ist.

Mit Hilfe des Signums einer Permutation konnen wir nun die Leibnizsche For-
mel fir die Determinante einer Matrix beweisen:

Satz 11.17. S&i A = («;;) einen x n-Matrix. Dann ist

det4 = Z S(T) U1y *** Qpm(n) = Z 8(7T) (1)1 ** * U (-

Beweis. Sei v; die i-te Zeile von A. Dann ist v; = Z?zl a;jej, Wobei eq, ..., e,
die kanonische Basis von K" ist. Es gilt, wenn wir die Linearitat von det(-) in allen
Zeilen ausnutzen,

n n
det A = det Zaljlejl’ cee Z ®nj,€j,

J1=1 Jn=1
n n n
= ZO{]]‘I det ejl,Z(Xijejzw-wZanjnejn
j1=1 J2=1 Jn=1
n n
= > ay, e a, det(e,. . ej,)
=l jn=l1

= Z Uyjy = Oyj, det(ejl,...,ejn).
(J1seeergn)f{l,....n}"
In dieser Summe sind alle Summanden, bei denen zwei gleiche Indizes j; vor-
kommen, gleich 0, weil dann det(e;,,...,e;,) = 0 ist. Ubrig bleiben diejenigen
Summanden zu den Indizes (ji, ..., j.), bei denen ji,..., j, paarweise verschie-
den sind. Diese entsprechen gerade den Permutationen von {1, ..., n}:

(Jiseoonjn) <—m mitn(i) = Jj;, i=1,...,n.
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Fir diese ist det(ej,, ..., ej,) = det A, = §(xr). Es ergibt sich also
det A = Z 5(7‘[)0[17,(1) - Qpr(n)-

JTESn
Die zweite Formel ergibt sich, wenn wir ,,spaltenweise” vorgehen oder die erste
auf AT anwenden. O
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Skalarprodukte

Im diesem Abschnitt diskutieren wir die fir die euklidische Geometrie sehr
wichtigen Skalarprodukte. Man kann diese fiir Vektorraume tiber R und C defi-
nieren. Daher bezeichnen wir mit K im folgenden einen der Korper R oder C. In
beiden Féllen ist X das zu x komplex-konjugierte Element, also x = x im Falle
K = R. Wir legen zunéchst etwas Terminologie fest.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ¢: V x V' — K heilit ses-
quilinear oder Sesquilinearform, wenn folgende Bedingungen erfullt sind:

e+ v w) = v, w) + e, w),
e, w+w) =g, w) + e, w),
¢(Bv,w) = Bo(v, w),
o(v, fw) = Bo(v, w)

furalle v,v’,w,w’ € V und g € K.
Man nennt ¢ hermitesch, wenn stets

p(v, w) = p(w,v)
ist. Gilt Giberdies
p(,v) >0
furalle v € V, v # 0, so heildt ¢ positiv definit oder ein Skalarprodukt.

Es ist Ublich, statt ¢ (v, v") etwas einfacher (v, v’) zu schreiben. Wir werden
dies im folgenden tun.

Der etwas merkwirdige Name ,,Sesquilinearform™ soll zum Ausdruck brin-
gen, dass ¢ ,,anderthalbfach linear* ist. Von einer wirklich zweifach linearen Form
wirde man verlangen, dass stets ¢(v, Bw) = Be(v, w) ist. Im Fall K = R gilt nun
aber B = B fiir alle 8, so dass man im reellen Fall von einer Bilinearform spricht.
Statt ,,hermitesch* sagt man dann aus naheliegenden Griinden symmetrisch: Es gilt
jap(v,w) = @(w,v) furalle v,w € V, wenn K = R ist.

Man beachte noch, dass im hermiteschen Fall fir alle v € V stets p(v,v) =
¢(v,v) € R gilt. Daher ist die Forderung ¢(v,v) > 0 bei der Definition von
»positiv definit* sinnvoll.

Manchmal treten auch hermitesche Sesquilinearformen auf, die nicht positiv
definit sind, aber eine der im Folgenden genannten Eigenschaften besitzen:
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Definition. Sei ¢ = (, ) eine hermitesche Sesquilinearform auf dem K-\ektor-
raum V. Man nennt ¢

negativ definit, wenn ¢(v,v) < 0 flrallev € V, v # 0,
positiv semidefinit, wenn ¢(v,v) > 0 firalle v € V,
negativ semidefinit, wenn ¢(v,v) <O firallev € V.,

Wenn keine dieser Eigenschaften zutrifft, heil3t ¢ indefinit.
Beispiele. (a) Sei V' = R”". Dann wird durch

(G &) () = D&
i=l1

offensichtlich eine symmetrische Bilinearform definiert. Falls mindestens ein &; #
0 ist, gilt

((él’"-?én)v(é"lv---v%‘n)): Zélz > 0.
i=l1

Also ist ( , ) sogar ein Skalarprodukt. Man nennt es das Standardskal ar produkt
auf R”.
Flr n = 3 ergibt sich
(E1.6.8).(61.6.6)) = & + & + &.

Damit ist (v, v) = |v|?, wenn |v| die elementargeometrische Linge von v € R?
bezeichnet. Wir werden sehen, dass man mit jedem Skalarprodukt sinnvoll Léngen
und Winkel definieren kann.

(b) Im Fall V' = C" brauchen wir Beispiel (a) nur wie folgt abzuéndern:

<(Sl?"-?én)?(nl"-'vnn» = Zélﬁl
i=1

Dal} es sich um eine Sesquilinearform handelt, ist wieder sofort klar. Diese ist
positiv definit, denn

(G ) G E)) =Y EE =D JE
i=l1 i=1

Wie in Beispiel (a) spricht man vom Standardskalarprodukt auf C”.
(c) Sei K = R und V der Vektorraum der stetigen Funktionen f : [0,1] — R.
Dann ist

1
(fig) = /0 F(0g(x) dx

ein Skalarprodukt. Es ist in der Analysis von erheblicher Bedeutung.
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Einer hermiteschen Sesquilinearform ¢ kénnen wir eine quadratische Form

Q) =({v,v), vevV,

zuordnen. (Wie schon beobachtet ist Q(v) = Q(v) € R furallev € V.) Es ist
manchmal nitzlich, dass man die Form ¢ aus Q zuriickgewinnen kann.

Satz121.  (a) Se K = C. Dann gilt fir jedes 8 € C \ R:
ww»=E{E@xmwww—ﬁgw+v0—mﬁ—an»41—Ewa.
(b) S8 K = R. Dann gilt
0.0 = 5(Q0 +1) ~ Q) — Q).

Bewels. Wir rechnen den komplizierten Fall (a) nach:

0(Bv +v)) — PO +v) = B(B — DOW) — (1 - PO
= (Bv+ V. Bv + V) = B(v+ Vv +v)) — BB — D(v.v) — (1 - B)(v, V)
= BB(v.v) + B(v.v) + B(v',v) + (v, v)
— Blv.v) = Bl(v,v) — B/, v) — B(v', V')
— BB(v.v) + Blv.v) — (v'.0) + B(v'. V)

= (B = B)(v,v).
Dabei haben wir gar nicht ausgenutzt, dass ¢ hermitesch ist! Wohl aber benétigt
man fiir (b) die Symmetrie von ¢. O

Im Fall, dass der Vektorraum V' endlichdimensional ist, kénnen wir uns leicht
eine Ubersicht tber alle Sesquilinearformen auf V' verschaffen. Sei vy, ..., v, eine
Basis von V. Dann ist

<Z S,’U,’, Zﬂjvj> = ZZéiﬁj(Ui’ vj)'

i=l1 j=l1 i=1j=l1

Also ist die Form eindeutig bestimmt durch die Eintrdge der n x n-Matrix
A= ((vi,vj)).

Sie heiRt Gramsche Matrix der Form beziiglich der Basis vy, ..., v,.
Ist umgekehrt A eine n x n-Matrix, so wird durch

<Z Eivi, Z levj> = Z Zéiﬁjaij
i=1 j=1

i=1j=1
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eine Sesquilinearform auf V' definiert, deren Gramsche Matrix gerade A ist. Es gilt

n n ﬁl
<Zfivi’Z’7jvj> =(¢1...5)4
= UE Ty

Die fir Sesquilinearformen gepréagten Begriffe konnen wir nun auf Matrizen
Ubertragen:

Definition. Eine n x n-Matrix tiber K heift hermitesch, wenn AT = A4; sie heift
symmetrisch, wenn AT = A. Genau dann ist 4 also hermitesch (symmetrisch),
wenn die von A (bezlglich irgendeiner Basis) definierte Sesquilinearform hermi-
tesch (symmetrisch) ist.

Eine hermitesche Matrix hei3t positiv definit, falls die von ihr (beziiglich ir-
gendeiner Basis) definierte Sesquilinearform positiv definit ist, und dhnlich tber-
tragt man die Begriffe negativ definit usw.

Man kann natirlich tber beliebigen Kdrpern von symmetrischen Matrizen
sprechen. Man kann einer n x n-Matrix A unmittelbar ansehen, ob sie hermitesch
ist. Ob sie darliber hinaus positiv definit ist und somit ein Skalarprodukt definiert,
kann man nicht ohne weiteres erkennen. Positive Definitheit lasst sich durch eine
Determinantenbedingung beschreiben.

Satz12.2. Sa A einehermiteschen xn-Matrix. Furi = 1,...,n sal A; dieMatrix

ain - aipg

air 0 4
Genau dannist A positiv definit, wenndet A; > Oistfari =1,...,n.

Wir Ubergehen den Beweis an dieser Stelle. Spater werden wir einen rechne-
risch besseren Test kennenlernen.
Grundlegend fiir das Folgende ist der Begriff der Orthogonalitét.

Definition. Sei ¢ = (, ) eine hermitesche Sesquilinearform auf dem K-Vektor-
raum V. Vektoren v, v' € V' heillen orthogonal, wenn (v, v’) = 0; wir schreiben
dannv L v'.

Wir werden am Ende dieses Abschnittes sehen, dass im Falle des Standardska-
larprodukts auf R? oder R* die soeben definierte Orthogonalitit wirklich bedeutet,
dal® v im Sinne der Elementargeometrie auf w senkrecht steht.

Fir eine Teilmenge S C V sei

St={veV:vLvfiralev e S}

Weil die Form hermitesch ist, gilt (v,v’) = 0 genau dann, wenn (v’,v) = 0.
Ferner Uberpriift man unmittelbar, dass S+ ein Untervektorraum von V ist. Fir
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Vi,...,V, € V qilt
{vi,..., vn}L = L(vy,..., vn)L.
\on nun an betrachten wir in diesem Abschnitt im Wesentlichen nur noch Ska-
larprodukte. Vektorrdume mit einem Skalarprodukt heiflen im Fall K = R eukli-

disch, im Fall K = C unitér. Wir sprechen im Folgenden einheitlich von euklidi-
schen K-Vektorraumen. Zunachst beachten wir, dass

UNnuU* = {0}

gilt, wenn V euklidisch ist: Fir v L v ist nur v = 0 moglich, wegen der positiven
Definitheit.

Sei ey, ..., e, die kanonische Basis des K”. Dann gilt fiir das Standardskalar-
produkt
0 i#/J,
(ei,ej) = 1 i .
1= ].

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass jeder endlichdimensionale euklidische Vek-
torraum eine Basis mit dieser Eigenschaft besitzt.

Definition. Eine Basis vy, ..., v, mit (v;,v;) = 0 flri # j heiflit Orthogonalba-
sis. Gilt dartiber hinaus noch (v;,v;) = 1 fliri = 1,...,n so nennt man sie eine
Orthonormalbasis.

Orthonormalbasen sind genau so gut wie die kanonische Basis von K": Wir
kdnnen die Darstellung eines Vektors durch Auswerten von Skalarprodukten be-
stimmen (und brauchen kein lineares Gleichungssystem zu l8sen):

w = (wa vl)vl + e + (wy vn)vn

furalle w € V,wenn vy, ..., v, eine Orthonormalbasis ist: Es gibt ja eine Darstel-
lung w = ayvy + -+ 4+ @, v, Und @; = (w, v;) folgt unmittelbar.
Satz 12.3. Sai V ein euklidischer Vektorraum und U ein Untervektorraum mit
dimU < oo.

(a) U besitzt eine Orthonormalbasisu, ..., u,.

(b) Fir dielineare Abbildung iy : V — U,

my() = (v,uu; +---+ (v,u,)u, furaleveV
gilt
rpw)=u firueU und ny(w)=0 < weU'
(c) Esgiltv —my(v) € UL fir allev e V.

(d) V ist direkte Summevon U und U+.
(e) my ist unabhangig von der Wahl der Orthonormalbasis.
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Beweis. Wir nehmen zundchst an, dass U eine Orthonormalbasis besitzt und be-
weisen die weiteren Behauptungen unter dieser Voraussetzung. Die Linearitét des
Skalarprodukts im ersten Argument zeigt, dass wy linear ist. Die Gleichung u =
(u,u)vy + --- + (u, u,)v, haben wir oben schon bewiesen, und dass 7y (w) = 0

fir w € U+ ist auch klar, denn (w, u;) = 0 furi = 1,...,n. Umgekehrt folgt aus
my(w) = 0, dass w L u; fiiralle 7, und damitist w € U+,
Es gilt

y(v — 7y (v) = 7y (v) — 7wy (ry (v)) = 7y (v) — 7y (v) =0
fur alle v € V, und damit v — 7y (v) € U+, wie soeben gezeigt.

Dass U N U+ = {0}, haben wir oben schon gesehen, und V = U + U+ folgt
aus der Zerlegung v = 7y (v) + (v — 7y (v)).

Die Unabhangigkeit von der Wahl der Orthonormalbasis ist nun auch klar, denn
jede lineare Abbildung auf V ist durch ihre Werte auf U und U+ eindeutig be-
stimmt.

Damit bleibt die Existenz der Orthonormalbasis zu beweisen. Wir verlagern
dies in den folgenden Satz. O

Das im folgenden Satz beschriebene Orthogonalisierungsverfahren von E.
Schmidt zeigt, dass jeder endlichdimensionale euklidische Vektorraum eine Ortho-
normalbasis besitzt.

Satz 12.4. Sa V ein euklidischer K-Vektorraumund vy, ..., v, eine Basisvon V.
S U; = L(vy,...,v)furi =1,...,n. Wr definieren sukzessiv

1
Wy = ——="1,
(v1,v1)
w; = v; — 1y, (v)),
1 ) L
Wj = —F———W; fur j > 1.
(wi, wi)
Dannist wy,...,w; fur j = 1,...,n eine Orthonormalbasis von U;. Speziell ist

wi, ..., w, eneOrthonormalbasisvon V.
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion tiber j. Fir j = 1istv; #
0 (v ist ja Element einer Basis). Somitist (vy, v{) > 0 und w; ein wohlbestimmtes
Element von V. Es gilt

{wr, wr) =<

1 / ! > (wy, wy)

7 Wy, 7 7 Wy ) = / /
\/(wl’w” v(w],w]> <w1’wl>
Fir j > 1 durfen wir per Induktion ausnutzen, dass U;_; eine Orthonormalba-

sis besitzt und daher die Aussagen des vorangegangenen Satzes gelten. Zu zeigen
bleiben die Gleichungen

= 1.

(wj,wi) =0 firi <j und (w]',w]'> = 1.

Die erste Aussage folgt aus Satz 12.3.
Wir haben beim Verfahren implizit unterstellt, dass w; # 0. Das ist auch be-

rechtigt, dennv; € L(wy, ..., wj_1,w;) = L(wi,...,w;_1, w;) nach Induktions-
voraussetzung tber L(wy, ..., w;—;, und w; # 0, weil sonstv; € L(vy,...,v;_1)
im Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit von vy, ..., v;. Dass nun (w;, w;) =
1 ist, folgt wie fiir j = 1.

Dass schlieRlich L(uy,...,u;) = L(w;,...,w;) ist, folgt aus der Indukti-
onsvoraussetzung und daraus, dass w; Linearkombination von vy, ..., v; ist und
umgekehrt v; Linearkombination von wy, ..., w;. O

Das Orthogonalisierungsverfahren liefert einen einfachen Test fir die positive
Definitheit einer Matrix: Man definiere einfach eine hermitesche Form auf K” mit-
tels A und versuche, mit dem Schmidtschen Verfahren eine Orthonormalbasis zu
bestimmen. Wenn die Matrix nicht positiv definit ist, muss irgendwann der Fall
{(w}, w;) < 0 eintreten. Andernfalls ist A positiv definit.

Angesichts der Aussagen in Satz 12.3 nennen wir U+ das orthogonale Kom-
plement von U. Wir ergénzen Satz 12.3 durch

Satz 12.5. Sa V ein euklidischer K-Vektorraum der Dimension n und U und W
seien Untervektorraumevon V.

(@) EsgiltU = (U1)*.

b)UcCW < WtcU"t

Beweis. (a) Aus der Definition der Orthogonalitat ergibt sich sofort U c (U+)*.
Nach (a) ist einerseits V = U @ U+, andererseits V = U+ & (U+)*. Somit muss
dim(ULY)* = dim U sein.

(b) Wiederum aus der Definition der Orthogonalitat folgt: U ¢ W = W+t C
U+. Somit gilt auch

wtcvut = U=UHrtcwht=w,

wobei wir (b) ausnutzen. O
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Skalarprodukte sind eine wichtige Grundlage der Geometrie, weil man mit ih-
rer Hilfe eine Abstandsfunktion einflihren kann, also Entfernungen“ messen kann.
Dies ist auch in unendlichdimensionalen Vektorrdumen wichtig, weil man mittels
der Abstandsfunktion Grenzwerte von Folgen und Stetigkeit von Funktionen de-
finieren kann. Daher kann die fehlende ,,Endlichkeit* durch Approximationen in
endlich vielen Schritten ersetzt werden.

Zundchst sagen wir, was die ,,Lange* eines \Vektors sein soll.

Definition. V sei ein euklidischer K-Vektorraum. Fir jedes v € V sei
vl = v{v,v)
die Normvon v.

Die wichtigste Aussage Uber die Norm ist die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung:

Satz 12.6. In einem euklidischen K-Vektorraum V' gilt fur allev, w € V:
[{v, w)| < [lv]lllw].

Beweis. Fiir w = 0 ist die Aussage trivial. Fiir w # 0setzenwir A = (v, w)/|w||?.
Dann ist
0<(v—Aw,v—Aw) = (v,v) — AMw, v) — A{v, w) + A {w, w)
w) | (wow)y{w, v)(w,w,)

(v, w)(w,v) (W, v){v,

= |v|* - -
|w|? |w|? w4
= o - ),
|wl]|
Folglich gilt | (v, w)|?> < ||v|*|w]?. m

Wir halten einige Eigenschaften der Norm fest:

Satz 12.7. In einem euklidischen K-Vektorraum V' gilt fur allev, w € V:
@ |lv] =0und |v|]| =0 < v =0,
(b) ||rv] = |r|||v] fur aller € K,
© llv+wl| < [lvll + [lwl.

Bewels. (a) und (b) sind trivial. Fir (c) argumentiert man mittels der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung. Man hat

o +wl? = (v +w, v +w) = v+ (v, w) + (w,v) + lw]]?,
(ol + lw)? = llvl? + 2l wl + [lwl?*.
Da
(v,w) + (w,v) = (v, w) + (v.w) = 2Rew, w) < 2|(v, w)| = 2[[[[wl,
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folgt die Behauptung. O

Sei K = Rund V = R>. Fir das Standardskalarprodukt ( , ) und v =
(51752753) ev gllt

Il = v{v.v) = & + & + &

Wenn wir den R* mit dem Anschauungsraum identifizieren und mit einem recht-
winkligen Koordinatensystem versehen, ist ||v|| nach dem Satz des Pythagoras ge-
rade der Abstand zwischen 0 und v. Dies legt nahe, in einem beliebigen euklidi-
schen Vektorraum die Norm eines Vektors als ein Ldngenmal} zu interpretieren.
Der Abstand zwischen zwei Vektoren ist dann die Lange des Differenzvektors:

Definition. Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Der Abstand von v und w ist
dv,w) = |jv—w].

Eigenschaften der Norm lassen sich nun leicht als Eigenschaften des Abstands
interpretieren:

Satz 12.8. V sai ein euklidischer Veektorraum. Dann gilt fur alleu, v, w € V und
r € K:

@ d(v,w)>0undd(v,w) =0 <— v =w,

(b) d(v,w) = d(w,v),

(c) dlv,w) <d(v,u) + d(u, w) (Dreiecksungleichung)

(d)dv+u,w+u)=d w)

) d(rv,rw) = |r|d(v, w).

Die Eigenschaften (a), (b) und (c) besagen gerade, dass d eine Metrik auf V'
ist. Die in (d) beschriebene Eigenschaft nennt man Translationsinvarianz von d.
Beweisvon 12.8. (a) und (b) sind trivial. Wegen

dv,w) = llv—w| =[lv-—u+u—w]|
<lv—ull + lu —w| = d(,u) + du, w)
gilt (c). Teil (d) wiederum ist trivial und (e) folgt aus
lrv—rwll = [lr(v —w)|| = |rllv—w]. O

Der folgende Satz zeigt, dass ein Vektor v € V von allen Vektoren eines Un-

tervektorraums U am besten durch ny (v) ,,approximiert* wird:

Satz 12.9. Sai V ein euklidischer Vektorraumund U C V' ein endlich-dimensio-
naler Vektorraum. Sei 7 : V' — U die orthogonale Projektion auf U. Dann gilt

d(v,u) > d(v, n(v))

fur allev € V.undu € U mitu # = (v). Mit anderen Worten: = (v) ist dagenige
Element von U, dessen Abstand von v minimal ist.
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Beweis. Es gilt
(v—m(),7r(v) —u) =0
weil v — 7(v) € ULt und w(v) —u € U. Also ist
lo —ul® = (v =7 (v) + 7 (v) — ull?
= Jlv =7 ()[* + [l (v) — ul?
> v =z ()]*.
Esfolgtd(u,v) = ||[v—u| > ||lv =7 )| = d(v, 7 (v)). O

Satz 12.9 steht in Ubereinstimmung mit der anschaulichen Geometrie, bei der
wir z.B. das Lot von einem Punkt P auf die Gerade g féllen, wenn wir den P
nachstgelegenen Punkt P’ auf g bestimmen wollen:

P

Satz 12.9 ist ein wichtiges Hilfsmittel der Approximationstheorie. Als Beispiel
betrachten wir den Vektorraum V' der auf [0, 2] stetigen Funktionen f : R — R
mit dem Skalarprodukt

21

(f.g) = f(x)g(x)dx.

0

Bei der Analyse von Schwingungsvorgéangen ist es wichtig, f durch ein ,trigono-
metrisches Polynom®

N N
pn(xX) =ap+ Y arcoskx + Y bysinkx
k=1 k=1

anzunahern. Die Funktionen
co(x) =1, cx(x) =coskx, sip(x)=sinkx, k=1,...,N;

bilden eine Orthogonalbasis des von ihnen erzeugten Untervektorraums von V/,
allerdings keine Orthonormalbasis. Gemél 12.9 wahlt man py als die orthogonale

Projektion von f aufdenvoncy,...,cy,S1,...,5n erzeugten Untervektorraum:
N
(f,5K)
PN = Sk
1, XZ: (cecr) Z (K, Sk)

k=1
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Wegen

2 2 2
/ ldx = 2m, (coskx)’dx = (Sinkx)?dx = firk > 1
0 0 0
ergeben sich die ,,Fourierkoeffizienten®
1 2 1 2
ag = — f(x)dx, ap=— f(x)coskx dx,
27 0 T Jo
1 27
by = — f(x)sinkx dx k=1,...,N.
T Jo

Fir geometrische Anwendungen ist es wichtig, dass man mit Hilfe des Skalar-
produkts Winkel bestimmen kann.

Definition. Sei V ein euklidischer R-Vektorraum. Der Offnungswinkel Z(v, w)
zwischen Vektoren v, w € V ist gegeben durch

Z(v,w) = arccos( . w) )

[oi{fw]

Diese Definition ist sinnvoll, denn das Argument des Arcuscosinus liegt wegen
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung stets zwischen —1 und 1. Der Wertebe-
reich des Arcuscosinus ist das Intervall [0, z]. Folglich liegt Z(v, w) stets zwischen
0 und 7. ,,Orientierte Winkel“, bei denen die Reihenfolge von v und w eine Rolle
spielt (und deren Werte dann im Intervall [0, 2] liegen), kann man erst definieren,
nachdem man die von v und w erzeugte Ebene durch 0 mit einer ,,Orientierung”
versehen hat. Das soll hier nicht weiter verfolgt werden.

Dass die obige Definition des Winkels mit der elementar-geometrischen tber-
einstimmt, folgt aus dem Kosinussatz 12.10. Insbesondere ist dann auch unsere
Definition von ,,orthogonal* elementar-geometrisch gerechtfertigt.

Satz 12.10. Fur alle Vektoren v, w eines euklidischen R-Veltorraums gilt
lv —wl? = Jvl* + [lwl* = 2[lv ]| |w] - cos £ (v, w).
Dies folgt durch einfache Rechnung aus der Definition.

<

Z(v,w)
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Um einem Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums eine
Matrix zuzuordnen, missen wir erst eine Basis fixieren. Wie diese Matrix aus-
sieht, hangt (fast immer) von der Wahl der Basis ab. In diesem Abschnitt ist es
unser Ziel, zu einem gegebenen Endomorphismus f eines endlichdimensionalen
K-Vektorraums V eine Basis von V' zu bestimmen, beziiglich der die Matrix von
f eine moglichst einfache Gestalt hat.

Bevor wir diese Aufgabe angehen, untersuchen wir, wie sich die Matrix beim
Ubergang von einer Basis zu einer anderen dndert. Dazu miissen wir Ubergangs-
matrizen definieren.

Definition. Seien vy, ..., v, und v},..., v, Basenvon V. Die Matrix M = (u;;)
des Ubergangs von vi,...,U, 2Uy,...,0, (in dieser Reihenfolge!) ist gegeben
durch die Koeffizienten mit denen wir v,..., v, als Linearkombinationen von
V1, ..., 0, beschreiben:

n

/ .

v; = E Mij Vi j=1,...,n.
i=1

Wir kdnnen dies auch so ausdriicken: M ist die Matrix der identischen Abbil-
dung auf V' beziiglich der Basen vi, ..., v, und vy, ..., v, (in dieser Reihenfolge!).

Satz 13.1. Sgen V und W endlichdimensionale K-\Vektorraume, f : V — W sa
eine lineare Abbildung, und vy, ..., v, und wy, ..., w, seien Basen von V bzw.
W.Sa A dieMatrix von f beziglich dieser Basen.

Seienv),...v, undwi,..., w!, weitereBasen. Sei C die Matrix des Ubergangs
vonvy,...,v, ZUvy,...,v,, undsei D die Matrix des Ubergangsvon Wi, ..., W
uwy,...,w,. Dannist

B = DAC

die Matrix der Abbildung idy o f oidy = f bezuglichv{,... v, undwj,..., w,

Dies folgt unmittelbar aus Satz 10.3. Fir den Spezialfall eines Endomorphis-
mus erhalt man

Satz 13.2. Sei V en endlichdimensionaler K-Vektorraum, f sei ein Endomor-
phismus von V. und vy, ..., v, und vj,...v, seien Basen von V. Sai A die Ma-
trix von f beziglich vy,...,v,, C die Matrix des Ubergangs von vy,...v, zu
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vy, ..., v, und B die Matrix von f beziglich vy, ... v,. Dann gilt
B =CAC™,
Beweis. Wir bezeichnen die Matrix des Ubergangs von Vis... Uy ZU VY, ..., Uy

zunachst mit D. Nach Satz 13.1 ist CD die Matrix von idy beziglich vi,..., v}.

Also gilt CD = I, und es folgt D = C~'. Nun missen wir nur Satz 13.1 auf f
anwenden. O

Bevor wir uns dem schwierigen Problem der Endomorphismen zuwenden, be-
trachten wir lineare Abbildungen f : V — W. Die wesentliche Vereinfachung
besteht darin, dass wir Basen in IV .und W unabhéngig voneinander wahlen konnen.

Satz 13.3. S& K ein Korper, V' seien endlichdimensionale K-Vektorraume und

f : V. — W enelineare Abbildung. Dann existieren Basen vy, ..., v, von V' und
wi, ..., w, von W,sodassdie Matrixvon f beziglichvy,...,v, undw,...,w,
gerade

istmit r = rang f.

Bewels. Esgiltr = rang f = dimBild /. Wir wéhlen eine Basis wy, ..., w, von
Bild f und erganzen sie durch w, 1, ..., w, zu einer Basis von W. Dann wéhlen
wirvy,...,v, € Vso,dass f(v;) = w;. EsgiltdimKern f = dim V' —dimBild f
gemal 9.6. Daher kdnnen wir eine Basis von Kern f mit v, .4, ..., v, bezeichnen.
Wir haben bereits beim Beweis von 9.6 gesehen, dass nun vy, ..., v, eine Basis
von V ist.

Bezuglich der Basen vy, ..., v, und wy, ..., w, besitzt f gerade die behaup-
tete darstellende Matrix. O

Matrizen von linearen Abbildungen f : V' — W besitzen also beziiglich ge-
eigneter Basen eine sehr einfache Gestalt. Fiir Endomorphismen stehen wir vor
dem Problem, dass nach jeder Wahl von C auch C~! festliegt. Wir nahern uns
im Folgenden dem Problem an, ohne es in diesem Abschnitt vollstdndig 18sen zu
kdnnen.
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Sicherlich wird man eine Diagonalmatrix als ,,einfach® ansehen. Nehmen wir
einmal an, f besaRe beziglich vy, ..., v, Diagonalform,

d, 0
0 d,
sei die Matrix von f. Danngiltfiri =1,...,n
S(i) = div;,
v; wird also von f auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet.

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum und £ ein Endomorphismus von V. Wenn
firveV,v#0,
f) =2Av
mit A € K gilt, heiRt v ein Eigenvektor und A der zugehorige Eigenwert von f.
Genau dann ist 0 ein Eigenwert von f, wenn f nicht injektiv ist, und die Ei-
genvektoren zum Eigenwert O sind gerade die von 0 verschiedenen Elemente des

Kerns.
Genau dann gilt f(v) = Av, wenn

(Aid—f)(v) =0,
denn (Aid—f)(v) = (Aid)(v) — f(v) = Av — f(v). Die Eigenvektoren zum
Eigenwert A sind also die von 0 verschiedenen Elemente des Untervektorraums
E,(f)=Kern(Aid—f).

Wir nennen E) (f) den Eigenraum von f zum Eigenwert A. Die Dimension von
E; (f) heil’t geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A.

Der folgende Satz informiert uns ber die Beziehungen zwischen den Eigen-
raumen und die Zahl der moglichen Eigenwerte.

Satz 13.4. S V ein Vektorraum der Dimension » und f ein Endomor phismus
von V. Seien Ay, ..., A, paarweise verschiedene Eigenwerte von f und U =
Ey (f)+ -+ Ey,(f). Danngilt
(@) U istdiedirekte Summevon E;,(f),..., E;, (f),
U=Ey(f)®-® E),(f).
(b) Speziell ist /L, dim Ej, (f) < dimV und erstrecht m < dim V.

Beweis. Dass U direkte Summe der E, (/) ist, heil3t ja folgendes: Die lineare
Abbildung

E,\l(f)@..-@EAm(f)%V, (V1yer oy V) > U1+ oo + Uy,
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bildet die ,.externe” direkte Summe E;,(f) @ --- @ Ey,,(f) isomorph auf U ab.
Nach Definition von U ist U das Bild. Fir die Injektivitat ist zu zeigen:

v+--4+v,=0 — Vi,...,0, = 0.

Wir beweisen dies durch Induktion Gber m. Im Fall m = 1 ist die Behauptung
trivial. Sei m > 1. Es gilt

0= f(vl + -+ vm) = AV + o+ AU
Damit ergibt sich mittels Subtraktion von A, (vy + -+ 4+ v,,) = O:
(Al - Am)vl + e+ (Am—l - Am)vm—l = 0.

Auf vy = (A1 — AV, ..., 0y, = (Ap—1 — Am)VUpm—1 kOnnen wir die Indukti-
onsvoraussetzung anwenden, und wegen A; — A,, # 0 fiir i # m ergibt sich dann
V1,...,Uu—1 = 0undsomitauch v,, = 0.

Teil (b) folgtaus >/~ dim E,,(f) = dimU <dimV. U

Fur die Bestimmung der Eigenwerte beachten wir, dass die Definition von
E, (f) fur beliebiges A € K Sinn ergibt. Es gilt offensichtlich

A Eigenwertvon f <=  E3(f)#0 <= Aid—f nichtinjektiv.

Wir wahlen eine Basis vy,...,v, von V. Sei A die Matrix von f beziiglich
Vi,...,V,. Dannist A1, — A die Matrix von A id — f, und genau dannist A id — f
nicht injektiv, wenn rang(A 1, — A) < n, dquivalent, wenn

det(Al, — A) = 0.
Mit A = ((Xl‘j) ist

A—Olll — 12 — U1
—02]
A, — A=
—Cn—1n
—0y1 e ~pp—1 A — Oy

Die Leibnizsche Entwicklung der Determinante zeigt uns, dass
det(Al, — A) = A"+ co A" 1+ 4 ¢

eine polynomiale Funktion von A ist. Wir erweitern den Korper K zum Korper der
rationalen Funktionen K(X). Dann kdnnen wir die Determinante
X—Olll — 12 — U1
det(XI, — A) =det| ~— !
—Up—1n
—Up e —Opp—1 X —Qyy
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bilden. Es gilt
det(XI, —A) = X"+ c,1 X" '+ -+ ¢
und
det(A1, — A) = (det(X1, — A))(A).

Definition. Sei A eine n x n-Matrix. Das Polynom

x4 = det(X1, — A)
heil3t charakteristisches Polynomvon A.

Wie wir gesehen haben, ist y4 ein normiertes Polynom vom Grad ».

Sei wy,...,w, eine weitere Basis von V. Dann ist f bezlglich wy,...,w,
durch die Matrix

B =CAC™!

gegeben, wobei C die Matrix des Ubergangs von vy, ..., v, ZU Wy, ..., w, Ist. ES
gilt (det C)(detC ') = 1. Also ist

ya = det(X1, — A) = (detC)det(X1, — A)(detC 1)
= det(C(XI, — A)C~") = det(XCI,C ' —cAC™
= det(XI, — B) = x3.

Wir haben damit gezeigt:

Satz 13.5. Sai V einn-dimensionaler Vektorraumund f* ein Endomor phismus von
V. Dann besitzen alle Matrizen A, die f beziglich einer Basis von V' darstellen,
das gleiche charakteristische Polynom y 4.

Wegen Satz 13.5 diirfen wir y4 das charakteristische Polynom von £ nennen
und mit y, bezeichnen. Seine Nullstellen sind gerade die Eigenwerte von £

Eine zu Satz 13.5 dquivalente Aussage ist, dass dhnliche Matrizen das gleiche
charakteristische Polynom besitzen. Wenn wir von einer n x n-Matrix A ausgehen,
dann heiBen die Eigenwerte des von A beziiglich der kanonischen Basis von K"
dargestellten Endomorphismus £ die Eigenwerte von A. Entsprechendes soll fiir
die Eigenvektoren und Eigenrdume gelten.

Es ist unser Ziel, die Klassen ahnlicher Matrizen durch Invarianten zu beschrei-
ben. Eine Invariante, die wir nun gefunden haben, ist das charakteristische Poly-
nom. Zwei seiner Koeffizienten wollen wir uns néher ansehen. Sei

xa=X"+ca X"+ + e
Dann gilt
Co = XA(O) = det(OIn - A) = det(_A) = (—l)n det 4.
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Damit ist ¢, identifiziert. Nach der Leibnizschen Entwicklungsformel gilt
XA = Z S(TT)Yix(1) ** Var(n)

JTESn

wenn y;; die Koeffizienten von X7, — A bezeichnet. Einen Beitrag zu Cp1 X"
leistet i) . . . Yur(ny NUr dann, wenn mindestens n — 1 der y; ;) von der Form y;;
sind. Dann gilt aber auch () = j flir den n-ten Index j, so dal} ¢,,_; gerade der
Koeffizient von X"~ in

(X _0511) (X - ann)
ist. Mithin gilt also

Ch—1 = —011 — = — Opp.
Man nennt —¢,,_; = ay; + - -+ + o, die Spur von A.

Da zu einem gegebenen Endomorphismus f das charakteristische Polynom y
unabhéngig von der Wahl einer Matrix A fir £ ist, diirfen wir von der Determi-
nante und Spur von £ sprechen.

Wenn auch dhnliche Matrizen das gleiche charakteristische Polynom haben, so
ist die Umkehrung doch falsch. Die Matrizen

haben beide das charakteristische Polynom (X — 1)?2, aber die Einheitsmatrix ist
nur zu sich selbst @hnlich.

Ferner gilt dim E{(1;) = 2, aber dim E{(A) = 1. Obwohl in beiden Féllen
1 doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, haben die Eigenrdume
zum Eigenwert 1 verschiedene Dimensionen.

Den Zusammenhang zwischen der Dimension von E; ( ) und der Vielfachheit
von A als Nullstelle von x, nennt der néchste Satz. Aullerdem gibt er ein einfaches
Kriterium fir Diagonalisierbarkeit: Ein Endomorphismus heif3t diagonalisierbar,
wenn er beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix dargestellt
wird; eine Matrix hei3t diagonalisierbar, wenn sie zu einer Diagonalmatrix dhnlich
ist.

Satz 13.6. Sa f ein Endomor phismus des endlichdimensionalen K -Vektorraums
V. Seen Aq,..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwertevon f und ey, ...,
e, ihre ielfachheiten als Nullstellen von y .
(@) EsgiltdimE, (f) <e furi =1,...,m.
(b) Folgende Aussagen Uber f* sind &quivalent:
(1) f ist diagonalisierbar.
(i) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von f.
(iii) xr zerfallt in Linearfaktoren, und es gilt dim £, (f) = ¢; furi =
1,...,m.
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Beweis. (a) Sei A ein Eigenwert. Wir wahlen eine Basis vy, ..., v, von E,(f)
und ergdnzen sie zu einer Basis vy,...,v, von V. Die Matrix von f bezlglich
V1, ..., U, hat dann die Gestalt
( A O --- = \
4=10 A

N P

Sukzessive Entwicklung von det(X 1, — A) nach den Spalten 1, ..., r ergibt

Xr=xa=X-1)"-¢
mit einem Polynom g € K[X]. Daraus folgt unmittelbar Teil (a).
(b) Die Aquivalenz von (i) und (ii) haben wir bereits zu Beginn des Abschnitts
gesehen. )
_ Wenn f eine Basis aus Eigenvektoren vy, ..., v, mit den Eigenwerten Ay, .. .,
A, besitzt, gilt
Xr=X—=24)- (X —24,),

Xy zerfallt also in Linearfaktoren. Unter 4;,..., A, kommt A; genau ¢;-mal vor.
Alsoistdim E;,(f) > e; und danndim E;, (/) = e; gemal (a). Dies beweist die
Implikation (ii) = (iii).

Die Umkehrung (iii) = (ii) ergibt sich aus 13.4: Wenn dim E;,(f) = e; fur
i =1,....,mund yr in Linearfaktoren zerfallt, dann ist

Y dimE; (f) =) e = grad y; =dimV.
i=1

i=1
Mit den Bezeichnungen von 13.4 gilt also
V=U=E,(f)& & Ey(f). u
Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 13.6:

Satz 13.7. Sai f ein Endomorphismus des K-Vektorraums V mitn = dimV <
oo. WWenn y» n paarweise verschiedene Nullstellen besitzt, so ist f diagonalisier-
bar.

Zur Bestimmung der Eigenwerte haben wir die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms zu ermitteln.

Wenn uns dies gelungen ist, finden wir den Eigenraum zu einem Eigenwert
A als Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems: Wenn A die Matrix
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von f beziglich einer Basis vy, ..., v, ist, so bilden die Losungen des homoge-
nen linearen Gleichungssystems (A7, — A, 0) gerade die Koordinatenvektoren der
Eigenvektoren von f zum Eigenwert A bezlglich vy, ..., v,.

Bei den folgenden Beispielen ist der betrachtete Endomorphismus stets der von
der jeweiligen Matrix A beziiglich der kanonischen Basis des K" bestimmte En-
domorphismus.

(@) K = Q (oder R oder C)
a=X—-1)2-4=X2-2X-3
1 —4 Eigenwerte: A, = —1, 1, =3
A= (_1 1 ) Basis von E_;(4): (1,1/2)
Basis von E3(A4): (1,—1/2)
A ist diagonalisierbar.

(b) K =R,
a_ (01 xa=X>+1
—\=1 0 A besitzt keinen Eigenwert.
(c) K =C,
X4 = X241
0 1 Eigenwerte: A} =i, A, = —i
A= 10 Basis von E;(A): (1,1),

Basisvon E_;(A): (1,—i).
Die Matrix A ist also tber C diagonalisierbar, besitzt aber keinen reellen

Eigenwert.
(d) K beliebig,
|1 xa=(X—1)7
A= ( ) Eigenwert: A, = 1.
01 Basis von E;(A4): (1,0).

Uber keinem Korper K ist A diagonalisierbar.
Wir rechnen noch ein etwas komplizierteres Beispiel:

-1 2 -1
A=|1 0 -1
-1 =2 -1
X+1 =2 1
ya=det] -1 X 1 =X’ +2X>—-4X —38
1 2 X +1

= (X -2)(X +2)>°

Eigenwerte: A, =2, A, = —2.
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Losen des linearen Gleichungssystems (27, — A, 0):

3 =2 1|1 2 3|1
-1 2 1|0 4 4
I 2 3]0 -8 =8

Basisvon E,(A):v = (—1,—1,1).
Losen des linearen Gleichungssystems (—217,, — A, 0):

-1 -2 1|1 42 -1
-1 -2 1{0 0 O
I 2 -1{0 0 O

Basisvon E_,(A): w; = (-2,1,0), w, = (1,0, 1).

Wir betrachten noch kurz die Falle K = C und K = R. Da nach dem Funda-
mentalsatz der Algebra jedes nicht konstante Polynom f € C[X] eine Nullstelle
besitzt, hat jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen C-Vektorraums 1/
mindestens einen Eigenwert (aulRer im trivialen Fall V' = {0}):

Satz 13.8. Sai V ein C-Vektorraummit 0 < dimV < oound f : V — V en
Endomor phismus. Dann besitzt / einen Eigenwert.

Dass die Aussage von 13.8 fiir K = R nicht gilt, haben wir oben gesehen. Es
gilt aber folgender

Satz 13.9. Sa V ein R-Vektorraummit 0 < dim V' < oo und f* ein Endomorphis-
musvon V. Dann tritt einer der folgenden Falleen:

(@) f besitzt einen Eigenwert;
(b) esexistieren vy, v, € V, nicht beide = 0, und «, B € R mit

f(v1) = avy — B,
f(v2) = Bui + avs,
Soezidl gilt f(U) C U fur U = L(vy, v,).

Beweis. Wir missen zeigen, dass der Fall (b) eintritt, wenn y, keine reelle Null-
stelle besitzt. Die Kernidee der folgenden Uberlegung ist, V zu einem komplexen
Vektorraum zu erweitern und dann 13.8 auszunutzen. Wir reduzieren dazu die Be-
hauptung zunéchst auf den Fall V' = R”. Dann kdnnen wir als komplexe Erweite-
rung einfach C" wahlen.

Dass es gentigt, den Fall V' = R” zu betrachten, liegt einfach daran, dass V' =
R” fur n = dim V. Wir begriinden dies aber etwas ausfuhrlicher. Sei¢ : V — R”
ein Isomorphismus. Dann ist

g=¢o fog!



106 Abschnitt 13

ein Endomorphismus von R”. Wenn wir uy, u, € R" mit g(u;) = au; — Buy,
g(uz) = Buy + au, finden, so gilt, wie man direkt ausrechnet, die Behauptung (b)
mitv, = o '(u;),i =1, 2.

Wir brauchen also nur den Fall V' = R” zu untersuchen. Dazu betrachtet man
R” als reellen Untervektorraum von C”. Zum Zwecke der Rechnung ist es sinnvoll,
die komplexe Konjugation mittels (zy, ..., z,) = (z1,...,Z,) auf C" zu erweitern.

Firalle A € C, w € C” gilt dann Aw = Aw, und fur w,, w, € C" ist
wy + wy = Wy + Wy.

Nachdem wir R” in C" eingebettet haben, missen wir auch f noch auf C”
ausdehnen. Jedes w € C” besitzt eine eindeutige Darstellung w = x + iy mit x,
y € R". WieimFall n = 1 setzt man Rew = x, Imw = y. Wir setzen einfach

fw) = fx)+if().

Dann ist, wie man Ieicrlt nachrechnet, f ein C-Endomorphismus von C”.
Nach 13.8 besitzt f einen Eigenwert A = « + i8 € C. Sei w = x + iy ein
Eigenvektor zu diesem Eigenwert. Dann ist w wegen

f@) = fx)—if(y) = f(w) =Aw = 2w
ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A. (Dabei haben wir ausgenutzt, dass

f(x) = f(x), f(y) = f(y) wegen f(x), f(y) € R")

Wir setzen nun

1
vy = Rew = E(w + w)

1
v, =Imw = 2—i(w—ﬁ).

Dann gelten die Gleichungen in (b) mita = Re A, = ImA. l

Wir haben uns als Ziel gesetzt, moglichst einfache Matrizen fiir Endomorphis-
men zu finden oder, was auf das Gleiche hinauslduft, Matrizen nach Ahnlichkeit
zu klassifizieren. Dieses Ziel ist in einer einsemestrigen Vorlesung nicht zu errei-
chen. Wir wollen aber wenigstens fur den Korper C (und jeden anderen algebra-
isch abgeschlossenen Korper) eine Losung dieses Problems angeben, die Jordan-
sche Normalform. Eine quadratische Matrix soll Jordan-Block zum Eigenwert A
heif3en, wenn sie von der Form

(A 0 v .- 0\
|
0

HS
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ist. Zum Beispiel ist

S = W
—_ U O
wm O O

ein Jordanblock zum Eigenwert 5.
Der Satz von der Jordanschen Normalform lautet dann:

Satz 13.10. Sai V ein C-Vektorrraum der Dimension n. Zu jedem Endomor phis-

mus f von V gibt es eine Basis v;...,v, von V, so dass die Matrix von f
beziglich v, . . ., v, sich aus Jordanblcken J; in der Form

Jl 0 0

0 - : :

N ¢

0o --- 0 J,

zusammensetzt. Die Anzahl der Jordanblocke zu einem Eigenwert A von f ist
dim E;,(f).

Ein Beispiel flr eine Matrix in Jordanscher Normalform. Wir geben dabei nur
die Jordanbldcke voll an; die restlichen Felder sind mit 0 zu fullen.

(500 \

1 50
015
30
1 3
\ y
Satz 13.10 sagt uns nur, wieviele Jordanblocke zum Eigenwert A vorhanden
sind, nicht aber wie groR diese sind, und auch nicht, wie man die Jordansche

Normalform eines Endomorphismus (oder einer Matrix) bestimmen kann. Wir
erldutern dies hier ohne Beweis; er ergibt sich leicht aus Satz 13.10. Sei

a; = dimKern(f — A id)¥, k=1,....n,
by = ay,
bk = ay — di— k> 2,

cr = by — by k>1.

(Mit ( f =X id)* ist natiirlich die k-fache Verkettung von # —A id mit sich selbst ge-
meint.) Dann ist b, die Anzahl der Jordanblocke zum Eigenwert A mit mindestens
k Zeilen und ¢, die Anzahl der Jordanbldocke mit genau k& Zeilen.
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Wir haben oben gesehen, dass Matrizen das gleiche charakteristische Polynom
haben kdonnen, obwohl sie nicht ahnlich sind. Der Satz von der Jordanschen Nor-
malform zeigt aber, dass nur endlich viele Ahnlichkeitsklassen im charakteristi-
schen Polynom Ubereinstimmen: Sobald die Eigenwerte vorgegeben sind, kann
man nur endlich viele Matrizen in Normalform bilden.



ABSCHNITT 14

Bilinearformen und Sesquilinearfor men

Im diesem Abschnitt betrachten wir Bilinear- und Sesquilinearformen (ber be-
liebigen Korpern und versuchen, den Satz (iber die Existenz von Orthogonalbasen
moglichst weitgehend zu verallgemeinern.

Im Folgenden ist K ein beliebiger Korper mit einem Automorphismus «, fir
den o> = id gilt. Solche Automorphismen heifen involutorisch. Im Anschluss an
den wichtigsten Fall, in dem K = C und « die komplexe Konjugation ist, schreiben
wir x flr a(x). Falls @ = id ist, sprechen wir von Bilinearformen.

Die anfangs des Abschnitts 12 eingefiihrten Begriffe tibertragen sich nun un-
mittelbar. Insbesondere konnen wir wieder von hermiteschen Sesquilinearformen
oder symmetrischen Bilinearformen sprechen. Wie in den speziellen Fallen des
letzten Abschnitts ordnet man einer hermiteschen Sesquilinearform ( , ) auf dem
Vektorraum V' die quadratische Form

Q) =({v,v), wveV,

zu. Satz 12.1 zeigt, dass sich die Form (, ) fast immer aus Q rekonstruieren l&sst,
namlich dann, wenn « # id ist (wir finden dann ein B € K mit 8 # B) oder
char K ## 2 ist (in Teil (b) von Satz 12.1 muss man durch 2 teilen).

Orthogonalitét definiert man wie in Abschnitt 12. Aber ein Begriff wie ,,positiv-
definit* macht nur Sinn, wenn man die Werte von ¢ der GrolRe nach vergleichen
kann. Dies ist zum Beispiel schon fir Bilinearformen {ber C nicht mehr méglich.
Einen gewissen Ersatz bietet der folgende Begriff:

Definition. Eine hermitesche Sesquilinearform ¢ auf V' hei3t nicht ausgeartet,
wenn aus (v, v’y = 0 fur alle v" € V folgt, dass v = 0 ist, mit anderen Worten,
wenn V4 = {0} ist.

Im Folgenden sagen wir, ¢ sei auf einem Untervektorraum U von V' nicht aus-
geartet, wenn die Einschrankung von ¢ auf U eine nicht ausgeartete Sesquilinear-
form auf U ist.

Satz 14.1. S8 V ein Vektorraum der Dimension » und ¢ eine hermitesche Ses-
quilinearform auf V. Auf dem Untervektorraum U von V' sei ¢ nicht ausgeartet.
Dannist V direkte Summevon U und U .
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Beweis. Seiuy,...,u, eine Basis von U. Wir betrachten die lineare Abbildung
vV —->K', v = ((vul)(vur))
Genau dannist ¢ (v) = 0, wenn (v,u;) = 0flri = 1,...,r. Mitanderen Worten:
Ut = Kemn.

Darangy < r,istdimU+ =n —rangy > dimV —r.
Nun nutzen wir aus, dass ¢ auf U nicht ausgeartet ist. Dies bedeutet

UNnU* ={0}.
Folglich ist
dimU+ =dimU + UY) —dimU +dimU N U+ <dimV —r.
Insgesamt gilt dim U+ = dim V — r. Ferner folgt dimU + U+ = dim V/, so dass
U+U+t=V. O

Wie im Fall der Skalarprodukte nennen wir (wenn ¢ auf U nicht ausgeartet ist)
U+ das orthogonale Komplement von U. Jedes v € V lasst sich auf eindeutige
Weise in der Form

v=u+4+u mit uelUu €U+t

darstellen. Die durch 7y : V — U, w(v) = u, gegebene lineare Abbildung von V
nach U heil3t auch jetzt orthogonale Projektion von V auf U.

Wir kdnnen nun den Satz von der Existenz einer Orthogonalbasis beweisen.
Eine Orthogonalbasis vy, ..., v, von V zeichnet sich dadurch aus, dass

v; L v;j fur i 75 j
Satz 14.2. S8 o # idg oder char K # 2. Dann existiert zu jeder hermiteschen

Sesquilinearform ¢ auf elnem endlichdimensionalen Vektorraum V' eine Orthogo-
nalbasis.

Bewels. Wir argumentieren per Induktion. Im Fall dim V' = 1 ist die Behauptung
trivialerweise richtig. Seidim V' > 1. Wenn (v,v) = Ofirallev € V,soist ¢ =
0 gemaR Satz 12.1, und jede Basis von V ist eine Orthogonalbasis. Andernfalls
wahlen wir v € ¥ mit (v,v) # 0. Dannist V = L(v) @ L(v)* gemaR 14.1. Nach

Induktionsvoraussetzung besitzt L(v)* eine Orthogonalbasis v, ..., v,. Dann ist
aber vi = v, v,,..., v, eine Orthogonalbasis von V. O
Mit Hilfe einer Orthogonalbasis l&sst sich die orthogonale Projektion leicht be-
schreiben. Sei V = U @ U+. Wenn u; . .., u, eine Orthogonalbasis von U ist, so
ist (u;,u;) # 0 flralle i (sonst wire u; € U+), und es gilt
v, u v, U,
2y (v) = (v, u1) it (v, u;) 5

(ui, ur)

(up,u,)
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Der Beweis von Satz 14.2 lasst sich zu einem effektiven Verfahren zur Bestim-

mung einer Orthogonalbasis ausbauen. Sei vy, ..., v, eine Basis von V.

(@) Wenn (vy,v;) =0flri = 1,...,n ist, genigt es eine Orthogonalbasis von
L(vy,...,v,) zu bestimmen.

(b) Wennesein j mit (v;, v;) # 0gibt, dirfen wir annehmen, dass (v;, vi) # 0
ist, nachdem wir v; und v; vertauscht haben. Dann setzen wir flri =2,...,n

v = v — {vi, v1) |
l (vi,v1)

Dannist v; L vy flri = 2,...,n,und vy, v),..., v, bilden eine Basis von V.
Somit ist v}, ..., v, eine Basis von L(v;)*, und wieder geniigt es, eine Orthogo-
nalbasis von L(v5, ..., v;) zu bestimmen.

(c) Es bleibt der Fall, in dem (v;,v;) = 0 fur j = 1,...,n, aber ein k mit
(v1, vr) # 0 existiert. Wir tberlegen uns zuerst, dassesein b € K mita(b) # —b
gibt. Wéare namlich b = —a(b) fur alle b € K, so ware speziell 1 = «(1) = —1,
und damit char K = 2; sodann wiurde folgen, dass b = —a(b) = «(b) fir alle
b € K, und gerade diesen Fall haben wir ausgeschlossen.

Seia = b/{vg,vy). Dann ist

(v1 + avg, vy + avg) = alvg, vy) + ala)(vy, vi)
= a(vg, v1) + a(@)a({vg, v1)) = b + a(b) # 0.
Wir ersetzen vy durch vy + av; und befinden uns dann wieder im Fall (b).
Als spezielles Beispiel betrachten wir den Fall K = C mit der komplexen

Konjugation, V' = C* und ¢ gegeben beziiglich der kanonischen Basis durch die
Gramsche Matrix

0
A= 1

—_—O =
O_\N.

—l1
Zunachst tritt der Fall (c) ein mit {(e;,e;) = 1 # 0. Wir kdbnnen 5 = 1 wahlen.
Dann ist ¢ = 1 und wir betrachten die Basis
el = e + ey, e, e3.

Es qilt (e}, e]) = 2, so dass

, (€2, €1)

1 1
e =e)— @ i>e§ =e)— 5(61 +e) = 5(62_61)’
(e3,e)) 1—i 1—i 1—i
e§:e3—<i’e;>ei:eg— 3 (e1 +er) = — 5o = e, + es.
Es bleibt eine Orthogonalbasis von L (e}, e5) zu bestimmen. Wegen
1 1 1
/’ ! = — — s — = — —1 — 1 = ——
(2. €0) = Jlea—erer—er) = o ( ) =3
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befinden wir uns direkt im Fall (b). Wir setzen somit

_lee)

"o
63_63_<e£’eé>2
Co1240/2(1 1
=e; — 7_1/2 (562 — 561)
I T T+i  14i
=7 e — 7 e + e3 + > € — 5 el

= —e| +iey+ e3.
Ergebnis insgesamt:
1
el + ez, 5(82 —e1), —e1+iex+e3
ist eine Orthogonalbasis von C? beziiglich ¢.

An dieser Stelle missen wir eine Aussage nachholen, die vielleicht schon in
Abschnitt 12 héatte stehen sollen, namlich zu beschreiben, wie sich die Gramsche

Matrix bei Basiswechsel ér)_dert. Seien vy,...,v, und vy,...,v, Basen von V,
und sei M die Matrix des Ubergangs von v},..., v, ZU vy, ..., v,. (Zur Erinne-
rung: Dies ist die Matrix der identischen Abbildung auf V' beziiglich der Basen
v],..., U, und vy,..., v, indieser Reihenfolge!)
Satz 14.3. Seien nun vy, ..., vy und v, ..., v, Basen des K-Vektorraums V. Sei
M die Matrix des Ubergangsvon vy, ..., v, ZUvy, ..., v,.

Mit diesen Bezeichnungen gilt: Wenn A die Gramsche Matrix der Sesquiline-
arform (, ) beziglich vy, ..., v, ist, soist

B=M"AM

die Gramsche Matrix von ( , ) beziiglich vy, ..., v;.

Bewels. Firv = &v; +--- 4+ §,v, ist

(El,...’én) = (Ei”g_-’;)MT’

wenn (&, ..., ) der Koordinatenvektor von v beziglich v}, ..., v) ist. Analog ist
A
: =M\ : |,
My Ty
so dass mit w = njvy + -+ + nv, = V) + - 4 0, gilt:
i A
(vw) = (Er,.... 804 | =E.....5pMTAM | 2 ). O
— —/
r’)’l r’l’l

Satz 14.3 berechtigt uns zu folgender Definition:



Bilinearformen und Sesquilinearformen 113

Definition. Zwei hermitesche n x n-Matrizen A, B tiber dem Korper K mit Invo-
lution « heiBen kongruent, wenn sie beziiglich geeigneter Basen die gleiche her-
mitesche Form auf K" repréasentieren, wenn es also eine invertierbare n x n-Matrix
M mit

B=M"AM"
gibt. (Dabei gehe M * aus M durch komponentenweise Anwendung von « hervor.)

Dass die zweite Beschreibung zur ersten daquivalent ist, folgt aus Satz 14.3.
Wir nutzen diesen Satz nun, um zu zeigen, dass der Rang der Gramschen Matrix
unabhéngig von der gewéhlten Basis ist.

Satz 14.4. Sai (, ) eine hermitesche Sesquilinearform auf dem endlichdimensio-
nalen Viektorraum V. Dannist der Rang der Gramschen Matrixvon ( , ) (beziglich
einer beliebigen Basis) gleich der Dimension jedes Untervektorraums U von V,
der maximal ist hinsichtlich der Eigenschaft, dass (, ) | U nicht ausgeartet ist.

Beweis. Wenn M eine n x n-Matrix des Ranges # ist, so besitzen auch M " und
M*“ den Rang »n und daher gilt
rang M " AM® = rang A

fir jede n x n-Matrix A. Also ist der Rang der Gramschen Matrix unabhdngig von
der Wahl der Basis.
Sei U einer der im Satz genannten Untervektorrdume. Nach 14.1 gilt V =

U @ U+, eine Orthogonalbasis u1, . . ., u, von U und eine Orthogonalbasis up, ...,
u/,_, von U~ ergeben eine Orthogonalbasis uy,...,u,,u},...,u,_, von V. Es
muss (u;,u;) # 0seinfiri = 1,...,r; andernfalls wére u; € U~+. Andererseits
muss (u;,u;) = 0seinfuri =1,...,n —r,dennsonst ware U' = U & L(u})
ein Untervektorraum, auf dem ( , ) nicht ausgeartet ist. Insgesamt: Die Gramsche
Matrix von (, ) bezlglich uy, ..., u,, v, ..., u,_, hatden Rangr. O

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir den Satz von der Existenz einer Or-
thogonalbasis in den wichtigsten Spezialféllen verfeinern. Sei ¢ eine hermitesche
Sesquilinearform auf V und vy, ..., v, eine Orthogonalbasis von V. Die Form ¢
ist durch die Werte a; = (v;,v;),i = 1,...,n, vollstandig bestimmt.

Wir nehmen zunédchst einmal an, ¢ sei symmetrisch. Wenn es ein b € K mit
b?> = a; gibt, so kdnnen wir im nichttrivialen Fall a; # 0 das Basiselement v;
durch (1/b)v; ersetzen. Fir dieses gilt

1 1 1 ( ) 1
—Vi, 7V )| = 75\V;, Vi) = L.
b b b?

Zum Beispiel konnen wir in C aus jedem Element die Wurzel ziehen, so dass
wir stets eine Orthogonalbasis vy, ..., v, finden kdnnen, bei der {(v;,v;) = 1 fir
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i =1,...,rund (v;,v;) = 0 flrr + 1,...,n gilt; dabei ist r der Rang einer
Gramschen Matrix von ¢.

Satz 14.5. Sai ¢ eine symmetrische Bilinearform auf dem n-dimensionalen C-Vek-
torraum V. Dann existiert eine Basis vy, ..., v, von V, beziglich der die Gram-
sche Matrix von ¢ folgende Form hat:

(o

Dabei istrang 4, =r.

Wir konnen Satz 14.5 nun auch so formulieren: Jede symmetrische Matrix A
uber C ist zu einer der Matrizen A, kongruent; dabei ist r = rang A. Die ,,Invari-
ante”, die den Kongruenz-Typ einer symmetrischen n x n-Matrix tiber C bestimmt,
ist einzig ihr Rang.

Sei nun K = R. Wieder betrachten wir den symmetrischen Fall. Nun kdnnen
wir zwar nicht beliebig Quadratwurzeln ziehen, aber zu jedem a € R, a # 0, gibt
esein b € R mit

a=>b> oder a=-b%

Wenn (v;, v;) = a ist, so gilt

! ! =1 oder ! ! = —1
bvlabvl_ bvlabvl_ .

Im Fall K = C, o = komplexe Konjugation, gilt fiir jedesv € V

(v,v) = (v,v) € R,

so dass wir wieder

! ! =1 oder ! ! =—1
bvlabvl_ bvlybvl_

erreichen kdnnen.

Satz 14.6. Sai ¢ eine komplex-hermitesche oder eine reell-symmetrische Sesqui-
linearform auf einem endlichdimensionalen Viektorraum V' Uber C bzw. R. Dann
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gibt es eine Orthogonalbasis von V', beziglich der ¢ die Gramsche Matrix

1
( 0 0 \
1
1
Apyg = 0 0
-

0 0 0

\ )

besitzt. Die Zahlen p der Eintrage 1 und ¢ der Eintrage —1 sind eindeutig durch
¢ bestimmt. Man nennt p den Tragheitsindex und p — ¢ die Signatur von ¢.

Satz 14.6 wird Tragheitssatz von Sylvester genannt. Es bleibt zu zeigen, dass
p und g durch ¢ eindeutig bestimmt sind. Bevor wir dies tun, formulieren wir
14.6 noch einmal als Aussage Uber Matrizen: Jede komplex-hermitesche (reell-
symmetrische) Matrix A ist zu genau einer der Matrizen A, , konjugiert. Der ,,Kon-
gruenztyp®* wird von zwei Invarianten bestimmt, ndmlich dem Tragheitsindex p
und der Signatur p — g (aus denen sich ja g wieder ergibt).

Satz 14.7. Sai ¢ komplex-hermitesch oder reell-symmetrisch. Wenn es eine Basis
Vi, ..., 0, VONV gibt, bezliglich der ¢ die Gramsche Matrix 4, , besitzt, so ist die
Zahl p durch die Dimension eines jeden Untervektorraums U von V' gegeben, der
maximal ist hinsichtlich der Eigenschaft, dass ¢ auf U positiv definit ist.

Aus Satz 14.7 folgt sofort, dass p eindeutig bestimmt ist. Dies gilt dann auch
fur g, da p 4+ g der Rang der Gramschen Matrix ist. (Man kann ¢ natirlich analog
14.7 charakterisieren.)

Beweisvon 14.7. Sei U einer der im Satz genannten Untervektorraume und d =
dimU. Wir setzen W = L(vy,...,v,) und W' = L(vp41,...,v,). Fir w =
Uyt 1Vpt1 + -+ + v, € W gilt
p+q
(w,w) = — Z affO.

i=p+1
Daheristw € U, fallsw # 0: U N W’ = {0}. Esfolgtd <dimV —dimW’ = p
(dadimV > dim(U + W’') =dimU + dim W),

Zum Beweis der Ungleichung p < d wahlen wir Orthogonalbasen u, ..., uy
und ug41,...,u, von U und U+ mit (u;,u;) € {0, £1}. Dies ist nach dem oben
Gesagten moglich. (Beachte, dass die Einschrankung von ¢ auf U nicht ausgeartet
ist.) Da ¢ auf U positiv definit ist, muss (u;,u;) = 1firi = 1,...,d gelten.
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Ferner kommen fur (u;,u;), i > d, nur die Werte 0 oder —1 in Frage; sonst wére

@ auf L(uy,...,uq,u;) positiv definit im Widerspruch zur Maximalitdt von U .
Fur U’ = L(ug41,...,u,) folgt nun wie oben W N U’ = {0}, so dass p =
dimW <dimV —dimU’' = d. O

In Satz 16.5 werden wir mit Hilfe der Eigenwerttheorie einen Satz (ber Or-
thogonalbasen hermitescher Sesquilinearformen tber C (mit Konjugation) und
symmetrischer Bilinearformen iber R bewiesen, der einerseits eine starkere Aus-
sage macht (die Orthogonalbasis zur gegebenen Form ist gleichzeitig orthogonal
beziiglich des Skalarprodukts), andererseits aber auch stérkere Hilfsmittel benutzt
(die Existenz von Eigenwerten). Wenn wir die Sétze verglichen, werden wir se-
hen, dass die Zahlen p und ¢ gerade die Anzahlen der positiven beziehungsweise
negativen Eigenwerte einer Gramschen Matrix der Form sind.
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| sometrien

In diesem Abschnitt wollen wir die Methoden und Ergebnisse des Abschnitts
13 auf spezielle Endomorphismen endlichdimensionaler euklidischer Vektorrdume
anwenden. Sei K wie in Abschnitt 12 einer der Korper R oder C und V' ein end-
lichdimensionaler euklidischer K-Vektorraum, also ein K-Vektorraum mit einem
Skalarprodukt ( , ).

Die linearen Abbildungen sind gerade diejenigen Abbildungen, die mit der ‘li-
nearen Struktur’ vertraglich sind. Nachdem wir eine Abstandsfunktion eingefiihrt
haben, konnen wir speziell die linearen Abbildungen betrachten, die abstandser-
haltend sind:

Definition. Seien V und W euklidische K-Vektorraume. Eine lineare Abbildung
f V. — W heillt Isometrie, wenn fir alle v, v" € V qilt:

d(f(v), f(v)) = d(v. V).

Im Sinne der elementaren Geometrie sind Isometrien also Kongruenzabbildun-
gen.

Die in der Definition genannte Bedingung l&sst sich etwas abschwéchen oder
verscharfen.

Satz 15.1. V, W seien euklidische Veektorraume, f : V — W sd eine lineare
Abbildung. Dann sind aquivalent:

(a) f isteinelsometrie;

(b) fur allev e Vist || f(v)| = |lv]I;

(c) fur allev, v’ € Vist (v,v") = (f(v), f(V)).

Beweis. (a) = (b): Dies ergibt sich aus der Definition mit v = 0.

(b) = (c): Esqilt (f(v), f(v)) = | fFW)|? = ||[v]|> = (v, v). Ferner ist die
Abbildung (v, w) — (f(v), f(w)) eine hermitesche Sesquilinearform, wie man
leicht Uberprift. Hermitesche Sesquilinearformen, deren zugehdrige quadratische
Formen Ubereinstimmen, sind nach 12.1 identisch.

(c) = (): Dies ist trivial. O

Dass jeder n-dimensionale euklidische Vektorraum V' eine Orthonormalbasis
besitzt, kdnnen wir nun auch so ausdrticken: Es gibt eine isometrische Isomorphie
f K" — V, wobei K" mit dem Standardskalarprodukt versehen ist. Ist ndmlich
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f eine solche Abbildung, so bilden die f(e;),i = 1,...,n, nach 15.1 eine Ortho-
normalbasis. Sind umgekehrt vy, ..., v, eine Orthonormalbasis, so ist

(f), f)) = <Za, flen. Z% (e)) >=Za,-a,-=<v v
i=1

furv =3Y"_, aie;, wenn wir f durch die Zuordnung e; — v; definieren.
Es ist klar, dass jede isometrische lineare Abbildung injektiv ist. Falls dim V' <
00, ist daher jede solche Abbildung f : V' — V ein Isomorphismus.

Bemerkung 15.2. Eine Isometrie zeichnet sich dadurch aus, dass sie linear und
abstandserhaltend ist. Vom Standpunkt der euklidischen Geometrie, die den Fall
K = R betrifft, ist die Forderung nach der Linearitat eigentlich unnatirlich, und
wird dort auch nicht erhoben, wenn man Kongruenzabbildungen betrachtet. Indes-
sen existiert hier gar kein Problem. Zwar ist nicht jede abstandserhaltende Abbil-
dung g linear, denn im allgemeinen ist g(0) # 0, aber dies ist das einzige Hinder-
nis: Wenn wir aber zu der durch f(v) = g(v)—g(0), v € V, definierten Abbildung
ubergehen, erhalten wir eine R-lineare Abbildung. Wir beweisen dies im folgen-
den. Zu zeigen ist, dass eine abstandserhaltende Abbildung f mit f(0) = 0 im
Fall K = R linear ist.
Die Gleichung d( f (v), f(w)) = d(v, w) impliziert

(f() = f(w), f(v) = f(w)) = (v —w,v—w)

fur alle v,w € V. Fir w = 0 resultiert ( f(v), f(v)) = (v,v) (hier nutzen
wir f(0) = 0 aus). Setzt man dies in die erste Gleichung ein, so ergibt sich
(f(v), f(w)) = (v,w) fir alle v,w € V. Mit einer einfachen Rechnung, die
wir uns ersparen, erhélt man nun fiir a, b € K

(flav +bw) —af(v) —bf(w), flav + dbw) —af(v) —bf(w)) = 0.
Folglichist f(av+bw)—af(v)—bf(w) = 0,also f(av+bw) = af(v)+bf(w),
wie zu zeigen war.

Im endlichdimensionalen Fall Iasst sich leicht an der Matrix von f beziglich
einer Orthonormalbasis tberpriifen, ob f eine Isometrie ist:

Satz 15.3. Sa V ein euklidischer K-Vektorraum endlicher Dimension und vy, .. .,
v, eine Orthonormalbasis von V. Dann sind aquivalent:
(@) f istenelsometrie.
(b) f(vy),..., f(v,) bilden eine Orthonormalbasis. _
(c) Die Matrix A von f beziiglich vy, ..., v, genugt der Bedingung ATA4 =
I,.

Beweis. (a) = (b) ergibt sich aus 15.1: { f(v;), f(v;)) = (vi, v;).
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(b) = (a): Seiv = >"/_, a;v; € V. Dannist

(f). f@)) =Y > ey (f()., f(v)) = D)o = (v.v).
i=1

i=1j=1
Also ist f eine Isometrie.
(b) & (c): Mit A = (oy;) qilt

(f (i), f(u)) = <Z ik Vi Zajlvj> =Y aud@(viv) =) adi.
i=1 j=1 i=1

i=1j=I1
Also ist ( f(v), f(v;)) gerade der Eintrag von ATA an der Stelle (k,[). Daraus
ergibt sich unmittelbar die Aquivalenz von (b) und (c). O
Definition. Eine n x n-Matrix iber K, die der Bedingung AT 4 = I,, geniigt, heift
im Fall K = R orthogonal,
im Fall K = C unitar.

Wir sprechen im Folgenden einheitlich von unitaren Matrizen tber K. Die De-
finition unitarer Matrizen lasst sich variieren:
Satz 15.4. Fur einen x n-Matrix tber K sind aquivalent:
(@) A istunitar.
(b) Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von K" beziglich des
Sandardskalar produkts.
(c) A hat den Rang 7, und esgilt A~' = 4.
(d) AT ist unitar.
(e) DieZeilenvon A bilden eine Orthonormalbasisvon K" beziiglich des San-
dardskalar produkts.
(f) AT hat den Rangn und esgilt (47)~! = A.

Beweis. Die Aquivalenzen (a) <= (b) und (d) <= (e) sind Umformulierun-
gen der Matrizengleichungen

ATA=1, bzw. (A4 =1,
Die restlichen Aquivalenzen ergeben sich aus
ATAd=1, &= AT =) — 4 4=1,.

Dabei benutzen wir die Gleichung (BC)T = C " BT und die Tatsache, dass BC =
I, genau dann gilt, wenn C invertierbar und B = C ! ist. O]

Bemerkenswert sind noch folgende Eigenschaften unitérer Matrizen:

Satz 15.5. (a) Fur jede unitéare Matrix A ist |det A| = 1. Speziell istdet A =
+1imFal K = R.
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(b) Dieunitaren n x n-Matrizen bilden eine Untergruppe der Gruppe der in-
vertierbaren n x n-Matrizen.

Beweis. (a) Wegen 1 = det/, = det(AT A) = (det A7) (det A) = (det A)(det A)
ergibt sich die Behauptung. (Dass det B = det B, folgt z.B. mit Entwicklung nach
der ersten Spalte und Induktion tber n.)

(b) Die Komposition f o g von Isometrien des K" (mit dem Standardskalar-
produkt) ist eine Isometrie; ebenso ist £~ eine Isometrie. Daraus folgt, dass das
Produkt unitarer Matrizen und die Inverse einer unitdaren Matrix unitér sind. (Dies
ergibt sich natirlich auch sofort aus 15.4). O

Wir wollen die Eigenwerttheorie von Isometrien studieren. Sie wird uns zeigen,
dass die aus der Anschauung entwickelten Vorstellungen Gber die Struktur von
Kongruenzabbildungen wirklich zutreffen. Dazu beweisen wir zundchst folgenden
Satz:

Satz 15.6. Sa f : V — V enelsometrie des endlichdimensionalen euklidischen
K-Vektorraums V. Dann gilt:

(a) Jeder Eigenwert von f hat den Betrag 1.

(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

(c) Sei U ein Untervektorraumvon V mit £(U) C U.Dannistauch f(U+) C
U+t

Beweis. (a) Sei A Eigenwert von f, und v ein Eigenvektor zu A. Dann ist

ol = 1@ = l[Av]l = Al [v].

Wegen |v]|| # 0 folgt |A| = 1.

(b) Seien v; und v, Eigenvektoren zu den Eigenwerten A, und A,, A1 # A,. ES
gilt

(v1,v2) = (f(v1), f(v2)) = (Av1, Aa02) = A1da(v1, v2).

Nach (a) ist A7 = X1/|A1]> = A;. Wegen X, # A, giltalso A4, # 1. Folglich ist
(U], U2> = 0.

(c) Da U endlichdimensional ist und f injektiv, muss f(U) = U sein. Fir
u € U, w € U+ haben wir

(u, f(w)) =0
zu beweisen. Wegen f(U) = U existierteinu’ € U mitu = f(u’). Also ist
(u, f(w)) = (), f(w)) = (', w) =0. O

Nun ist es sehr leicht, eine befriedigende Aussage uber die ,,Struktur” von Iso-
metrien komplexer Vektorrdume zu beweisen:
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Satz 15.7. Sa V en endlichdimensionaler unitarer C-Vektorraumund f : V —
V eine Isometrie. Dann existiert eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren
von f, und alle Eigenwerte von f haben den Betrag 1.

Beweis. Im Fall dimV = 0 ist nichts zu beweisen. Sei dim V' > 0. Da C alge-
braisch abgeschlossen ist, besitzt y» mindestens eine Nullstelle, f hat also einen
Eigenvektor v mit |Jv|| = 1. Sei W = {v}+. Dannist V = L(v) & W. Ferner gilt
nach 15.6 (c), dass (W) C W ist. Wir kdnnen also f zu einem Endomorphismus
von W einschranken. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt W eine Orthonormal-
basis aus Eigenvektoren von f | W. Zusammen mit v bilden sie eine solche Basis
von V.

Dass alle Eigenwerte von f den Betrag 1 haben, wurde in 15.6 schon festge-
stellt. O

Wir kdnnen Satz 15.7 auch matrizentheoretisch interpretieren. Eine unitére n x
n-Matrix A bestimmt beztiglich der kanonischen Basis e, ..., e, von C" und dem
Standardskalarprodukt eine Isometrie f. Die Ubergangsmatrix C von ey, ..., e,
zu der Orthonormalbasis gemaR 15.7 ist eine unitdre Matrix. Es gilt C~! = Cc'
und

B = CAC~' = CAC .

Also ist A beziiglich einer unitdren Ubergangsmatrix zu einer Diagonalmatrix &hn-
lich.

Wir kdnnen nattirlich nicht erwarten, dass Satz 15.7 auch im Reellen gilt. Z.B.
besitzt ja die orthogonale Matrix

=1

keinen Eigenwert in R. (Geometrisch ist der von A—beziiglich der kanonischen
Basis des R>—gegebene Endomorphismus eine 90°-Drehung um den Nullpunkt
als Zentrum.) Dieses Beispiel ist typisch im Sinn des folgenden Satzes:

Satz 15.8. Sai V en euklidischer R-Vektorraum der Dimension n < oo und f :
V — V enelsometrie. Dann besitzt 1V eine Orthonormalbasis vy, ..., v,, in der
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f durch die Matrix

o b,

dargestellt wird, wobei D; = coSa; —sing;

sin; COSq;
Die Zahl der Eintrage 1 ist p = dim E(f), die Zahl der Eintrage —1 ist ¢ =
dimE_;(f), und «y,...,a, sind bis auf die Reihenfolge eindeutig durch f be-
stimmt.

mto <o, <m,i =1,...,r.

Beweis. Wir argumentieren per Induktion iber dim V7, wobei wir zunédchst die Exi-
stenz einer solchen Matrixdarstellung von f beweisen. Im Fall dimV = 0 ist
nichts zu beweisen.

SeidimV > 0. Wenn f den Eigenwert 1 besitzt, wahlen wir v, als einen
normierten Eigenvektor zum Eigenwert 1. Nach 15.6 ist f(L(v;)*) C L(v;)*, so
dass wir die Induktionsvoraussetzung auf f | L(v;)* anwenden kdnnen. Wenn £
nicht 1, aber —1 als Eigenwert besitzt, wéahlen wir v, als normierten Eigenvektor
zum Eigenwert —1 und wenden wieder die Induktionsvoraussetzung auf L(v;)*
an.

Wenn f weder 1 noch —1 als Eigenwert hat, besitzt es tiberhaupt keinen Ei-
genwert, denn alle Eigenwerte von f haben den Betrag 1. Nach 13.9 gibt es aber
einen zweidimensionalen Untervektorraum U von V mit f(U) C U. Wir wahlen
eine Orthonormalbasis vy, v, von U. Sei

1= (0 2)
die Matrix von g = f | U bezuglich vy, v,. Die Matrix A ist orthogonal. Also ist
(1 0) A (a2—|—02 ab+cd)
01 ab+cd b*+d? )
Ferneristad — bc = detg = £1. Da g keinen Eigenwert besitzt, muss detg > 0

und somit ad — bc = 1 gelten. Es folgt
(a—d)?+b+c)=@+c*+ B>+ d* —2(ad —be) = 0.
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Mithinista = d, b = —c und

Wegen a? + ¢> = 1 existiert ein eindeutig bestimmtes o/, 0 < o’ < 2w, mit
a = cosa’, ¢ = sina’. Da A keine Eigenwerte besitzt, ist ¢ # 0; also sind die
Falle o’ = 0,7 ausgeschlossen. Im Fall 0 < o’ < = setzen wir « = «’, sonst
a = 2 —a’. Wenn wir im Fall 7 < «’ < 27 noch v, durch —v, ersetzen, ergibt
sich fir g stets die Matrix

coOSa —Sina .
. mito < o < .
sinad COS«

Um den Beweis der Existenz zu beenden, wenden wir die Induktionsvoraussetzung
auf U+ an.

Die Eindeutigkeit kdnnen wir am charakteristischen Polynom ablesen. Wir er-
halten

2 = (X = D?P(X + 1)?det(XI, — Dy)---det(X I, — D,)
= (X - DX + 1D)4(X*-2(cosa))X +1)---(X> —2(cosa,) X + 1).

Daraus und aus der Bedingung 0 < «; < 7 ergibt sich, dass p die Haufigkeit der
Nullstelle 1 von y ist, g die Haufigkeit der Nullstelle —1, und cos oy +i siney, . . .,
cos o, +i sin «, die Nullstellen positiven Imaginérteils von y r sind, wobei jede mit
ihrer Haufigkeit aufgefiihrt ist. Dass schliellich p = dim E (f),qg = dim E_{(f)
ist, folgt aus 13.6. O

Die Matrizen D; in 15.8 repréasentieren Drehungen der euklidischen Ebene um
das Zentrum 0. Wenn wir noch jeweils zwei Eigenwerte —1 auf der Diagonalen zu

Matrizen
-1 0
0 -1

zusammenfassen, kdnnen wir sagen, dass sich jede Isometrie f von V' aus Drehun-
gen und hochstens einer Spiegelung zusammensetzen l&sst. Die Spiegelung tritt
genau dann auf, wenn det /' = —1, &quivalent, wenn ¢ ungerade ist.

Solange man keinen ,,Drehsinn® in einer Ebene auszeichnet, l&sst sich jede Dre-
hung durch einen Winkel o mit 0 < o < & darstellen, und daher treten in 15.8 nur
solche Winkel auf.
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Selbstadjungierte Endomor phismen

Die Gramschen Matrizen A hermitescher Sesquilinearformen sind hermitesch,

d.h. es gilt 4' = A. Wir wollen nun die Endomorphismen studieren, die durch
solche Matrizen vermittelt werden. Die fiir sie gewonnenen Ergebnisse knnen wir
dann auf Sesquilinearformen anwenden.

Es kommt darauf an, die aus der Gleichung A' = A resultierenden Informa-
tionen strukturell richtig zu erfassen. Dies bereiten wir mit dem folgenden Satz
Vor.

Satz 16.1. Sai V ein euklidischer K-Vektorraum der Dimension n und vy, ..., v,
eine Orthonormalbasisvon V7.

(a) Zujedem Endomorphismus f von V' existiert ein eindeutig bestimmter En-
domorphismus g von V', so dass

(f(v),w) = (v, g(w)) furalev,weV.

(b) Wenn A dieMatrixvon f beziglich vy, ..., v, ist, soist 4 dieMatrix von
g.

Der Endomorphismus g heil3t der zu f adjungierte Endomorphismus. Man
sieht sofort, dass dann auch f zu g adjungiert ist. Ein Endomorphismus f heif3t
selbstadjungiert, wenn g = £ ist. Nach 16.1 (b) ist dies genau dann der Fall, wenn
A=A ist
Beweis von 16.1. Wir zeigen zunéchst, dass ein solcher Endomorphismus g exi-

stiert. Sei namlich g der durch A definierte Endomorphismus. Wir bezeichnen die
Eintrdge von 4 mita;;. Seienv = 37/ a;v; und w = 377, B;v; zwei Elemente
von V. Es gilt

" By
(v.w) =) ey = (on...on) |
i=1 B

P
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Dementsprechend ist

. B B
(v,g(w)) = (ay...0,)| A : =(a...00)A" | :
:311 Bn
o3 ! Bl
=14] : D = (f(), w).
oy B,
Die Eindeutigkeit von g ergibt sich, wenn man fir v und w die Vektoren v; und v,
einsetzt,i =1,...,n,j =1,...,n. O

Der folgende Satz zeigt uns, dass jeder selbstadjungierte Endomorphismus dia-
gonalisierbar ist.

Satz 16.2. Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer K-Vektorraumund f ein
selbstadjungierter Endomor phismusvon V. Dann existiert eine Orthonormalbasis
von V' aus Eigenvektoren von £, und alle Eigenwerte von f sind reell.

Der Beweis ergibt sich vollig analog zu dem von 15.7, wenn wir die 15.6 ent-
sprechende Aussage fiir selbstadjungierte Endomorphismen benutzen:

Satz 16.3. Unter den Voraussetzungen von 16.2 gilt:

(a) Jeder Eigenwert von f ist reell.

(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

(c) Sei U ein Untervektorraumvon V mit £(U) c U.Dannistauch f(U+) C
U+t

Beweis. Wir liberzeugen uns zunéchst, dass wir K = C annehmen dirfen, wenn
es noch nicht der Fall war. Sei also K = R. Wir wéhlen eine Orthonormalba-
Ssis vy, ..., v, In V. Beziglich dieser Basis wird f durch eine symmetrische Ma-
trix A dargestellt. Nun konnen wir einfach C” betrachten und den von A auf C”
definierten Endomorphismus. Fir Vektoren u,w in V, u = &uvy + -+ + &,v,,
W = MU+ -+ Moy gllt <v7 w>V = ((ély ) én)y (7]1’ SR nn))C"- Deshalb
ubertrédgt sich die behauptete Orthogonalitét in beide Richtungen.
@ ImFall f(v) = Avist

Ao, v) = (f(v),v) = (v, f(v)) = A(v,v).
Fiir v # 0 folgt A = A.
(b) Seien v, w Eigenvektoren von f zu den Eigenwerten A, u, A # w. Dann
gilt
AMv,w) = (Av,w) = (f(v), w) = (v, f(w)) = v, w).
Wegen A # u folgt (v, w) = 0.
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(c) Seiv e UL. Danngilt firalleu e U

(f(),u) = (v, f(u) =0,
weil f(u) € U undv € U+, Esfolgt f(v) € U+, wie behauptet. O

In Analogie zu der entsprechenden Interpretation von 15.7 kdnnen wir auch
16.2 matrizentheoretisch deuten. Wegen ihrer Bedeutung formulieren wir diese
Aussage explizit als Satz:

Satz 16.4. Zu jeder hermiteschen Matrix A Uber K gibt es eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren, und alle ihre Eigenwerte sind reell. Mit anderen Worten: A ist
beziiglich einer unitaren Ubergangsmatrix C zu einer reellen Diagonalmatrix D
ahnlich; esgilt

D =CAC™'=CAC' =(T)TACT.

Es ist unser Ziel, Satz 16.4 fiir die Theorie der hermiteschen Sesquilinearfor-
men und damit speziell fiir die symmetrischen Bilinearformen zu nutzen.

Die Gleichung in Satz 16.4 zeigt in Verbindung mit Satz 14.3, dass die hermite-
schen Matrizen A und D bei jeweils geeigneter Basiswahl die gleiche hermitesche
Sesquilinearform darstellen. In diesem Sinn wollen wir Satz 16.4 inerpretieren.
Damit die Ubergangsmatrizen auch wirklich ,passen®, miissen wir zu einer Gram-
schen Matrix A den durch AT vermittelten Endomorphismus benutzen, wie wir im
Beweis des folgenden Satzes sehen werden. Da das Skalarprodukt explizit nicht
mehr vorkommt, kénnen wir die Bezeichnung ( , ) fir die zu untersuchende her-
mitesche Form verwenden.

Satz 16.5. Sa V ein euklidischer K-Vektorraum endlicher Dimension. Sai (, ) ei-
ne (zusatzliche) hermitesche Sesquilinearform auf 1. Dann gibt es eine Orthonor-
malbasisvon V' (beziiglich des Skalar produkts), die zugleich eine Orthogonalbasis
for (, ) ist.

Beweis. Wir wahlen eine Orthonormalbasis wy, ..., w, von V. Sei A die Gram-
sche Matrix von {, ) beziiglich wy, ..., w, und f derdurch AT beziiglich wy, ...,
w, gegebene Endomorphismus. Mit 4 ist auch AT hermitesch, f also selbstad-
jungiert. Sei vy, ..., v, eine gemaf 16.2 existierende Orthonormalbasis von 1 aus
Eigenvektoren von f und C die Ubergangsmatrix von wy,...,w, ZU vy,..., U,.
Die Matrix von f beztglich vy, ..., v, ist dann die Diagonalmatrix
D=cCcA'C™.
Damit gilt

D=D" = H)4ACT = HT4AC
und gemal 14.3 ist D die Gramsche Matrix von (, ) beziglich vy,. .., v,. (Be-
achte, dass C ~! den Ubergang von vy, ..., v, ZU wy, ..., w, vermittelt.) O
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Bisher kannten wir die Existenz von Orthogonalbasen nur fiir Skalarprodukte.
Die Eigenwerttheorie hat uns geholfen, sie fiir beliebige hermitesche Sesquiline-
arformen zu beweisen. Dass man dieses Ziel auch anders erreichen kann, werden
wir spater sehen, wenn wir uns spezielle mit der Klassifikation von Bilinearformen
und Sesquilinearformen auseinandersetzen.
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Die Zerlegung von Polynomen

Wir haben in Abschnitt 4 Polynome (ber einem Korper eingefihrt und ins-
besondere Nullstellen von Polynomen betrachtet, die fiir die Eigenwerttheorie ja
wichtig sind. Die Nullstellen x, eines Polynoms f entsprechen den Teilern X — x,
von f. Im Folgenden missen wir fiir die lineare Algebra aber auch Teiler g von f
betrachten, deren Grad > 1 sein kann, und deshalb erweitern wir unsere Kenntnis-
se der Polynome zuné&chst. Wir haben von K[X] schon beildufig als Polynomring
gesprochen. Diese Terminologie fixieren wir jetzt.

Definition. Eine Menge R, die mit einer Addition + und Multiplikation - versehen
ist, hei3t ein Ring, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
(a) Multiplikation ist assoziativ.
(b) (R, +) ist eine abelsche Gruppe, deren neutrales Element wir mit O be-
zeichnen.
(c) Es gibtein Element 1 € R, 1 # 0, das neutral beziiglich - ist.
(d) Es gelten die Distributivgesetze

ab+c)=ab+ac und (a+b)c=ac+ bc
furallea, b, c € R.
Ist die Multiplikation zusatzlich kommutativ, so ist R ein kommutativer Ring.

Wir haben die Definition hauptsachlich deshalb eingeftigt, damit wir den Be-
griff des Ringes nun auch offiziell verwenden konnen. Wir wissen schon, dass
K[X] ein kommutativer Ring ist. Ein weiterer uns wohlbekannter Ring ist der Ring
Z der ganzen Zahlen. Beide sind hingegen keine Korper!

Wir haben in Abschnitt 4 die Division von Polynomen mit Rest eingefiihrt. Wir

wiederholen dies jetzt und fiihren den Beweis voll aus.
Wir formulieren dies als Satz und geben einen formal korrekten Beweis:

Satz 17.1. Sden f, g € K[X], g # 0. Dann existieren eindeutig bestimmte Poly-
nomegq, r € K[X], fur die

f=qg+r und r=0o0der gradr <gradg
gilt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz von ¢ und r. Fur f = 0 wéhlen wir
g =0undr = 0.Wenn f # 0, aber grad f < grad g gilt, setzen wir g = 0 und
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r = f.Firgradg = 0 setzenwirg = f/gundr = 0: ImFall gradg = O ist ja
gek.

Wir haben nun den Fall zu betrachten, indem grad g > O und grad f > grad g
ist. Daflir argumentieren wir per Induktion tber grad f, wobei wir den bereits
erledigten Fall grad f < grad g als Induktionsanfang benutzen.

Sei f =) ga; X undg =37 _b; X/, wobeim = grad f undn = grad g.
Sei ¢ = a,,/b,. Dann gilt grad f < grad f fiir

f=f—-cX""g

Wir kdnnen auf f die Induktionsvoraussetzung anwenden. Also existieren g, r €
K[X] mitr = 0 oder gradr < grad g, fir die

f=qg+r

ist. Dann folgt f = (cX™™ + §)g + r, und wir setzen g = c X" ™" + §.
Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass

f=qg+r und f=qg+nr
gilt. Dann ist
(91 —q2)g = r2—r1.
Wenn ¢, — g, # 0 ist, gilt grad(¢q; — g») > grad g. Zudem ist r, — r; # 0, aber

grad(r, — r1) < grad g. Dieser Widerspruch zeigt, dass g, = ¢, gilt. Dann folgt
aber auch ry = r,. O

Es ist aus der Schule bekannt, dass sich jede natlrliche Zahl n > 2 als Pro-
dukt von Primzahlen schreiben lasst und dass diese Darstellung im Wesentlichen
eindeutig bestimmt ist. Eine analoge Aussage gilt fiir Polynome, wie wir im fol-
genden zeigen wollen. Die Beweismethode greift in allen Ringen, in denen man
eine Division mit Rest hat. Solche Ringe nennt man euklidisch. Die wichtigsten
euklidischen Ringe sind Z und K[X].

Wir prézisieren zundchst unsere Terminologie hinsichtlich der Teilbarkeit.

Definition. Das Polynom f € K[X] teilt g € K[X], wenn ein & € K[X] mit
g = hf existiert; f heildt ein Teiler von g, g ein Vielfachesvon f. Wir schreiben
fls.

Wenn £ ein Teiler von g ist, so ist es auch Teiler eines jeden Vielfachen von g.
Ferner—und dies wird im folgenden hdufig benutz—teilt f alle Polynome ;g +
h,g», hy, hy, € K[X], wenn f sowohl g; als auch g, teilt. Schliel3lich: Wenn f | g
und g | f, so existierteina € K mit f = ag. Dies ist klar, wenn f = 0; dann
ist auch ¢ = 0 und wir kdnnen a € K beliebig wahlen. Ist f* # 0, /' = hg und
g = hf,soistauch g # 0. Es folgt grad / < grad g und grad f > grad g. Also
istgrad f = grad g und grad 4 = 0.
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Wir nennen f einen echten Teiller von g, wenn f | g, aber weder f € K
noch f = ag mita € K. Die echten Teiler von g sind im Fall g # 0 offenbar
diejenigen Teiler £, fir die 0 < grad f < grad g gilt.

Nun kdnnen wir sagen, welche Polynome den Primzahlen entsprechen:

Definition. Sei f € K[X], grad f > 1. Man nennt f irreduzibel, wenn f keine
echten Teiler besitzt.

Als Beispiel betrachten wir K = Q,
f=X"-4

Esgilt f = (X2—2)(X?+2)und X%—2, X?+ 2 sind irreduzibel iiber Q; keines
dieser Polynome besitzt ja eine Nullstelle in @, und ein Polynom des Grades 2 ist
offensichtlich genau dann irreduzibel, wenn es keine Nullstelle besitzt.

Wir konnen £ auch als Element von R[X] betrachten, wo es dann in der Form

f=X+V2)(X -V2)(X*+2)
zerfallt. Wenn wir dann zu C[X] libergehen, ergibt sich die Zerlegung
f=X+vV2)X-V2)X-iv2)(X +iv2)

in irreduzible Faktoren.
Dass sich jedes Polynom f positiven Grades als Produkt irreduzibler Polynome
darstellen l&sst, ist sehr einfach einzusehen.

Satz17.2. & f € K[X],grad f > 1. Dann existiereneina € K und irreduzible
normierte Polynome p4, ..., p, € K[X],n > 1, mit

f=api...pn.

Bewels. Da wir jedes Polynom durch Herausziehen des Leitkoeffizienten normie-
ren kdnnen, gendgt es zu zeigen, dass f eine Darstellung f = p;...p, mit
irreduziblen p; besitzt. Wir argumentieren per Induktion Gber grad 7. Im Fall
grad f = 1 ist f bereits irreduzibel. Wenn im Fall grad f > 1 f nicht irredu-
zibel ist, so kann man es in der Form gh mit grad g, grad 2 < grad f schreiben.
Auf g und £ lasst sich die Induktionsvoraussetzung anwenden. O

Der einzige Grund dafir, in 17.2 zu verlangen, dass die p; normiert sind, liegt
in der noch zu beweisenden Eindeutigkeit der p;. Wenn f € K[X], f # 0. und
a € K,a # 0, s0 besitzen f und af die gleichen Teiler und Vielfachen, sind also
fur die Teilbarkeitstheorie in K[X] gleichwertig. Unter allen Vielfachen a f gibt es
aber nur eine einziges normiertes Polynom.

Wir wollen nun zeigen, dass die Darstellung in 17.2 wirklich eindeutig ist. Dies
bedarf einiger Vorbereitungen, die aber auch fiir sich selbst genommen wichtig
sind.
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Satz 17.3. Seien f, g € K[X] Polynome, von denen wenigstens eines ungleich 0
ist. el
I ={uf +vg:u,veK[X]}.
(@) In I gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom 2 # 0 kleinsten
Grades.
(b) h teiltjedes p € I:

I ={wh:w e K[X]}.
(c) Jedes Polynom p, das sowohl f alsauch g teilt, teilt &.

Bewels. Da f # 0 oder g # 0, enthélt 7 von 0 verschiedene Elemente und dann
nattrlich auch normierte Polynome. Unter ihnen wahlen wir eines kleinsten Grades
und nennenes 4. Da h € 1, besitzt i eine Darstellung 7 = u f 4 vog. Wir zeigen
zunachst, dass (b) fur 4 gilt. Seie = uf + vg € I. Dann ist

e=qgh+r mit r =0oder gradr < gradh.

Ferner gilt

r=u-—quo)f +v—quygel.
Im Falle r # 0 mitdem Leitkoeffizientena € K ware a~'r ein normiertes Element
von I, was aber wegen grada~'r = gradr < grad & ausgeschlossen ist. Folglich
ist » = 0 und damit (b) bewiesen.

Sei nun 4’ ein beliebiges normiertes Polynom kleinsten Grades in 7. Nach dem
soeben Gezeigten ist 2’ = wh und ebenso & = w’h’. Es folgt ww’ = 1, speziell
w € K. Dah und A’ normiert sind, muss w = 1 sein. Damit ist auch (a) bewiesen.

Teil (c) ist offensichtlich richtig fir ein beliebiges Element von I:

plfiplg < pluf +vgfiralleu,v e K[X].
]

Definition. Das in 17.3 genannte Polynom £ heil3t der grofdte gemeinsame Teller
von f und g. Wir schreiben 4 = ggT(f, g). Wenn ggT(f,g) = 1 ist, heillen f
und g teilerfremd.

Wegen 17.3 (c) gilt speziell, dass 4 unter allen gemeinsamen Teilern von f
und g maximalen Grad besitzt. Die Berechnung des groRten Teilers erfolgt mit
dem Euklidischen Algorithmus (den man sogar zum Beweis von 17.3 heranziehen
kann). Sei etwa f # 0. Dann setzen wir ro = g, r; = f und definieren rekursiv
r; +1 mittels Division mit Rest durch

ricl =qiti +rig1, =1,

solange r; # 0. Dagradr; < gradr;_; < --- < gradr; = grad f, tritt dieser Fall
spatestens nach grad f Schritten ein. Sei also

T'n—1 = {4nln.
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Wir behaupten, dass r, = ggT( f, g) nach Normierung. Dazu geniigt es zu zeigen,
dass

ggT(ri’ri-F]):ggT(ri—]’ri) fur izl"*"n_l’ (*)
denn dann folgt
99T(g, /) = 99T(ro,r1) = 99T (r1,r2) = - = 99T (rp—1.7s)
= a_lrny

wobei a der Leitkoeffizient von r, ist. Die Gleichung (x) ergibt sich aber nun un-
mittelbar daraus, dass jeder gemeinsame Teiler von r;_; und r; auch gemeinsamer
Teiler von r; und r; ; ist und umgekehrt.
Ein Beispiel:
f=X"-1, =X 42X’ +X"+X+1.
Dann gilt

X H+2° + X2+ X+1=X-X*' - D+ QX3+ X>+2X + 1),
1 1 3 3
Xf—1=(=X—-- )X+ X?>+2X +1 —Zx*-2,
(2 4)( TAT AT H( 4 4
; 5 4 3., 3
Nach Normierung ergibt sich

99T (fig) = X* + 1.
Der groRte gemeinsame Teiler von f und g besitzt eine Darstellung der Form
uf + vg. Auch eine solche Darstellung kann man dem Euklidischen Algorithmus
entnehmen:
F'n = T2 —qn-1Tn-1= T2 — qu-1(rn—3 — qn-2rn—2)
= gn-17n—3 + (1 + gn-1gn-2)rn—2

usw. Die geschickte ,,Programmierung“ dieser Rekursion tberlassen wir dem Ho-
rer als Ubungsaufgabe.

Der Schlussel zur Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Faktoren ist das
»Lemma von Euklid“:

Satz 174. Sa f € K[X], f # 0. Wenn f das Produkt gh, g, h € K[X], teilt,
aber teilerfremd zu g ist, so teilt ' das Polynom g.
Beweis. Wegen ggT(f,g) = 1, qilt 1 = uf + vg mit geeigneten u, v € K[X].
Nach Voraussetzung existiert ferner ein w € K[X] mit gh = w/f . Es folgt
h=1-h=Wuf +vg)h= wuh+vw)f. ([
Wir ziehen eine spezielle Folgerung:
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Satz 17.5. S8 f € K[X] irreduzibel. Wenn f das Produkt g/ teilt, so teilt es
einen der Faktoren g und /.

Beweis. Wenn f 1 g, so sind f und g teilerfremd, denn der grofite gemeinsame
Teiler von f und g kann kein echter Teiler von f sein. (Hatte er die Form a f mit
a € K, sowirde f das Polynom g teilen.) Nach 17.4 teilt f daher A. l

Der Beweis der Eindeutigkeit der Zerlegung eines Polynoms in irreduzible Fak-
toren ist nun sehr einfach:

Satz 17.6. S& f € K[X], f # 0. Das Element ¢ € K und die normierten
irreduziblen Polynome py, ..., p, inder nach 17.2 moglichen Darstellung

f —_— apl oo pn
sind bis auf die Reihenfolge der p; eindeutig bestimmt.

Bewels. Wie so oft argumentieren wir per Induktion tiber grad /. Im Fallgrad f =
0 ist offensichtlich nur die Darstellung f = a mita = f moglich. Seigrad f > 1
und /' = bq,---q, eine weitere Darstellung von f mit » € K und normierten
irreduziblen g1, ..., qn.

Zundchst muss @ = b gelten, denn dieser Faktor ist in beiden Féllen der Leit-
koeffizient von f. Weiterhin teilt ¢; das Produkt p;--- p,. Mit 17.5 sieht man
sofort, dass ¢; eines der irreduziblen Polynome p; teilen muss. Da ¢; ¢ K und ¢,
auch kein echter Teiler von p; sein kann, folgt p; = rq, mitr € K. Wegen der
Normiertheit ergibt sich » = 1, so dass wir nach Umnumerieren von p, ..., p,
annehmen dirfen, dass g; = p;. Damit ist

P2 Pn=4q2-.-4m;

und auf dieses Polynom konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden. (Im
Fall » = 1 hat man p,--- p, = 1 zu setzen.) Es folgt n = m und ¢; = p; fir
i =2,...,n nach geeigneter Umnumerierung der p; (oder g;). O

Wie wir im Beweis von 17.6 gesehen haben, ist insbesondere jeder irreduzible
Teiler von f bis auf Normierung eines der p;.

In der Analogie zur Terminologie fiir den Ring Z nennen wir die Zerlegung
von f gemaR 17.6 die Primzerlegung von f. Im Allgemeinen muss man damit
rechnen, dass p; = p; qilt flr einige Indizes i, j. Wenn wir die jeweils gleichen
unter den p; zusammenfassen, so ergibt sich (nach eventueller Umnormierungen)

f=api*...pom
mit p; # p; furi # j. Wirsagen, p; teile f mit der Vielfachheit ;. Sei ¢; = p;’;
dann ist

f=aq...qm,
und diese Darstellung von f nennen wir die Primarzerlegung.
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Wir machen einige Bemerkungen zu den Fallen K = C, R und Q. Vorweg
lasst sich sagen, dass die Bestimmung der irreduziblen Faktoren eines Polynoms
ein sehr schwieriges Problem ist, das wir nicht eingehend diskutieren konnen.

Im Fall K = C sind einzig die linearen Polynome X — z, z € C, normiert
und irreduzibel, weil nach dem Fundamentalsatz der Algebra jedes nicht konstante
Polynom tber C eine Nullstelle besitzt. Dies haben wir schon in Satz 5.4 festge-
halten. Uber C l4uft die Primzerlegung eines Polynoms also auf die Bestimmung
seiner Nullstellen hinaus.

Im Fall K = R sind die normierten irreduziblen Polynome ebenfalls leicht zu
nennen. Wir haben sie in Satz 5.5 schon benannt: Neben den linearen Polynomen
sind es die vom Grad 2 ohne Nullstelle in R.

Die irreduziblen Polynome tber @ kann man nicht explizit angeben. Wenn
man die Irreduzibilitdt eines Polynoms f € Q[X], f = Y_/_,a; X", nachwei-
sen will, multipliziert man es zundchst mit dem Hauptnenner der a; (bezogen auf
die gekirzte Bruchdarstellung der a;). Danach dirfen wir a; € Z annehmen und
ferner, daR 1 der groRte gemeinsame Teiler von ay, ..., a, ist. Wegen des folgen-
den Lemmas von Gaul3, das wir ohne Beweis angeben, gentigt es dann, tiber Z zu
arbeiten, so dass man die Teilbarkeitstheorie in Z ausnutzen kann:

Satz17.7. S8 f = > ! ,a; X' € Q[X] mit ganzzahligen Koeffizienten a;, deren
groféter gemeinsamer Teiler 1 ist. Genaudannist f irreduzibel, wenn essich nicht
inder Form f = gh darstellen lasst, wobel g, & Polynome positiven Grades mit
ganzzahligen Koeffizienten sind.

Als ein sehr einfaches Beispiel betrachten wir
f=X+2X*+2X 1.
Wenn £ nicht irreduzibel tber Q ist, gibt es eine Darstellung
X3 4+2X3 42X —1 = (b,X>+ b1 X + bo)(c1 X + <)

mit b;, ¢; € Z. \Wegen byc; = 1 dirfen wir b, = ¢; = 1 annehmen. Dann ist —cy
eine Nullstelle von f. Wegen bsco = —1 gilt ¢co = 1 oder ¢o = —1. Keine dieser
Zahlen ist aber eine Nullstelle von f! Folglich ist f irreduzibel.
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Der Satz von Cayley-Hamilton. Das Minimalpolynom

Sei K ein Korper. Wir betrachten eine n x n-Matrix A. Von A kdnnen wir die
Potenzen A° = I,,, A' = A, A> = AA usw. bilden und von diesen Linearkombi-
nationen

apA" + a,_ A"V + -+ aol,.

Sei p = a, X" 4+ --- 4+ a das entsprechende Polynom tber K. Dann bekommen
wir a, A" +-- -+ aol, einfach dadurch, dass wir fiir X die Matrix A einsetzen und
ao als ao I, interpretieren:

p(A) = a,A" +---+a1A + apl,.

Als Beispiel betrachten wir A = (; é

P(A)=2A+Iz=(é g)+((1) (1)):(2 ‘1‘)

Fur p = X2 — X — 6 ergibt sich

o= aon= (1 2) () (6 9)=(02)

Das Polynom X2 — X — 6 ist nicht zufallig gewahlt: Es ist das charakteristische
Polynom von A! Wir sehen, dass zumindest diese Matrix A Nullstelle ihres eigenen
charakteristischen Polynoms ist. Der beriihmte Satz von Cayley-Hamilton, den wir
in diesem Abschnutt beweisen werden, besagt, dass dies in der Tat fiir jede Matrix
richtig ist.

Fir das Einsetzen von Matrizen in Polynome gelten die gleichen Rechenregeln
wie flr das Einsetzen von Elementen aus K:

(p +q)(A) = p(4) + q(A),
(p-q)(A) = p(A)q(A).
Da p-q = q- p ist, folgt speziell, dass p(A) und g (A) beztglich der Multiplikation

kommutieren. Diese unscheinbare Beobachtung ist grundlegend fur die folgenden
Abschnitte.

). Fur p = 2X + 1listdann
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Quadratische Matrizen représentieren Endomorphismen. Wie von einer Matrix
kdnnen wir von einem Endomorphismus die Potenzen

fo=id fl=f fA=fof fi=fPof usw.
und von diesen Linearkombinationen
aoid+aif + -+ a, "

bilden. Sei eine Basis von V gewdhlt. Wenn dann A den Endomorphismus f
beziiglich dieser Basis darstellt, so wird 2 von 42, 3 von A3 usw. dargestellt.
Jede Linearkombination von Endomorphismen wird von der entsprechenden Line-
arkombination von Matrizen représentiert. Daraus folgt: Fir jedes Polynom p €
K[X] wird p(f) durch p(A) dargestellt. Daher kdnnen wir Polynome in f und
Polynome in A als gleichwertige Objekte betrachten. Sei f(U) C U fir einen
Untervektorraum U von V. Dann kdnnen wir f | U als einen Endomorphismus
von U auffassen, und fiir jedes p € K[X] gilt

p(f1U)=p() U

Dies uberprift man einfach, indem man links und rechts Elemente u € U einsetzt.

In Abschnitt 11 haben wir zu einer Matrix C = (y;;) die Matrix D = (g;;) mit
i = (—1)"*/ det C;; gebildet, wobei C;; aus C durch Streichen der j-ten Zeile
und i -ten Spalte hervorgeht. Wir wollen die Matrix D mit

Adj(C)
bezeichnen. Wir haben im Beweis von 11.11 gesehen, dass
(AdjC)-C = (detC) - I,

ist. Dies bleibt richtig, wenn wir C als eine Matrix wéhlen, deren Eintrdge Poly-
nome sind: Wir betrachten dann C einfach als Matrix iber dem Kdrper K(X).
Sei A eine n x n-Matrix Uber K. Dann gilt also

Adj(Xln - A)(Xln - A) = XA(In)-

Wir beachten, dass die Eintrdge von Adj(X 1, — A) Determinanten von (n — 1) x
(n — 1)-Untermatrizen von X1, — A sind. Da jeder Eintrag von X7, — A ein Po-
lynom hdchstens ersten Grades ist, sind die Eintrage von Adj(X 1, — A) Polynome
hochstens (n — 1)-ten Grades. Wir konnen also Adj(X 1, — A) darstellen in der
Form

X" 'B, | +---+ XB| + By.

Dabei sind By, ..., B, eindeutig bestimmte n x n-Matrizen {ber K.
Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir den Satz von Cayley-Hamilton:
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Satz 18.1. S V ein K-Vektorraum der Dimension n und vy, ..., v, eine Basis
von V. Sa f ein Endomorphismusvon IV und A seine Matrix beziglich vy, ..., v,.
Dann gilt

xr(f)=0 und  x4(4) =0.

Beweis. Da yy = y4istund y,4(A) folglich den Endomorphismus y (/') darstellt,
genugt es, y4(A) zu betrachten. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt

xa(ln) = Adj(X1, — A) (X1, — A)
= (By1 X" + -+ + Bo)(XI, — A)
= X"By1 + X" (By—2— By-14) + -+ + X(Bo — B14) — BoA.
Sei ya=X"+a, 1 X" ' +--- 4 ap. Dannist
xal) = X"y + any X" I + -+ + aol,.
Koeffizientenvergleich mit der vorangegangenen Gleichung liefert

B, = I,
B, »—B, 1A=a,_1,

BO _BIA = alln
—BoA = CZQIn.
Wir multiplizieren diese Gleichungen der Reihe nach von rechts mit A”, ..., A° =
I, und erhalten
B, A" = A"
Bn—ZAn_l_Bn—lAn:an—lAn_1

B()A —BlA2 = Cl]A
—BOA = CZQ]n.
Aufaddieren der Gleichungen liefert

0=A"+a,1A" " + -+ aol, = ya(A). O

Im Rahmen einer allgemeineren Theorie ist der Satz von Cayley-Hamilton ein
ganz natlrliches Ergebnis. In dieser Theorie ist es gerechtfertigt, fir die Unbe-
stimmte X in der Gleichung

die Matrix A einzusetzen, und dies haben wir auf Umwegen im Beweis von 18.1
auch erreicht.

Der Satz von Cayley-Hamilton gibt explizit ein Polynom p an, dessen Nullstel-
le eine gegebene Matrix oder ein gegebener Endomorphismus ist. Dass es Uber-
haupt solche Polynome p # 0 geben muss, kdnnen wir viel eichfacher einsetzen:
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Die Potenzen A° = 1,,, A!, A%, ... A", A*T!, ... sind samtlich Elemente des Vek-
torraums aller n x n-Matrizen. Dieser hat die Dimension n2. Also sind die n2 + 1
Matrizen A°, ..., A"* mit Sicherheit linear abhangig; es gibt ag, ..., a,2 € K mit

aopl, + 1A+ -+ anzA”2 =0,
fir die mindestens ein a; # 0 ist. Wir fligen diese Uberlegung ein um zu zeigen,
dass der folgende Satz unabhangig von 18.1 bewiesen werden kann.

Satz 18.2. Sai V ein K-Vektorraum der Dimension n und vy, ..., v, €ne Basis
von V. Sa f ein Endomorphismusvon V' und A dieihn beziglich vy, ..., v, re-
prasentierende Matrix. Sei

I ={peK[X]: p(f) =0} ={peK[X]: p(Ad) =0}.
Dann gibt esin I ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom ., “fir das jedes
Element von I ein Vielfachesvon pu ist.

Definition. Das in 18.2 auftretende Polynom p ist das Minimalpolynom von f
oder A. Wir bezeichnen es mit (. oder jiy.

Beweisvon 18.2. Dass I # {0} ist, folgt aus 18.1 oder der dem Satz vorangehen-
den Uberlegung. Ferner gilt fir jedes ¢ € K[X] und p € I, dass

(gp)(f) =4q(fHp(f) =0

ist. Wir wahlen nun in 7 ein normiertes Element i # 0 kleinsten Grades.
Sei p € 1. Dann ergibt Division mit Rest:

p=gqu+r mitr =0 oder gradr < gradpu.
Einsetzen ergibt

0= p(f) =q(Huf) +r(f)=rif).

Ware r # 0, so gabe es in I auch ein normiertes Polynom kleineren Grades als
i, was aber nach Wahl von p ausgeschlossen ist. Es folgt r = 0. Gébe es ein
zweites Element p” mit der im Satz geforderten Eigenschaft, so gilt © = pu’ und
u = qgu mit p, g € K[X]. Da pund p’ normiert sind und gleichen Grad haben,
folgt u = w'. O

Den Satz von Cayley-Hamilton kdnnen wir nun auch so ausdriicken: Das Mi-

nimalpolynom . teilt das charakteristische Polynom x,. Dies erlaubt uns, das
Minimalpolynom zu bestimmen. Zwei einfache Beispiele:

10 11
(o) 4= (0)

Esgilt y, = (X —1)2Dal,—1-1, = 0,hat man u;, = X — 1. Fur 4 ist
x4 = (X — 1) = yp,, aber A — 11, # 0. Folglich muss g = x4 = (X — 1)?
sein.
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Nach dem charakteristischen Polynom haben wir mit dem Minimalpolynom
eine weitere Invariante dhnlicher Matrizen gefunden. Allerdings kdnnen nicht ahn-
liche n x n-Matrizen durchaus in charakteristischem und Minimalpolynom tber-
einstimmen. (Man braucht dazu aber mindestens n = 4.)

Die Beziehung zwischen charakteristischnem und Minimalpolynom ist en-
ger, als es sich direkt aus dem Satz von Cayley-Hamilton ergibt. Wir beweisen
zundchst:

Satz 18.3. Sai V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f ein Endomor phis-
mus von V. Dann sind die Eigenwerte A von f die Nullstellen des Minimal poly-
noms fir.

Beweis. Da jr das charakteristische Polynom teilt, ist jede Nullstelle von 1/ ein
Eigenwert. Sei umgekehrt A ein Eigenwertund U = E,(f). Dannist f(U) C U
und das Minimalpolynom von f | U ist X — A. Da us(f | U) = 0 ist, folgt die
Gleichheit X — A = “riu | Hr. U

Den vorangegangenen Satz konnen wir auch so formulieren: 1 und s haben
die gleichen Linearfaktoren. Dass dies fir alle Primteiler entsprechend gilt, werden
wir spater sehen.
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Primar zerlegung

Es ist immer noch unser Ziel, eine moglichst einfache Matrixdarstellung fur
einen Endomorphismus f zu bestimmen. Die Strategie, die wir dabei im Folgen-
den anwenden werden, besteht darin, eine Zerlegung

V=Vi& -V,
zu finden, so dass f(V;) C V;. Wenn wir dann eine Basis von V' aus Basen von

Vi, ..., V, zusammensetzen, erhalten wir eine Matrix A von f in der Form
(4 \
0
A=
0
\ A.)

wobei A; die Matrix von f | V; ist.

Dabei sollen dann natiirlich auch A4, ..., A, so einfach wie mdglich sein. Um
dieses Ziel zu erreichen missen wir zwei Zerlegungsverfahren anwenden, die wir
in diesem und dem né&chsten Abschnitt entwickeln.

Die Eigenschaft f(U) C U kennzeichnen wir im Folgenden so:

Definition. Ein Untervektorraum U von V heift f-invariant, wenn f(U) C U.

Solche Untervektorraume haben nattrlich schon in den Abscnitten 13-16 eine
wichtige Rolle gespielt. In Abschnitt 18 haben wir die Endomorphismen p( f)
gebildet, wobei p € K[X] ein Polynom ist. Mit ihnen missen wir nun systematisch
rechnen. Wir setzen (bei festem f!)

pv = (p(f))) firvelV.

Auf diese Weise haben wir eine ,,Multiplikation“ K[X]x V — V definiert. Fir sie
gelten folgende Regeln:

lv=v
p(qv) = (pq)v
pv+w) = pv+ pw
(p+¢q)v=pv+qv
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fur alle v,w € V, p,q € K[X]. Die Multiplikation K[X] x V — V ist eine
Erweiterung der skalaren Multiplikation K x V' — V. Fira € K C K[X] gilt ja
av = (xid)(v) = av,
wobei wir links « als Element von K[X] in der Mitte und rechts als Element von
K betrachten.
Satz 19.1. V sei ein (endlichdimensionaler) K-Vektorraumund f ein Endomor-
phismus von K. Dann gilt:
(a) Ein Untervektorraum U C V ist f-invariant genau dann, wenn pu € U
furalleu € U, p € K[X].
(b) Fir jedes p € K[X] sind
Kern p = Kern p(f) und
pV = Bild p = Bild p(f)
f-invariant.
Beweis. (a) ,,<" Wenn pu € U fir alle p € K[X], so speziell Xu = f(u) € U.
= Wenn f(u) € U,so Xu € U.Dannistauch f(Xu) = X%u € U usw.
Esgiltalso X"u € U furallem € N,u € U. Da U ein Untervektorraum ist folgt
a;x'u e U furallea; € K und
(@ap+ - +an X" =au + a; Xu+---+a,X"u e U.
(b) Sei v € Kern p = Kern p(f). Dann ist

p(Hf W) = (pX)v = Xpv = f(p(f)(v)) = f(0) = 0.

Alsoist f(v) = Xv € Kern p.
Seiv € Bild p = Bild p(f), v = p(f)(w). Dann ist

f) = Xv = Xpw = pXw = (p(f))(f(w)) € Bild p(f). u

Der entscheidende Punkt im vorangegangenen Beweis ist die Vertauschbarkeit
von f mit den linearen Abbildungen p( f).

Der erste Typ der Zerlegung, den wir diskutieren wollen, resultiert aus der
Primfaktorzerlegung des Minimalpolynoms. Die hierfiir grundlegende Aussage ist

Satz 19.2. Sai V ein (endlichdimensionaler) Vektorraumund f ein Endomor phis-
mus von V. Seien U ein f-invarianter Unterraumvon 1V und F € K[X] en
Polynommit F(f) |U =0.S8 F = g, ...q, eneZerlegung von F in paarweise
teilerfremde Faktoren ¢;. Dann gilt

U=U&---dU, mit U; = (Kerng;) N U = Kerng;|U.

Die Unterraume U; sind f -invariant.
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Beweis. Wir fiihren eine Induktion tber r mit dem trivialen Induktionsanfang
r= 1.

Der Fall r = 2 ist entscheidend, wie wir sehen werden. Sei F = ¢,4,. Da ¢,
und ¢, teilerfremd sind, existieren a;, a, € K[X] mit

1 =aiq1 + axqs.

Firu € U ist
u=1lu =aqu + aqou.

Sei u; = argou und u, = a;qu. (Die Indizes sind mit Bedacht vertauscht.) Dann
ist

qiu1 = q1a2q2u = axq1qu = aFu =0

und ebenso g,u, = 0. Somit gilt u, € Uy, u, € U,. Es folgt der erste Teil unserer
Behauptung fir r = 2, namlich

U=U +U,.
Wir missen noch U; N U, = {0} nachweisen. Sei u € U; N U,. Dann ist
u = lu = (a1q1 + axq>)u = a;q1u + aq,u = a,0 + a,0 = 0.

Der allgemeine Fall des Satzes ergibt sich nun per Induktion. Wir setzen g, =
q>---¢q-. Dann sind ¢, und g, teilerfremd. (Kein Primfaktor von ¢; kommt ja in
einem der ¢,, ..., g, vor). Es gilt also

U=U U

mitU, = Uy NKemg und U = Uy NKemng,.
Als Durchschnitt f-invarianter Unterrdume ist U auch f-invariant. Die Induk-
tionsvoraussetzung ergibt

U=U,®---®U, mit U; =Kemng; NU

Da
Kerng; C Kerng,...q,,

furi =2,...,r, folgt
Uy =UnNKemng; = (U NKerng,...q) NKemg; = U NKerng; = U,;.
Damit ist
U=UoU=UaU&  -aU =UoU,& oU,.
Dass die U; f-invariant sind, ergibt sich aus 19.1. O
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Es bietet sich sofort an, Satz 19.2 aufden Fall U = V, F = y, oder F = s
anzuwenden. Wir betrachten ein Beispiel: K = Q, V = Q*, f gegeben durch die
Matrix

0
0
1
0
+

Man sieht sofort: y4 = X* —4 = (X?
X2 — 2 sind teilerfremd.
Es gilt

2)(X? — 2). Die Faktoren X2 + 2 und

A2+ 21, =

S = O
—_ o N O
o O B
oS &~ O

0 2

und v; = (=2,0,1,0), v, = (0,—2,0, 1) bilden eine Basis von Kern £? + 2id.
Ebenso sieht man, dass v; = (2,0,1,0) und v4 = (0,2,0,1) eine Basis von
Kern 2 — 2id bilden. Beziiglich der Basis vy, v, v3, v4 Wird # durch die Matrix

0 —2]0 0
10‘00
0 002
00‘10

dargestellt.
Wir wenden nun 19.2 auf den allgemeinen Fall an:

Satz 19.3. S V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f ein Endomor-
phismusvon V. Sel ur = q; . .. g, die Primarzerlegung des Minimal polynoms von
/. (D.h.g; = p;" mit eéinem normierten irreduziblen Polynom p; und p; # p; fur
i # j.)Danngilt

V=Ve&--a&V, mt V,=Kemng/(f)

i =1,...,r.DieUnterraume V; sind f-invariant, und g; ist das Minimal polynom
von f | V;.

Die Zerlegung von V gemdR 19.3 nennt man die Primarzerlegung von V
bezuglich f.
Bewels. Beweis von 19.3 Einzig zu beweisen ist noch, dass ¢; das Minimalpoly-

nomvon f | V; ist. Dag; V; = 0 gilt, hat man sy, | ;. Alsoist sy, = pi' mit
m; < e;. Aullerdem ist

q1---qi-1p: qiv1--.9,V; =0 firj =1,...,r,
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also g1 ...qi—1p"qi41...q,V = 0. Daraus folgt p = ¢;, weil ¢;...q, das
Minimalpolynom von £ ist. O

Wenn man einen f-invarianten Unterraum U von V f-primar nennt, wenn
wrv Potenz eines irreduziblen Polynoms ist, so sind Vi, ..., V, gerade die maxi-
malen f-primdren Unterrdume von V; und V = V; & --- @ V, ist die ,kirzeste*
Darstellung von V' als direkte Summe f-primarer Untervektorraume; durch die-
se Forderung sind umgekehrt V1, ..., V, eindeutig bestimmt. Die Zerlegung V =
Vi --- @V, istalso in einem gewissen Sinn ,natirlich®. Wir nennen Vi, ..., V,
die f-primaren Komponenten von V.

In dem zweiten Typ von Zerlegung, den wir betrachten missen, ist Eindeutig-
keit nicht zu erreichen, und dies macht die Sache schwieriger.
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Zerlegung in zyklische Unterraume

Sei V ein Vektorraum f : V — V ein Endomorphismus. Fir einen Vektor
v € V setzen wir

Pv = K[X]v={Fv:F € K|[x]}.
Der Buchstabe &7 erinnert uns an ,,Polynomring®.

Definition. Ein Untervektorraum U heildt f-zyklisch, wenn es ein v € V' mit
U = Pv gibt.

Die Untervektorrdume Z?v, und damit die zyklischen Untervektorraume, las-
sen sich folgendermalen charakterisieren:

Satz 20.1. Zv ist der kleinste f-invariante Untervektorraum, der v enthalt.

Bewels. Sei W ein f-invarianter Untervektorraum mit v € W. Dann folgt Zv C
W aus 19.1. Umgekehrt folgt aus 19.1 auch sofort, dass Zv f-invariantist.  [J

Der folgende Satz zeigt uns, wie f auf f-zyklischen Unterrdumen operiert.
Satz 20.2. Sai V ein endlichdimensionaler Viektorraum und f* ein Endomor phis-

musvon V.Sl U = Pu f-zyklischund uriy = X™ + a1 X™ ' +---+aq das
Minimalpolynomvon f | U. Dann gilt

@) uo =u,u; = f(u),...,um—1 = f™ '(u) bilden eéineBasisvon U.
(b) Bezuglich dieser Basisist f | U durch die Matrix
(0 0 0 —ap )
10 : :
0 1 :
0 :
Do .00 :
\0 0 -« - 0 1 —am—1}

gegeben.
©) xriv = mru-
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Beweis. (a) Sei U’" = L(uo,...,u,_1). Wir behaupten: U’ ist f-invariant. Dazu
genugt es zu zeigen: f(u;) e U'furi =0,...,m—1.Furi =0,...,m — 2 ist
dies klar: f(u;) = u; 4, € U’. Ferner ist

(fm + am—lfm_] + -+ ao)(u) — (),

so dass
Fmt) = f" ) = —ay 1 ") — -+ — agu
= —A4p-1Up-1 — - —doU
eU'.
Es folgt

U=2ucU cU,
also U = U’ = Zu. Aullerdem gilt
m=gradusy <dimU <m,

sodassm = grad sy = dimU ist. Folglich sind uy, . . ., u,,— linear unabhéngig.

(b) Dies ergibt sich aus f(u;) = u;q furi =1,...,m—=2und f(u,_1) =
—adoUpg — - — Am—1Um—1-

(c)Dagrad sy = dimU = grad ppjy = m, muss wrjy = xr v Sein. (uru |
Xr|v und beide Polynome sind normiert.) O

Offensichtlich gilt auch die Umkehrung von 20.2(b): Besitzt f | U beziglich
uo, ..., u,_1 die dort angegebene Matrix, so ist U f-zyklisch; es gilt ja f(u;) =
uip flri =0,...,m—2,alsou; = f/(up) furj =0,...,m—1.

Wenn wir die f-primdren Komponenten V; von V' in f-zyklische direkte Sum-
manden U;; zerlegen, haben diese die Eigenschaft, dass 17|y, Potenz eines irredu-
ziblen Polynoms p ist. (Es gibtja jr|u;; | ir1v;). Solche f-zyklischen Unterrdaume
wollen wir zunéchst etwas naher analysieren.

Zundchst eine Aussage uber zyklische Unterrdume im Allgemeinen:

Satz 20.3. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f ein Endomor phis-
musvon V. Dann ist jeder f-invariante Unterraum U eines f-zyklischen Unter-
raumes Zv, v € V, selbst zyklisch.

Beweis. Dies ist wiederum nur ein Anwendung der Division mit Rest. Im Fall
U = {0} ist nichts zu beweisen. Im anderen Fall wéhlen wir unter allen Polynomen
F mit F(v) € U, F(v) # 0, eines minimalen Grades. Sei G(v) € U. Dann ist

G=qF+r mit r = 0 oder gradr = grad F.
Darv = Gv—gqFv e U,mussrv =0 sein gemal der Wahl von F. Also ist
Gv =qFv
und insgesamt U = Z Fv. U
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Sei p ein irreduzibles Polynom und e € N. Wir sagen im Folgenden, U sei
Sf-zyklischvomTyp (p, e), wenn U f-zyklischistund p sy = p¢ gilt.
Satz 20.4. Sai U ein f-zyklischer Unterraum des Typs (p,e), U = Zu. Dann
gilt:
(a) DieUnterraume U; = p/U = Pplu, j = 0,...,e sind die einzigen
f-invarianten Unterraume von U .
(b) Esgilt sy, = p~/unddimU; = (e — j)(grad p).
(c) Firv e U gelte p¢~/v = 0flrein j,0 < j < e. Dannexistiertein € U
mitv = p/u.
Beweis. (a) Sei U’ C U f-invariant. Da U zyklisch ist, existiert gemal 20.3 ein
uw eUmitU' = Pu',u = Fumit F € K[X]. Wir schreiben F = Gp/, wobei
G zu p teilerfremd ist. Dannistu’ = G(p/u) € &2 p’/u und somit 2u’ C Zp’u.
Anderseits existieren A, B € K|[x] mit

1 = AG + Bp°.
Damit ist
plu = 1p’u = (AG + Bp®)p’u
= AGp’u
= Au' € 2.
Mithin ist auch 2 p/u C 2u/', insgesamt also U’ = 2u’ = Zp/u.

(b) Man hat p¢~/(p/U) = p¢U = 0. Also gilt usy; | p*/. Ware anderseits
p*U; = 0 fiirein k < e — j, so hatte man p**/U = 0 im Widerspruch zu
Ko = p°.

Da U; f-zyklisch ist, gilt gemaR 20.2:

dimU; = grad psjy;, = grad p*~/ = (e — j) grad p.

(c) Wir konnen die Behauptung so umformulieren:

U, = U NKernp*,

Da p¢/U; = p/p/U = 0, ist U; in dem f-invarianten Unterraum U N
Kern p¢~/ enthalten. Nach (a) ist U N Kern p*~/ = U, flirein k < j. Im Fall
k < j ware p¢~/ ein Teiler von psjy, = p**. Alsoistk = . O

Wir wollen nun zeigen, dass sich die Primdrkomponenten V; - und damit V/

selbst - in eine direkte Summe von f-zyklischen Unterrdumen zerlegen lassen.
Der folgende Satz enhélt den entscheidenden Konstruktionsschritt:

Satz 20.5. S V endlichdimensionaler Vektorraumund f : V — V ein Endo-
morphismus. Es gelte s = p¢ mit einemirreduzblen Polynom p.
Sei U C V einUnterraum, der fur ein k € N folgenden Bedingungen genugt:
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MU =U & ---& Uy, mt f-zyklischen Unterraumen U; des Typs (p, [;),
wobel [; > kfuri =1,...,s,
(i) U + Kern p* = V.
Wenn U + Kern p*~! £ 1V, so existiert einv € V, fur das 2v vom Typ (p, k) ist
und Zv N U = {0} gilt.

Beweis. Wir behaupten, dass Kern p* ¢ U +Kern p*~!. Andernfalls wire ja V =
U + Kern p* Cc U + Kern p*~! C V —im Widerspruch zur Voraussetzung U +
Kern p*—! £ V. Es gibt also ein v € Kern p*, v ¢ U + Kern p*~!. Dann ist 2v
vom Typ (p. k).

Fir ein solches v gilt bereits ZZv N U = {0}, wie wir nun sehen werden. Der
Untervektorraum ZvNU ist f-invariant und in £2v enthalten. Nach 20.4 gilt also

PvNU = Pplv
mit einem j, 0 < j < k. Das Element p/v € U hat eine eindeutig bestimmte
Darstellung
plv=u 4+ +u mitu; € U;.
Es folgt
0=pv=p"7plv=p"Tu+-+ pu.
Somit gilt p*Ju; =0firi =1,...,s,dalU =U, & --- @ U,.
Nach 20.4 (und der Voraussetzung uber U;) existiert ein u; € U; mit u; =
p’u;,dennesistja j <k <.
Seiu =u; +---+u,. Dannistu € U und
pv=mu)=plv—p/ @+ +7u)
= plv— (i + -+ uy)
= 0.
Es folgt
v— € Kern p/,
also
v € Kern p/ + U.

Nach Wahl von v ¢ Kern p*~!'4+U, muss j > kunddamitUNZ2v = Zpiv =0
gelten. O

In der Situation von Satz 20.5 kdnnen wir den Unterraum U der bereits eine di-
rekte Summe zyklischer Untermoduln ist, zur direkten Summe U & Z?v erweitern.
Wir miissen diesen Prozess der schrittweisen Erweiterung nur so organisieren, dass
er erst stoppt, wenn ganz V' zerlegt ist.



Zerlegung in zyklische Unterrdume 149

Satz 20.6. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraumund f : V — V en En-
domorphismus. Es gelte i = p¢ mit einem irreduziblen Polynom p. Dann ist V/
direkte Summe von £ -zyklischen Untervektorraumen U; des Typs (p, [;).

Bewels. Wir formulieren den Algorithmus, der die Zerlegung von V' in eine direkte
Summe zyklischer Unterrdume liefert:

(1) Wahle U = {0}.

(2) Prife, ob U = V. Wenn ja, sind wir fertig.

(3) Im anderen Fall suche das grofte k, fiir das Kern p* ¢ U + Kern p*—!.

(4) Wihle v € Kern p* \ (U + Kern p*~1) und ersetze U durch U + Pv.

(5) Gehe zu (2).

Wir Uberlegen uns als Erstes, dass die Wahl von k in (3) wirklich moglich ist,
wenn U # V. Zur Abkiirzung setzen wir W, = Kern p/. Dannist V = W, =0 C
Wy, C --- C W, = V, und durch Addition von U erhalten wir die aufsteigende
Kette (auch genannt aufsteigende Filtrierung)

U=U+WycCcU+W,C---CU+W,=V.

Wenn in dieser Kette tberall Gleichheit gilt, folgt U = V', was wir ja ausgeschlos-
sen haben. Wir betrachten das groBte k mit U + Wy # U + W;_,. Dann folgt
Wi & U + Wi_, (weshalb?).

Damit wir mittels Satz 20.5 schlieBen konnen, dass U + Pv = U & v,
durfen die in (3) gewahlten Zahlen von Durchlauf zu Durchlauf nicht wachsen.
Auch dies kdénnen wir an obiger Kette sehen: Wenn U + W; = U + W,_;, dann
folgtU + v+ W, =U + Pv + W;_.

Da sich die Dimension von U bei jedem Durchlauf vom mindestens 1 ver-
groRert, ist nach endlich vielen Schritten der Fall U = V erreicht. O

Seien vy, ..., v die von unserem Algorithmus gefundenen Erzeuger der zykli-
schen Untermoduln v und (p, [;) der Typ von Zu;. Dann gilt, wie im Beweis
beobachtet und fir den Erfolg notwendig, /; > --- > [,.. Insofern wird die Zer-
legung ,,von oben nach unten* aufgebaut. Die Summanden sind keineswegs ein-
deutig bestimmt, wohl aber die Zahlen /;. Das werden wir in nachsten Abschnitt
sehen.

Jeder Schritt der im vorausgegangenen Beweis genannten Verfahrens lauft dar-
auf hinaus, die Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen zu tberprifen und ist
daher effektiv durchfiinrbar. Die Basen der Unterrdaume Kern p* lassen sich be-
stimmen; ebenso ist U stets durch eine Basis gegeben. Um z.B. ein v € Kern p* \
(U + Kern p*~1) zu finden, testet man eine Basis von Kern p* auf Zughdorigkeit zu
U + Kern p*~! durch.
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Nor malfor men von Endomor phismen

Nach den Vorbereitungen von Abschnitten 19 und 20 kdnnen wir den Nor-
malformensatz fiir Endomorphismen nun leicht beweisen. Die im folgenden Satz
benannte Form heift rationale Normalform.

Satz 21.1. Sei V en endlichdimensionaler Vektorraumund f : V — V en En-
domor phismus.

(a) Esexistiert eine Basis, inder f durch eine Matrix

(A )

\ vy

dargestellt wir, so dass jeder der , Blocke* A4; von der Form

(o 0O --- -+ 0 —Clo\
10 P

0 1

P 0

Do 0 :
\o 0 -« 0 1 —ay )

ist, dabel ist X™ + a,,—1 X" + .-+ + ao Potenz eines Primteilers von p .
(b) Die Matrizen A; in der Darstellung (@) sind bis auf Ihre Reihenfolge ein-
deutig bestimmt.

Bewels. Wir zerlegen V' zunéachst gemal 19.3 in seine f-primdren Komponenten
V;: und jede solche Komponente in eine direkte Summe V; = U;; & --- @ U;;, von
f-zyklischen Unterraumen Ujy. Es gilt i), = p;” wobei p; ein Primteiler von
prist,und pryw, | g, mithin wrg, = pi™*, wobei e;x < ;. Nun wenden wir
20.1 auf jedes der U;; an, und setzen die Matrizen der Einschrankungen £ | Uk
zu einer Matrix von f zusammen. Diese hat die in (a) bestimmte Form.
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Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage (b) sei nun vy, ..., v, eine Basis von
V', beziiglich der f durch eine Matrix der Gestalt (a) dargestellt wird. Sei U; der
zum Block A; gehorende Unterraum von V. Dann ist U; f-invariant, sogar f-
zyklisch (vgl. die Diskussion im Anschlul? an 20.1) und vom Typ (p,a) wobeli
p ein Primteiler von ur und a € N ist. Es gentigt daher, den folgenden Satz zu
beweisen. O

Satz 21.2. Sai V ein endlichdimensionaler Vektorraumund f : V' — V ein En-
domorphismus. Sei V = U, @ --- @ U eine Zerlegung in £ -zyklische Unterraume,
wobei jedes U; voneinemTyp (p, a) ist fur einen Primteiler p von s. Dannist die
Anzahl der U;, die zu einem festen Typ (p, a) gehoren, fur alle solche Zerlegungen
gleich.

Beweis. Sei uy = p{'... p¢ die Primdrzerlegung von w,. Fir jedes k sei V. die
Summe derjenigen U;, die vom Typ (px,a) fir ein a > 1 sind. Dann ist

V=V& -V,

und p'V; = 0. Der Vergleich mit der Primarzerlegung in 19.3 ergibt, dass
Vi,...,V, gerade die f-primdaren Komponenten von V' sind. Es genlgt daher,
V: und f | V; zu betrachten. Diesen Fall behandeln wir in 21.3. i

Satz 21.3. Sai V en endlichdimensionaler Vektorraumund f : V' — V en En-
domorphismus, fur den s = p¢ mit einem (normierten) irreduziblen Polynom p
glt. S8V =U, ®--- & U eine Zerlegung von V' in f-zyklische Unterréaume und
B, die Anzahl der U; des Typs (p, j). Danngilt 8; = 0 fur j > e und

Be = dim p¢~'v

grad p

Bi dimp/ ™'V —(e—j+DBe—-—2Bj41, j=1,....,e—1.

~ grad p
Beweis. Es giltdim p/~'V = Y"}_, dim p/~'U;. Sei usjy, = p. Nach 20.4 ist

L 0, fallsa; < j —1,
dlm pj_lUl' = . a; =~ J
(grad p)(a; — j + 1) sonst.

Daraus ergibt sich

dimp/~'V =) “(grad p)(k — j + 1)Bx.
k=j

Die Behauptung folgt durch Auflosen nach ;. (Dass B; = 0 fir j > e liegt an
wr; | s [
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Satz 21.3 zeigt uns, wie wir die Normalform 21.1 eines Endomorphismus f
bestimmen kdnnen, ohne die Zerlegung von V in f-zyklische Unterrdume ex-
plizit zu auszurechnen. Sei iy = pi* ... po. Im ersten Schritt bestimmt man die
Primarkomponenten V; = Kern p;". Dies lauft jeweils auf das Losen eines linearen
Gleichungssystems hinaus. Dann bestimmt man fiir jedes i die GroRen dim p{_l Vi
und daraus die Anzahl der Blocke vom Typ (p;, j) gemal 21.3. Die Bestimmung
von dim pi]_l V; lauft auf die Berechnung des Ranges einer Matrix hinaus.

Als Beispiel betrachten wir den durch die Matrix

4 -4 9 7 11
1 0 4 4 6
A=]10 0 1 -1 -1
0O 0 1 2 O
0O 0 0 1 3

gegebenen Endomorphismus f von V = K> (K = Q, R, oder C). Es gilt
xa=(X-20.

Also ist V' bereits f-primér; der einzige Primteiler von y4 und damit von 4 ist
p = X — 2. Esergibt sich

rang(A — 215) = 3,
rang(4 — 215)* = 1,
rang(4 — 215)* = 0.

Damit ist (4 — 215)* = 0und uy = (X — 2)3. Ferner

dim pV = 3,
dim p?V =1,
dim p*V =0,

und damit

Bs=1
Br=3-(3-241)-1=1
Bi=5-(G-1+1)—1-2-1=0,
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Die Normalform von A gemal 21.1 ist somit durch

(0 4 :00 0 )
1 4 :00 0
0 0 :00 8
0 0 10 —I2

\0 0 01 6 )

gegeben.

Wenn w4 in Linearfaktoren zerféllt, z.B. tiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper wie C, kann man noch eine andere Normalform angeben, die fir viele
Zwecke gunstiger ist, insbesondere weil sie ndher zu einer Diagonalmatrix ist.

Satz 21.4. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraumund f : V — V en En-
domorphismus. Sai U ein f-zyklischer Unterraum von V' des Typs (p, e) wobei
p = X — A ein Linearfaktor von s ist. Wenn U = Py gilt, soist

e—1
Ug=U,U] = PUp, ..., Ue—1 = D Uo

eine Basisvon U, und beziiglich dieser Basisbesitzt f | U die Matrix

o \

\ L 4
Beweis. Wir wissen gemal 20.2, dass
o =u, Uy = f@o), ..., He1 = £ (o)
eine Basis von U ist.
Es gibt
U= Xu =X - u+ Au = u; + Aug
und per Induktion folgt nun leicht, dass
L(ﬁo,...,gj) = L(uo,...,ue_l) fur] =0,...,e—1.
Speziellist U = L(ugp,...,u._1);alsoist ug,...,u._; eine Basis von U.
Dass f | U bezuglich uy, ...,u._; die genannte Matrix besitzt, ist trivial. [J

Wenn das Minimalpolynom von £ in Linearfaktoren zerféllt, kann man also die
in 21.1 auftretenden Blocke A; durch diejenigen vom 21.4 ersetzen. Man erhélt so
die Jordansche Normalform.
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Fir das obige Beispiel, in dem p; = (X — 2)? ist, ergibt sich als Jordansche
Normform die Matrix

(20:000)
12:000
00:200
00:120

\oo:o01 2/

Wir notieren eine lange angekiindigte Folgerung aus 21.1(a):

Satz 21.5. Sei V en endlichdimensionaler Vektorraumund f : V — V en En-
domor phismus. Dann stimmen die Primfaktoren von 1, und y, Uberein.

Beweis. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt ./ | xr. Also ist jeder Primtei-
ler von s auch ein Primteiler von y . Die Umkehrung folgt aus 21.1:

Xf = XAy --- XA,
und jedes y 4, ist Potenz eines Primteilers von pir. O

Die Verwendung des Satzes von Cayley-Hamilton beim Beweis von 21.1 1&sst
sich ohne groRe Mihe vermeiden. (Er geht in schwacher Form in 20.2 ein.) Dann
kann man ihn auch als Folgerung aus 21.1 gewinnen. Es gilt ja

xa(Ai) = xa, (A1) .o xa, (A7) - .. xa, (Ar)
und y4,(A1) = w4, (A;) = 0. Daraus folgt y4(4) = 0.

Mit 21.1 haben wir das Problem, Matrizen nach Ahnlichkeit zu klassifiziern,
gelost. Zwei Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie die gleiche Normalform
gemaR 21.1 besitzen (oder z.B. tiber C die gleiche Jordansche Normalform). Die
erste Invariante der Ahnlichkeit, die wir gefunden haben, ndmlich das charakteri-
stische Polynom, erweist sich nun als recht trennscharf, auch wenn nicht ahnliche
Matrizen das gleiche charakteristische Polynom besitzen konnen. Jede der Klas-
sen, die von Matrizen mit dem gleichen Polynom gebildet werden, zerfallt nur
in endlich viele Ahnlichkeitsklassen. GemaR 21.1 entsprechen diese bijektiv den
moglichen Zerlegungen von y in Potenzen von Primpolynomen.

Diese Einsicht kdnnen wir ohne Zweifel als den Hohepunkt der Linearen Al-
gebra betrachten.
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Ein Ruckblick auf die Normalfor menprobleme

Wir haben nuin einen erheblichen Teil der Vorlesung der Klassifikation von
Matrizen tber einem Korper K unter verschiedenen Gesichtspunkten gewidmet,
namlich der Klassifikation hinsichtlich

(a) Aquivalenz: m x n-Matrizen A und B sind dquivalent, wenn es (invertier-
bare) Matrizen C € GL(n, K) und D € GL(m, K) gibt mit B = DAC
(Abschnitt 13);

(b) Ahnlichkeit: n x n-Matrizen 4 und B sind dhnlich, wenn es eine Matrix
C € GL(n, K) mit B = CAC~! gibt (Abschnitte 13 und 18-21;

(c) Kongruenz: hermitesche n x n-Matrizen sind kongruent, wenn es eine Ma-
trix M in GL(n, K) gibt mit B = M T AM®* gibt (Abschnitt 14).

Weitere Klassifikationssatze enthalten die Abschnitte 15 und 16 bei denen an die
Stelle von Transformationsmatrizen aus GL(n, k) und GL(m, K) orthogonale und
unitare Matrizen treten.

Allen Klassifikationen sind gemeinsam, dass wir die jeweils betrachteten Ma-
trizen als zur gleichen Klasse gehdrig ansehen, wenn sie bei geeigneter Basiswahl
(inn der betrachteten Reihenfloge) die gleiche lineare Abbildung. den gleichen En-
domorphismus oder die gleiche Sesquilinearform darstellen kdnnen.

Ein weiteres tibereinstimmendes Merkmal ist die Bestimmung von Invarianten:

(a) m x n-Matrizen A und B sind &quivalent, wenn sie den gleichen Rang
besitzen;

(b) n x n-Matrizen tber C sind &hnlich, wenn sie in den Eigenwerten und den
Grolen der zugehorigen Jordanbldcke tiberweistimmen;

(c) hermitesche n x n-Matrizen tber C (oder symmetrische Matrizen tber R
sind kongruent, wenn sie die gleiche Signatur besitzen.

SchlieBlich haben wir bei jeder der Klassifikationen Normalformen in fiir die
jeweiligen Klassen bestimmt, aus denen die Invarianten gewonnen wurden und die
aus den Invarianten rekonstruiert werden kdnnen.

Klasseneinteilungen gibt es in der Mathematik spatestens seit Euklid, der sy-
stematisch den Begriff der Kongruenz geometrischer Figuren benutzt: kongruente
geometrische Figuren kdnne durch eine Bewegung ineinander tberfiihrt werden,
unterscheiden sich also nur durch ihre Lage, aber nicht durch ihre inneren geome-
trischen Eigenschaften. Auch der Begriff der Ahnlichkeit (nicht zu verwechseln
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mit der Ahnlichkeit von Matrizen) spielt eine wesentliche Rolle: geometrische Fi-
guren sind ahnlich, wenn sie sich nur durch ihre Lage und die Wahl eines Mal3stabs
unterscheiden. Auf diesem Prinzip beruht der zeichnerische Entwurf von allen Ge-
genstanden, die uns umgeben. Wir werden auf die geometrischen Klassifikationen
noch zurtickkommen und sie genauer diskutieren.

Wir wollen uns nun abstrakt mit Klasseneinteilungen und Aquivalenz (im all-
gemeinen Sinn) beschéftigen. Sei M eine Menge. Eine Partition von M ist eine
Zerlegung von M in paarweise disjunkte Teilmengen, préziser: Eine Partition ist
eine Menge &2, deren Elemente Teilmengen von M sind und die folgenden Bedin-
gungen genigen:

@ U N=M,

Ne&

(b) NN e X, N#N = NNN' =40,

(c) N #£0@flralle N € £.

Eine Partition stellt also eine Klasseneinteilung dar, wobei die Klassen gerade die
in & vorkommenden Teilmengen von M sind.

Die Definition des Begriffs ,dhnlich* flir Matrizen nimmt ja zunéchst keinen
Bezug auf Teilmengen der Menge der n x n-Matrizen, sondern benennt eine Bezie-
hung zwischen Matrizen. Beziehungen dieser Art nennt man Aquivalenzrelationen.
Wir prézisieren diesen Begriff im folgenden. Seien M, M’ Mengen. Eine Teilmen-
ge Z von M x M’ nennt man auch eine Relation zwischen M und M’; im Fall
M’ = M nennen wir Z eine Relation auf M . Wir kennen viele solcher Relationen,
z.B. fir M = M’ = R die ,Kleiner-gleich-Beziehung*

X ={(x,y) eRxR:x <y}
Man nennt eine Relation % auf einer Menge M eine Aquivalenzrelation, wenn
folgende Bedingungen erfullt sind:

@ (x,x)eZfurallex e M,

b) (x.y) eZ = (y.x) € Z,

©) (x,y)eZ, (y,2) e Z = (x,2) € Z.
Man nennt diese Eigenschaften der Reihe nach Reflexivitat, Symmetrie und Tran-
gitivitat von Z. Wenn wir mit x ~ y bezeichnen, dal} (x, y) € £, so kdnnen wir
die Bedingungen (a), (b), (c) suggestiver als

X ~X
X~y — y~X
X ~Yy, y~z — X ~Z
schreiben. Die ,feinste* Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist die Gleich-

heit: wenn wir # = {(x,x) : x € M} setzen, so giltt x ~ y <= x =
y. ,Grobere“ Aquivalenzrelationen kommen in der Regel dadurch zustande, dal
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man fiir die Aquivalenz von zwei Elementen nur die Ubereinstimmung gewisser
Merkmale fordert. So definiert zum Beispiel jede Abbildung /' : M — M eine
Aquivalenzrelation auf M, wenn wir festsetzen:

x~y <= fx)=f).
Es ist klar, daB die Ahnlichkeit von nxn-Matrizen eine Aquivalenzrelation ist, Ma-

trizen sind ja genau dann &hnlich, wenn sie den gleichen Endomorphismus darstel-
len kdnnen. Man kann dies aber auch direkt aus der Definition schlief3en:

A=LAIL;' = A~ A
B=CAC! = 4A=CHB(C™H!, aso A~B = B~ A4
B =CAC™', B=C'B(C)™!
— B ' =C'CAC(C")'=(Cc'C)A(Cc'C)™!,
also A~B, B~B — A~ B.
Der Zusammenhang zwischen Partitionen und Aquivalenzrelationen wird vollstan-

dig beschrieben durch den folgenden Satz 22.1, den wir etwas vorbereiten.
Sei zunéchst & eine Partition von M. Dann definieren wir die Abbildung

fgz M - &
mittels f»(x) = N <= x € N. Istumgekehrt % eine Aquivalenzrelation auf
M,soseifirx e M
H(x)={yeM:(xy) X}
die Aquivalenzklasse von x.

Satz 22.1. S& M eine Menge.
(a) Fur jede Partition &2 von M ist die durch

(x,y) €Z = fz(x)= fz(y)
definierte Relation %7 eine Aquivalenzrelation.
(b) Fur jede Aquivalenzrelation & ist

P ={B(x): x € M}

eine Partition von M .
(c) Diein(a) und (b) beschriebenen Zuordnungen sind invers zueinander.

Beweis. (a) Dies ist klar, vorausgesetzt wir haben berhaupt eine Abbildung f»
definiert! Wenn wir dies oben auch nicht ausgefiihrt haben: aus der Voraussetzung,
dal? & eine Partition ist, folgt, dal? zu jedem x € M genauein N € & mitx € N
existiert.

(b) Fur jedes x € M gilt (x,x) € %, also x € Z(x). Somitist M = [ J{N :
N € Z}yund Z(x) # @ fur alle x € M. Wir haben noch zu zeigen: Z(x) #
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Z(y) = Z(x) N Z(y) = 0, oder dquivalent: Z(x) N Z(y) # 0 = Z(x) =
Z(y).Seialso z € Z(x) N Z(y). Fur jedes w € Z(x) gilt (w, x) € #Z wegen der
Symmetrie. Ferner ist (x,z) € Z und auch (z, y) € Z! Mittels der Transitivitat
schlieBenwir: w € Z(y). Esfolgt Z(x) C %(y), und genauso gilt Z(y) C Z(x),
insgesamt also Z(x) = Z(y).

(c) Sei 2 eine Partition und die ihr gemaR (a) zugeordnete Aquivalenzrelation
Z. Es ist offensichtlich, daB wir &2 zurlickerhalten, wenn wir % nun wieder eine
Partition gemaR (b) zuordnen.

Ebenso erhdlt man eine gegebene Aquivalenzrelation % zuriick, wenn man
erst gemaR (b) zu einer Partition tbergeht und dieser dann mit (a) wieder eine
Aquivalenzrelation zuordnet. O

Bei allen Klassifikationen in der Mathematik kommt es darauf an, die Klassen
moglichst gut zu beschreiben. Ferner mochte man natirlich entscheiden kdnnen,
ob zwei gegebene Objekte zur gleichen Klasse gehoren. So versucht man, in je-
der Klasse ein moglichst eindeutig bestimmtes ,,Normalobjekt* zu bestimmen, und
jedem Objekt gewisse ,,Invarianten zuzuordnen, aus denen man seine Klasse be-
stimmen kann. Fir die eingangs genannten Kilassifikationsprobleme (und einige
andere) ist uns dies gelungen.
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Quotientenvektorraume

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie man neue Vektorrdume durch Be-
trachtung von Aquivalenzrelationen auf Vektorraumen konstruieren kann. Die Me-
thoden, die sich hinter diese Konstruktion stecken, sind so wichtig fiir alle Bran-
chen der Mathematik, dass wir sie hier separat betrachten.

Sei f : V — W eine K-lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen
V und W. f induziert folgende Klasseneinteilung oder Aquivalenzrelation: Fiir je
zwei Vektoren v, w € V sagen wir, dass v in Relation zu w steht, und schreiben
v~ w,wenn f(v) = f(w), oder, dquivalent dazu, v — w € Kern f.

Die Klasseneinteilung ist also von £ selbst unabhangig und vollstéandig durch
Kern £ bestimmt. Wir wollen nun zu einem gegebenen beliebigen Untervektor-
raum U eine lineare Abbildung f mit Kern f = U nur aus U (und V) selbst
konstruieren. Also betrachten wir die Aquivalenzrelation

v~w <— v—weUl.

Satz 23.1. Die so definierte Relation ist in der Tat eine Aquivalenzrelation, und
die Quotientenmenge V' / U hat eine Struktur von K -Vektorraum beziiglich den fol-
genden Ver knuipfungen:

Addition: [v] + [w] = [v + w], furalev,w € V;
Salare Multiplikation: o[w] = [aw], furallea € K,v e V.

Im Satz werden Verknlipfungen fiir die Mengen [v] und [w] mittels ausgewahl-
ter Reprasentanten definiert. Dies ergibt nur Sinn, wenn das Ergebnis von der spe-
ziellen Wahl der Représentanten unabhangig ist. Wir kennen dieses Problem auch
schon aus der Bruchrechnung, auch wenn es uns nicht bewusst ist: % und % re-
présentieren die gleiche rationale Zahl, ebenso 1 und 2. Per Definition ist

1+1_5und2+2_20
2 3 6 4 6 24

Da % und % die gleiche rationale Zahl reprasentieren, hat dies Sinn.

Beweis von 23.1. Die Addition ist wohldefiniert: Seien vy, vy, wy, wy € V. Wir
missen zeigen: Aus v; ~ v, und wy; ~ w; folgt (v; + wy) ~ (v, + w,). Aber
vy ~ v, bedeutet jav; —v, € U, genauso w; —w, € U.Da U ein Untervektorraum
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ist, erhalten wir
(vi +wy) — (V2 +w2) = (V1 —v2) + (W1 —wy) €U,

somit ist (v; + wy) ~ (v + wy) gezeigt. Analog wird gezeigt: Fir v,w € V,
A€ K, fallsv ~ w dann gilt (Av) ~ (Aw).

Wir missen uns noch davon tberzeugen, dass die Menge V' /U die Axiome fir
Vektorraume erfillt. Im Wesentlichen muss man dazu nur realisieren, dass [0] das
neutrale Element fiir die Addition ist, und dass zu jedem Element [v] die Aquiva-
lenzklasse [—v] seine additive Inverse ist. O

Definition. Der Vektorraum V/U heilst der Quotientenvektorraum (manchmal
auch Faktorraum genannt) von V beziglich U .

Sei v € V. Wir wollen nun die Aquivalenzklasse von v beziiglich der Aqui-
valenzrelation ~ beschreiben. Nach den eingefiihrten Definitionen realisiert man
sofort:

[v] = tweV:iv~w}={weV:v—welU}
= {weV:v—w=u,uecl}
= {weV:v=w+u,ucU}.
= v+ U.

Deshalb werden wir von nun an die Bezeichnung v + U verwenden, wenn wir auf
die Aquivalenzklasse eines Vektors v € V beziiglich der obigen Relation verwei-
sen wollen.

Diese Uberlegung liefert eine alternative Beschreibung der Aquivalenzklassen:
Zu [v] = v + U gehoren v und alle seine Verschiebungen durch Elemente aus U'.
Dariiber hinaus stimmt die Aquivalenzklasse v + U eines Vektors v € V mit der
Aquivalenzklasse 0 + U des Nullvektors iiberein genau dann, wenn v € U. Das
heildt, V/ U ist der Vektorraum, in dem alle Vektoren aus U mit dem Nullvektor
identifiziert sind.

Als Beispiel betrachten wir zunéchst V' = U. Dannist V/U = {0}. Genauso
einfach ist zu sehen, dass V/U = V gilt, falls U = {0}. Sei nun V = R? und
U = L((1, 1)). Die Aquivalenzklasse des Vektors (0, 1) € V in V/ U lisst sich so
einfach beschreiben:

O0,H)+U ={0,1)+ (x,x) : x e R} ={(x,1 +x):x €R}.

Aus Satz 22.1 wissen wir: Verschiedene Aquivalenzklassen sind disjunkt;
V ist die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen von U. Die Menge der
Aquivalenzklassen kann man sich also als Parallelenschar vorstellen (vgl. Abbil-
dung 1.)

Als Néchstes betrachten wir die typischen Fragestellungen der linearen Algebra
hinsichtlich der Quotientenvektorraume.
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v

ABBILDUNG 1. Aguivalenzklassen

Satz 23.2. Sai V ein endlich dimensionaler Vektorraumund sei U ein Untervek-
torraumvon V.

(@) Ist (v;) en Erzeugendensystemvon V', so ist (v; + U) ein Erzeugendensy-
stemvon V/U .

(b) Die \ektoren (v; + U) sind genau dann linear unabhangigin V /U, wenn
folgende Aussagen gleichzeitig gelten:

(i) (v;) sind linear unabhangigin V;

(i) L((vi)) N U = {0}.

Beweis. (a) Seiv € V,v+ U € V/U. Dann lasst sich v als Linearkombination
von den Elementen v; schreiben, d.h., es existieren A; € K so dass v = ). A;v;.
Damitistv + U = (Q_Ajv;) + U = > A (v; + U).

(b) Angenommen, es seien die Vektoren (v; + U) linear unabhéngig (in V/ U .)
Dann muss man zeigen: (ii) L(v;) N U = {0}: Da0 € U und 0 € L(v;), ist die
Inklusion L(v;) N U D {0} klar. Sei umgekehrt w € L(v;) N U. Dann lasst sich w
als Linearkombination der Vektoren v; darstellen, und diese liegt in U, also etwa
w =Y A;v; € U. Das heifdt,

w+U=0Q Av)+U=) L@ +U)=0+U,

und da die Vektoren v; + U nach Voraussetzung linear unabhéangig sind, muss
A; = 0 flr alle i gelten, und somit ist w = )_ A;v; = 0. Das zeigt die Inklusion
L(v;) NU C {0}. (i) Die Vektoren v; sind tatsachlich linear unabhangig: Wenn es
> Aiv; = 0geltensoll, dannist > A;(v; + U) = 0+ U, und nach Voraussetzung
A; = 0flrallei.

Umgekehrt nehmen wir an, dass die Aussagen (i) und (ii) gelten. Es ist zu
zeigen: Aus der Gleichung > . A;(v; + U) = 0 4+ U folgt A; = 0 fiir alle i.
Angenommen also ), A;(v; + U) = 04+ U € V/U, dannist ) A;jv; — 0 =
> Ajv; € U,unddamit > A;v; € U N L(v;) = {0} nach (ii). Mithinist Y A;v; =
0, was nach (ii) A; = 0 fur alle i impliziert. O

Satz 23.3. Seien V ein K-\Vektorraum endlicher Dimension, U ein Untervektor-
raumvon V.
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(@) S (vy,...v,) eéineBasisvon U, so dass sie zu einer Basisvon V/

(vl,---,vr’vr—f—l,n-’vn)

erganzt worden ist. Dann bilden die Vektorenv; + U furi e {r +1,...,n}
eineBasisvon V/U.
(b) Esqiltdim(V/U) = dim(V) —dim(U).

Beweis. Nach 23.2(a) ist (v; + U) fir i € {1,...,n} ein Erzeugendensystem
von V/U.Dav; + U = 0+ U furi € {1,...r} gilt, ist sogar (v; + U) fir
i e{r+1,...,n}ein Erzeugendensystem von V'/U. Dass die Familie auch linear
unabhéngig ist, folgt aus 23.2(b) und der Tatsache, dass (vq, ... v,) eine Basis von
U ist. Die zweite Aussage ergibt sich unmittelbar aus der ersten (hierzu vgl. auch
Beweis der Dimensionsformel in Satz 7.10.) O]

Satz 23.4. Die Abbildung ¢ : V — V/U,v — v + U, ist eine surjektive K-
lineare Abbildung mit Kerng = U.

Beweis. Fallsv + U = w + U qilt, ist offensichtlich ¢(v) = ¢(w) und damit ist

¢ wohldefiniert. Sie ist auch K-linear, denn
-pv+w)=@W4+w)+U=0wW+U)+(w+U) =¢) + ¢(w),
-p(Av) = (Av) + U =A(v +U) = A(p(v)).

fur jede v,w € V, A € K gilt. ¢ ist trivialerweise surjektiv, und schlief3lich gilt

v+U = ¢(v) = 04+ U genau dann,wennv = v—0 € U,d.h. Kern(p) = U. O

Die K-lineare Abbildung ¢ : V' — V/U nennen wir den nattrlichen Homo-
mor phismus.

Folgende zwei Ergebnisse sind Errungenschaften der modernen Algebra und
die ideologischsten Satze der ganzen Vorlesung.

Satz 23.5 (Universelle Eigenschaft des Quotientenvektorraums). Seien V, W zwel
K-Vektorraume, U C V en Untervektorraum. Sei F : V — W eine K-lineare
Abbildung so dass Kern(F) O U. Dann existiert eine eindeutig bestimmte K-
lineare Abbildung F : V/U — W mit der Eigenschaft F o ¢ = F. Mit anderen
Wobrten, folgendes Diagramm ist kommutativ:

R
by

- F
V/U

Beweis. Wir zeigen zundchst die Eindeutigkeit. Angenommen, wir hatten zwei
Homomorphismen G, H : V/U — W sodass G o ¢ = H o ¢. Dann gilt fiir
allev+UeV/U

G+ U) =G(p(v) = H(pv)) = Hw + U)
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und damit ist G = H. Was die Existenz angeht, definieren wir die Abbildung
F:V/U—>W,v+ U~ F(v)sodass F(v+ U) = (F o 9)(v) = F(v). Sie
ist wohldefiniert, denn: Istv + U = v’ 4+ U, dann gilt v —v" € U C Kern(F),
d.h., F(v) — F(v') = F(v —v') = 0, somit ist F(v) = F(v'). Die Abbildung F
ist K-linear: Furalle A, u € K gilt

FA(w+U) +p@ +U)) = F((Av + pv') + U)
und nach Definition erhalt man
AF(v) + uF(v') =AF(w +U) + uF (v + U). O

Satz 23.6 (Homomorphiesatz). Sa F : V — W eine K-lineare Abbildung. Dann
ist V/Kern(F') isomorph zu Bild(F).

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft des Quotientenvektorraums im voraus-
gegangenen Satz, existiert eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung F :
V/Kemn(F) — W so dass F(v + Kern(F)) = F(v). Es ist zu zeigen, dass
Blld(F) Bild(F) ist, und dass F injektiv ist. Fur die erste e Aussage, sei w €
Bild(F). Dann existiert v + Kern(F) € V/Kern(F') so dass F(v + Kern(F)) =
w = F(v), daherist w € Bild(F). Umgekehrt, sei w € Bild(F). Dann existiert
v € V mit F(v) = w. Da F(v 4+ Kern(F)) = F(v) gilt, istw € BiId(F) Es
ist noch zu zeigen, dass F injektiv ist. Sei dafiir v + Kern(F) € Kern(F). Dann
ist F(v + Kern(F)) = F(v) = 0, d.h., v € Kern(F) und damit ist klar, dass
v + Kern(F) = 0 4+ Kern(F) sein muss. O]

Ist speziell F : V' — W surjektiv, dann gibt es einen Isomorphismus zwischen
V/Kern(F) und W.
Jedes Komplement W eines Untervektorraums U C V istzu V/ U isomorph:

Satz 23.7. S V ein Vektorraum, sei U ein Untervektorraumvon V. Ist W en
welterer Untervektorraumvon V sodass V' = U & W qilt, so ist die Abbildung
ow : W — V/U en lsomorphismus.

Beweis. Wir zeigen zunéchst Kerngy, = {0}. Sei dann w € W und ¢(w) =
0 e V/U.Danngilt w + U = U,dh., w € U. Alsoistw € U N W. Da
V = U & W ist, gilt insbesondere U N W = {0} und damit w = 0. Um die
Surjektivitat zu beweisen, nehmen wir ein beliebiges Element v + U € V/U.
Dann besitzt v eine (eindeutige) Darstellung alsv = u + w mitu € U,w € W.
Wegen ¢(u) =0 € V/U qilt ja

v+ U =9¢@) =9+ w) =W+ ew) =pw). O

Insbesondere gilt also die obige Aussage fiir das orthogonale Komplement (bei
Vorhandensein eines Skalarprodukts.) In gewisser Weise ist also W ein geeigne-
tes Modell fir das etwas abstrakte Konstrukt V/U. Allerdings lasst sich diese



164 Abschnitt 23

Madglichkeit im Allgemeinen nicht auf andere Zusammenhénge in der Algebra ver-
allgemeinern, in denen es sich Quotientenrdume gibt. Satz 23.7 ist der Grund daftir,
dass die Quotientenbildung in der Linearen Algebra nicht ganz so wichtig ist wie
in anderen Theorien, etwa der Gruppen- oder der Ringtheorie.

Nun wollen wir die Untervektorraume eines Quotientenvektorraums untersu-
chen.

Satz 23.8. Sai V ein K-Mektorraum, U C V ein Untervektorraum, und ¢ : V. —
V/U der natirliche Homomor phismus.

(@) Sei T C V ein Untervektorraum. Esgilt o '(¢(T)) =T + U.

(b) Ist S C V/U ein Untervektorraum, dann gilt ¢(¢~'(S)) = S und
e 1 (S)DU.

(c) Die Abbildung ¢ induziert eine Bijektion @ zwischen den Vektorraumen
von V/ U und den Veektorraumen von V, die U enthalten.

Beweis. (a) Sei v € ¢~ !(¢(T)). Dannist ¢(v) € ¢(T) und so existiert r € T mit
() =), dh,v+U =1t+U.Somitistv—t € U und es existiert u € U mit
v=1t+4u,woraus v € T + U folgt. Sei umgekehrt v € T 4 U. Dann existieren
t € T,u € Usodassv =t +u. Esist zu zeigen, dass v € ¢~ (¢(T)), oder anders
gesagt, dass ¢(v) € ¢(T) gilt. Aus der Linearitat von ¢ ergibt sich schlieBlich

p() = ot +u) = (t) + ¢(u)
=(t+U)+@+U)=@t+U)+((0+0)
=t+U € o(T).

(b) Die Inklusion ¢(p~!(S)) C S ist eine allgemeine Aussage; die andere In-
klusion folgt aus der Surjektivitat von ¢.

(c) Sei ¥ die Abbildung zwischen den Vektorrdumen von V, die U enthalten
und den Vektorrdumen von V/ U, die T auf ¢(T') abbilden. Aus (b) ergibt sich,
dass (¥ o @)(S) = ¢(p~'(S)) = S. Umgekehrt, wegen der Inklusion T c U
erhalten wir

(@oW)T)=¢ (@(T)=T+U=T. O

Als Beispiel betrachten wir den R-Untervektorraum U C R?, der durch die
Gleichung x + y + z = 0 beschrieben wird. Man bildet den Quotientenvektor-
raum R?/U. Die Vektoren v = (1,4,5),w = (2,4, 1) gehoren nicht zur selben
Aquivalenzklasse, denn v — w = (1,0,4) ¢ U. Die Vektoren v = (1,4, 5) und
v = (2,3, 5) bestimmen aber dieselbe Aquivalenzklasse, dav —v’ = (—1,1,0) €
U,undsoistv + U = v’ + U. Wir berechnen nun eine Basis von R*/ U . Dafiir
nehmen wir eine Basis von U, z.B. ((1,—1,0), (1,0,—1)) und ergédnzen zu einer
Basis des R, beispielsweise mit Hilfe des \Vektors (0, 0, 1). Dann bildet der Vektor
B = (0,0,1) 4+ U eine Basis von R*/U und so hat dieser Quotientenraum die
Dimension 1.
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SchlieRlich wollen wir den Vektor ¢ = (1,2,1) + U € R*/U in Koordinaten
beziiglich der Basis (f) darstellen. Dazu schreiben wir (1,2,1) € V in der Basis
((1,—1,0),(1,0,—1), (0,0, 1)), namlich

(1,2,1) = =2(1,—1,0) + 3(1,0,—1) + 4(0,0, 1).
Nun nehmen wir Aquivalenzklassen:

(1,2,1)+ U = —2((1,—1,0) + U) + 3((1,0,—1) + U) + 4((0,0,1) + U)
O+ U)+ (0+U) + 40,0, 1) + U) = 4((0,0, 1) + U).

Somit erhalten wir { = 48.

Als Beispiel fir die Verwendung von Quotientenrdumen wollen wir beweisen,
dass jede n x n-Matrix tiber C (oder einem beliebigen algebraisch abgeschlossenen
Kdrper) zu einer Dreiecksmatrix dhnlich ist. Als Vorbereitung beweisen wir

Satz 23.9. S& V ein K-MVektorraum und f ein Endomorphismus von V. Ferner
sel U ein f-invarianter Untervektorraum. Dann ist die Abbildung

f:V/U—V/U, fw+U)= fv)+ U,
wohldefiniert und ein Endomorphismusvon V/ U .

Bewels. Sei ¢ : V — V/U der natiirliche Homomorphismus. Wir betrachten die
Kompositiongpo f:V — V/U.:

vLvaviu

Da U f-invariant ist, gilt f(u) € U fur alleu € U = Kerng. Damit ist (¢ o
f)(u) = 0 fir alle u € U. Nach Satz 23.5 gibt es daher einen Homomorphismus
f:V/U - V/Umit fog = ¢o f.Das ist der gesuchte Endomorphismus von
V/U, denn

fW)+U =(@o f))=(fop)v) = fv+U). u

Der Satz Uber die Trigonalisierbarkeit von Endomorphismen folgt natiirlich aus
dem Satz Uiber die Jordansche Normalform (wo wir mit unteren Dreiecksmatrizen
gearbeitet haben). Er ist aber viel einfacher zu beweisen, wenn man Quotienten-
vektorraume heranzieht.

Satz 23.10. Sai V ein endlichdimensionaler C-Vektorraummitdim V' = n und f
ein Endomorphismusvon V . Dann gibt eseine Basis vy, ..., v, beziglich der die
Matrix von f eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis. Im Fall V' = 0 ist nichts zu beweisen. Sei V' # 0. Dann hat das charakte-
ristische Polynom von £ eine Nullstelle «;; und f d@er einen Eigenwert, folglich
auch einen zugehdrigen Eigenvektor v;. Wir setzen V' = V/Cv,. Nach Satz 23.9
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induziert f* einen Endomorphismus f :V — V. Per Induktion uber die Dimensi-
on gibt es wegen dim V' = dim V' — 1 eine Basis v, ..., v, von V, bezlglich der
f eine obere Dreiecksmatrix ist:

i
(NH@) =Y a;v;.  i=2.....n
j=2
Wir wahlen vy, ..., v, € V mitv; = v; + Cvy,i = 2,...,n. Nach V ,geliftet”,
besagt die letzte Gleichung, dass

n
i) — Z(invj = v

j=2
mit o; € C gilt. Wir setzen «j; = —o;. Dann ist wie gewiinscht
1
f(vi):Zajivi, i=1,...,n. ]

j=1
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Die affine Struktur redler Vektorraume

Unser Zugang zur Geometrie ist der der analytischen Geometrie: Wir kennen
bereits die reellen Zahlen und den Vektorraum R”. Gegenstdnde der Geometrie
sind Teilmengen des R” und ihre Invarianten.

Der entgegengesetzte Zugang ist der der axiomatischen und synthetischen Geo-
metrie. Bei ihm startet man von einem geometrisch formulierten Axiomensystem
und hat dann die reellen Zahlen und Vektorrdume tber ihnen Stiick fur Stlick zu
»Synthetisieren®

Der R” ist uns als Vektorraum vertraut. In ihm gibt es ein ausgezeichnetes Ele-
ment, den Nullvektor 0. Im Anschauungsraum, den wir ja oft mit dem R* iden-
tifizieren, existiert aber kein irgendwie ausgezeichneter Punkt. Einen ,,Ursprung"
mussen wir erst fixieren, wenn wir Punkten Ortsvektoren zuordnen oder sogar ein
Koordinatensystem einftihren wollen. Unser erstes Ziel ist es, die Begriffe der li-
nearen Algebra so zu modifizieren, dass die Sonderrolle des Nullvektors aufgeho-
ben wird. Man kann dabei auch noch einen Schritt weitergehen als wir es tun und
den Begriff des abstrakten affinen Raumes einfiihren. Wir diskutieren dies kurz am
Ende des Abschnitts.

Im Folgenden ist V' ein Vektoraum ber den reellen Zahlen. Wir setzen der Ein-
fachheit halber voraus, dass 1 endliche Dimension hat. Wo Koordinaten ins Spiel
kommen, werden wir V' mit dem R” identifizieren. Man kann die affine Geometrie
auch Uber beliebigen Koordinatenkdrpern entwickeln. Dann sind an einigen Stellen
kleine Anderungen notwendig, die wir jeweils kurz kommentieren.

Definition. A C V ist ein affiner Unterraum, wenn 4 = @ oder esein v € 4 und
einen Untervektorraum U C V' gibt mit

A=v+U={v+u:uelUy}.
Man sieht sofort: Wenn 4 = v + U, dann ist
U ={U1—U22U1,U2€A}.

Dies zeigt: U ist vom ,,Aufpunkt* v unabhdngig und es gilt A = v’ + U fur alle
v’ € A. Wir setzen

T(A) =U
dimA =dimU.



168 Abschnitt 24

Erganzend setzen wir dim@ = —1; T(@) ist nicht erklart. Der Buchstabe T
erinnert an ,,Translation”. Diese Abbildungen werden wir spéter ausfiihrlich be-
trachten.

Die Inklusion A; C A, Uberprift nun folgendermalien: Wenn A, # @ ist, gilt
Ay C A, genau dann, wenn Ay N A, # @istund T(A,) C T(A,) gilt.

Affine Unterraume der Dimension 1 heiRen Geraden, solche der Dimension 2
Ebenen und solche der Dimension dim V' — 1 Hyperebenen. Fiir jeden Punktv € V
bildet {v} einen affinen Unterraum der Dimension 0.

Sei A # @,ve Aund U = T(A). Wenn wir in U eine Basis, uy,...,uy
wéhlen (d = dimU = dim A), dann gilt

A={v+tu +---+tug:(1r1...,79) € IRd}.

Definition. Man nennt die Abbildung x : RY — A, »x(t...,17) = v + tju; +
.-+ 4+ tyuy eine Parametrisierung oder ein (affines) Koordinatensystemvon A.

Wir kdnnen A im Fall V' = R” auch als Ldsungsmenge eines linearen Glei-
chungssytems beschreiben.

Satz24.1. S8 A C R". Dann sind &quivalent:

(a) A ist affiner Unterraum (der Dimensiond > —1).
(b) Esgibt einem x n-Matrix B (desRangesn — d) undeinb € R™ mit

A={xeR":Bx =b}.

Beweis. Im Fall A = @ sind sicherlich (a) und (b) erflillt - wir wahlen ein unldsba-
res Gleichungssystem. Sei also A # 0.

Die Implikation (b)) == (a) ist uns aus der linearen Algebra gut vertraut.
Die Ldsungsmenge des Systems Bx = b hat die Form v + U, wobei v eine
»partikuldre* Losung von Bx = b ist und U der Losungsraum des homogenen
Systems Bx = 0. Wir wissen ferner, dass

dimU = n —rang B.

Fur die Umkehrung (a) — (b) sei A = v + U. Wie wahlen eine Basis
ui,...,ug von U und bilden mit diesen Vektoren als Zeilen die Matrix C. Das
System

Cy=0
hat einen Losungsraum W der Dimension n — d. In W wéhlen wir eine Basis
wi, ..., W,_g und bilden die Matrix B mit diesen Vektoren als Zeilen. Dann gilt

U ={x:Bx =0}

Nach Konstruktion ist ja Bu; = 0 furi = 1,...,d und deshalo Bu = 0 fir
jede Linearkombination u von uy,...,u,. Daraus folgt U C {x : Bx = 0}. Da
dimU =n — (n —d) = n —rang B, folgt die Gleichheit.
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SchlieRlich setzen wir noch b = Bv. O

Die Darstellung im Satz 24.1(b) heil3t Gleichungsform von A. Die Umwand-
lungen von der Parameterdarstellung in die Gleichungsform und umgekehrt laufen
beide auf die Losung linearer Gleichungssysteme hinaus. Das hat der Beweis ge-
zeigt.

Untervektorraume sind gekennzeichnet durch ihre Abgeschlossenheit unter der
Bildung von Linearkombinationen. Eine dhnliche Charakterisierung gibt es ftir af-
fine Unterrdaume.

Definition. Seien vy,...,v,, € V und ag,...,a,, € Rmitay +--- +a,, = 1.
Dann heif3t
a0v0+"'+amvm

eine Affinkombination von vy, ..., v,,.

Satz 24.2. Fur eine Tellmenge A C V sind aquivalent:

(a) A ist ein affiner Unterraum.

(b) Mitjezwei Punkten vy, v, € A liegt auch jede Affinkombination von v, und
V1 inA.

(c) Fur alle Punkte vy, ...,v,, € A liegt auch jede ihrer Affinkombinationen
inA.

Beweis. Im Fall A = @ sind (a), (b) und (c) erfillt. Sei also A # @.
@ = (b)Seid=v+U.Danngiltfira,f e R,a + p = 1:

avy + Bvy = a(vg—v) + B(vy —v) + v,

und da a(vg — v) + B(v; —v) € U, folgt avy + Bv; € U.
(b) = (c) Wir flhren einen Induktionsbeweis. Fir m = 0 ist nichts zu
beweisen, und der Fall m = 1 ist die Voraussetzung (b). Sei m > 1 mit

w = ooly + ...V, Mt ay+- -+, =1

Es ist unmoglich, dass «g = --- = «,, = 1. (An dieser Stelle nutzen wir aus, dass
R kein beliebiger Korper ist.) Wir diirfen annehmen, dass «,, # 1. Dann ist

w = (1—a,)w + a,v, mit

1
w = (ctovg + -+ + + Ap—1Vm—1).
1 —a,,

Da w’ als Affinkombination von v, . . ., v,,—1 hach Induktionsvoraussetzung zu
A gehort und W Affinkombination von w’ und w,, ist, liegt w in A.

(c) = (a) Wir wahlen einen Punkt v € A und setzen U = {w —v;w € A}.
Zu zeigen ist, dass U ein Untervektorraum ist. Seien u;,u, € U, uy = w; — v,



170 Abschnitt 24

1
U3

%)

ABBILDUNG 1. (b) = (c) im Beweis von Satz 24.1

u, = w, — v. Furalle @, 8 € R ist dann
auy + Pur = a(w; —v) + B(wr —v)
=aw; + pwy + (1 — (@ + B)v —v.

Als Affinkombination von wy, w, und v gehort ayw; + Bw, + (1 — (¢ + B))v zu
A. Damit folgt «u; + Bu, € U, wie zu zeigen war. O

Bemerkung 24.3. Wir haben im Beweis von (b) = (c) ausgenutzt, dass 1 +
.-+ 4+ 1 # 1in R, wenn die Anzahl der Summanden groRer als 1 ist. Man kdnnte
daher den Eindruck haben, dass die Giiltigkeit dieser Implikation davon abhéngt,
dass der Koordinatenkdrper Charakteristik 0 hat.

Klar ist, dass (b) = (a) Uber den Korper mit 2 Elementen nicht gelten kann,
denn (b) stellt dann keine Bedingung an A.

Dass char K # 2 ausreichend ist, kann man durch eine leichte Modifikation
des Beweises sehen: Man teilt einfach die Affinkombination «jv; + --+ + o, v,
in zwei Teilsummen so auf, dass die Koeffizienten sich in jeder der Teilsummen
zu einem Wert # 1 (oder 0) aufsummieren. Mit etwas mehr Aufwand kann man
sehen, dass der Koordinatenkdrper lediglich 3 Elemente zu haben braucht, damit
(b) = (c) gilt (vgl. [FAG]). Abbildung 1 illustriert den Induktionsschritt im
Beweis von (b) = (c).

Schon aus den ersten Erfahrungen mit Geometrie in der Schule ist uns der Be-
griff der Parallelitat vertraut. Im allgemeinen Kontext definieren wir ihn so:

Definition. Affine Unterrdume A = v+ T (A)und B = w+T(B) heillen parallel,
wenn T(A) C T(B) oder T(B) C T(A). Wir schreiben dann

A B.

Speziell ist jeder affine Unterraum zu sich selbst, zum ganzen Raum und zu
jedem Punkt parallel.
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Es ist leicht zu sehen, dass der Durchschnitt beliebig vieler affiner Unterrdume
wieder ein solcher Unterraum ist:

Satz24.4. Sei (A;)ier eineFamilievon affinen Unterraumenvon V. \Wenn (1), _; 4;
# 0,18t ();c; A; en affiner Unterraum mit

T(ﬂ Ai) = (" T).
iel iel
Beweis. Seiv € ()., 4; als Aufpunkt gewdhlt. Fiir w € A gibt es dann zu jedem
i eleinu; € T(A;) mit
w ="V + U;.
Dann aber ist u; = u; furalle i, j € I und folgt
w=v+u mituc ﬂT(Ai).
iel

Ist umgekehrt u € (),.; T'(A;), so folgt unmittelbar w € A; furi € I. O

Satz 24.4 rechtfertigt die folgende Definition.
Definition. Sei X C V eine Teilmenge. Dann heif3t der affine Unterraum

aff(X) = [ ){A : Affiner Unterraum, 4 > X}

affine Hullevon X.

Das Gegenstiick zum Durchschnitt ist der Ver bindungsraum

\/Ai = aff (UA,) .
iel iel
Bei endlich vielen affinen Unterrdumen A4;, ..., A4,, schreibt man
AV ---V A,
Fir Punkte vy ..., v,, setzen wir
ViV VU, ={v} Ve V{v,l.

Speziell ist fiir vy # v,
V1V Uy
die Gerade durch vy und vs.
Satz 24.1 besagt in dieser Terminologie: A ist genau dann affiner Unterraum,
wenn mit vy, v, € A, v; # v,, auch die Geraden durch v, und v, zu A gehdoren.
Aus der linearen Algebra kennen wir die Dimensionsformel

dimU; + U, = dimU; + dim U, — dim(U; N U,)

fur Untervektorrdaume Uy, U,. Fir diese ist natiirlich U, v U, = U, 4+ U,. Deshalb
liegt es nahe, in der obigen Formel einfach + durch v zu ersetzen und sie so auf
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affine Raume zu tbertragen. Wir betrachten parallele Geraden G und H in R? wie
in Abbildung 2.

H

G

ABBILDUNG 2. Zur Dimensionsformel

Dannist zwar G v H = R>und dimG v H = 2, aber
dimG +dimH —dimGNH =1+1—-(-1) = 3.
Im Fall A, N A, = @ ist also sicherlich eine Korrektur notwendig. Zunéchst be-
stimmenwir T (A4, V A,).
Satz 24.5. Sdien Ay, A, C V nichtleere affine Unterraume.
(a) Wenn A N A, 7é @ ist, gllt T(Al \ Az) = T(Al) + T(Az)
(b) Im Fall ATNA = Bdsalve A, w e A,. Dannist
T(A; Vv Ay) =T(Ay) + T(A2) + R(w —v)
undesqilt (T (A;) + T(A4,)) N R(w —0) = 0.
Beweis. (a) Wirwéahlenv € A;NA,. Damitist Ay = v+T(A;), A, = v+T(Ay).
Also enthalt
A=v+T(A)+ T(A2)
sowohl A; als auch A, und ist ein affiner Unterraum. Anderseits muss 7'(A; V A;)
den Untervektorraum 7'(A;) 4+ T (A;) enthalten. Insgesamt ergibt sich die Behaup-
tung.
(b) In Analogie zu (a) betrachten wir
A=v+T(A) + T(Ay) + R(w — v).
Dieser affine Unterraum enthélt v + 7(4;) = Ay und v + T(A4,) + (w —v) =
w + T(Ay) = A,. Anderseits muss T(A; v A,) den Untervektorraum 7'(A4,) +
T(A;) + R(w — v) enthalten, und die Beschreibung von T'(A; v A;) ist somit
korrekt.
Wenn w —v € T(Ay) + T(A,) ist, existieren v’ € A}, w' € A, mit
w—v=©0wW-v)+ W —-w).
Esfolgt v = (w — w’) + w € A, - im Widerspruch zu A, N 4, = @. U
Satz 24.6. Seien A, A, nichtleere affine Unterraume.
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@ Wenn A, N A, # 014, gilt
dimA; v A, =dimA; +dimA4, —dim A4, N A4,
=dimA; +dimA, —dimT(A4,) N T(A).
(b) Wenn 4, N A, = @i, gilt
dimA, v A, =dimA; +dim A, —dimT(A4A,) N T(A4,) + 1.

Bewels. (a) Es gilt
dimT (A, Vv Ay) =dimT(A,) + T(A»)
=dimT(A4,) +dimT(A,) —dimT(A; N A,)
nach der Dimensionsformel fiir Untervektordume.
(b) Es gilt
dimT (A, Vv Ay) =dimT(Ay) + T(Ay) + R(w — v)
=dimT(A4)) + T(Ay) + dimR(w — v)
—dim[T'(Ay) + T(42)] N R(w — v)
=dimT(A;) +T(A4y) + 1
=dimT(A4,) +dimT(A,) —dimT(A;)) N T(Ay) + 1.
O

An die Stelle der linearen Unabhangigkeit tritt in der affinen Welt die affine
Unabhéngigkeit.

Definition. Die Punkte vy,...,v, € V heilRen affin unabhangig, wenn fir jede
Affinkombination
Qv + -+ oV,
die Koeffizienten «y, . . ., a,, eindeutig bestimmt sind.
Die affine Unabhéngigkeit lasst sich leicht auf die lineare Unabhangigkeit
zurickfihren:
Satz 24.7. Fir vy, ...,v, € V sind aquivalent:

@) vo, ..., v, sind affin unabhangig;
(b) vi — vy, ..., v, —vo Sind linear unabhangig;
() vg Vv -+ Vv, ist en affiner Unterraum der Dimension m.

Bewels. Aus jeder Affinkombination von vy, ..., v,, wird durch
ooVo + -+ AUy = (V] — Vo) + -+ + (U, — Vo) + Vo

eine Linearkombination von v —vy, . . ., v,, — vy und umgekehrt. Die Eindeutigkeit
der Koeffizienten «y, ..., o, auf der linken Seite ist dquivalent zur Eindeutigkeit
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von ay, ..., oy, auf der rechten Seite, und damit zur linearen Unabhangigkeit vom
v — V..., VU, — vy. Die Aquivalenz von (c) zu (b) folgt aus
VoV UL V-V, =R —vy) + -+ R, — vo) + vp. d

Sind vy, ..., v, affin unabhangig und gilt
A=vyV -V U,

so heildt vy, ..., v, eine affine Basis von A. Offensichtlich besitzt jeder affine Un-
terraum der Dimension d eine affine Basis vy, ..., v441. ISt vy, ..., v, eine affine
Basis des affinen Unterraums A, so besitzt jeder Punkt v € A genau eine Darstel-
lung

QoUo + *** + AV, o+ -+ + 0y = 1.
Diese Darstellung von A nennt man Darstellung in baryzentrischen Koordinaten
bezlglich vy, ..., v,.

Konvexitat. Die bisher beschriebene affine Geometrie lasst sich Uber fast allen
Korpern betrachten (siehe Bemerkung 24.3). Fur den Begriff der Strecke zwi-
schen zwei Punkten und den darauf beruhenden Begriff der Konvexitdt missen
wir aber zumindest voraussetzen, dass der Koordinatenkdrper angeordnet ist, wenn
naturlich fiir R der Fall ist.

Definition. Seien v, w € V. Dann heif3t
[v,w]={av+pw:a,p>0,0a+p =1}

die Strecke zwischen v und w.
Eine Teilmenge C C V heif3t konvex, wenn mit je zwei Punkten v, w € C auch
[v,w] C C ist.

Offensichtlich ist jeder affine Unterraum konvex, aber auch krumlinig begrenz-
te Teilmengen der Ebene kdnnen konvex sein, wie etwa eine Kreisflache.

ABBILDUNG 3. Konvexe Mengen

In Analogie zu Affinkombinationen definieren wir Konvexkombinationen:
Definition. Seien vy, ..., v, € V. Eine Linearkombination
o1V + -+ Ay Uy
mto<eg; <1firi=1...,munda; +---+a, =1
heit Konvexkombination von vy, ..., v,,.
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In Analogie zur Charakterisierung zur affinen Unterrdumen gilt
Satz 24.8. Fur eine Tellmenge C C V sind aquivalent:

(@) C ist konvex.

(b) Fur jezwel Punkte v, w € C liegt auch jede Konvexkombination von v und
winC.

(c) Mitwvy,..., v, liegen auch alle Konvexkombinationenvon vy, ..., v, inC.

Beweis. (a) < (Db) ist natlrlich nur die Definition von Konvexitat, wahrend
(b) = (c) wie bei Satz 24.1 folgt.
(c) = (b) isttrivial (wie auch bei 24.1). O

Da der Durchschnitt konvexer Mengen konvex ist, ergibt folgende Definition
Sinn:

Definition. Sei X C V. Dann heif3t
conv(X) = [ {C : C > X.C konvex}
die konvexe Hullevon X'
Uns interessieren speziell konvexe Hillen endlicher Teilmengen.
Definition. P C V hei3t Polytop, wenn es x, ..., x,, € V gibt mit

P =conv(xy,...,x,).
Ist P = conv(xy,...,x,) einPolytopund P # conv(xy, ..., X; 1, Xit1s---»Xm)
firi =1,...,m, sonennen wir xp, ..., x,, die Eckenvon P.

Standardbeispiele von Polytopen sind die uns bekannten (konvexen) Vielecke
der Ebene. aber auch den Tetraeder, der Wrfel und @hnlliche raumliche Figuren.

C

ABBILDUNG 4. Polytope

Unter den Polytopen wiederum zeichnen sich aus:

Definition. Ein m-Smplex ist die konvexe Hille von m + 1 affin unabhdngigen
Punkten in V.

Ein 1-Simplex ist also eine Strecke, ein 2-Simplex also ein Dreieck und ein
3-Simplex ist ein Tetraeder.

Es ist leicht zu sehen, dass die konvexe Hiille von x, ..., x,, genau die Menge
der Konvexkombinationen von xq, ..., x,, ist.
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AN\

ABBILDUNG 5. Simplizes

Orientierung. Der letzte geometrische Grundbegriff, den wir in diesem Abschnitt
einflhren, ist der der Orientierung oder des Drehsinns. Im Folgenden kommt es bei
der Angabe von Basen auf die Reihenfolge der Elemente an.

Definition. Seien vy,...,v, und wq, ..., w, Basen des Vektorraumes V. Wir sa-
genvy,...,v, und wy,...,w, seien gleich orientiert, Wenn die durch

n
w; = E Cll'jl)j, I = 1,...,1/1,
i=l1

definierte Matrix A = (a; ;) positive Determinante hat.

Gleich orientiert zu sein, ist eine Aquivalentrelation, denn wenn u, . . ., u, eine
weitere Basis ist mit v; = 2721 bijuj, i=1,...,nund B = (b, j),soqilt

n
VV,‘Z E C,‘juj, izl,...,l’l,
j=1

mitC = (c,j) = AB.Wenndet A > 0 und det B > 0, folgt
detC = det AB = (det A)(det B) > 0.

Es gibt offensichtlich genau zwei Aquivalenzklassen im Fall dim V > 0, représen-
tiert durch
Vi,...,0, und — vy, va,...,0,.

Definition. Eine Orientierung von V' ist eine der beiden Aquivalenzklassen von
Basen beziiglich der Relation, gleich orientiert zu sein.

Orienteirungen reprasentieren einen “Drehsinn. Sie erlauben uns Drehungen
der Ebebe im Uhrzeigersinn von solchen gegen den Uhrzeigersinn zu unterschei-
den. Im dreidimensionalen Raum représentieren linke und rechte Hand verschie-
dene Orientierungen.

Abstrakte affine Raume. Wenn man einen Raum einfiihren mochte, in dem wirk-
lich kein Punkt ausgezeichnet ist (auch nicht im ,Hintergrund*), muss man ab-
strakte affine Raume betrachten. Ein affiner Raum Uber dem Vektorraum V' ist
dann eine Menge A # @ auf der ein V' durch Translationen operiert. Genauer:
Es gibt eine Verknipfung + : V x A — A, die folgenden Axiomen gentigt: (i)
v4+w)+a=v+ (w+a)firallea € A;v,w € V, (ii)) 0 4+ a = a fir alle
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() €l
L» e L» e
ABBILDUNG 6. Entgegengesetzte Orientierungen

€3 €
Q, Q
€] €3

ABBILDUNG 7. Gleiche Orientierungen

a € A; (i) furalle v € V und alle a € A ist die Abbildung a — v + w bijektiv
auf A.

Man gewinnt dabei aber keine neuen affinen Radume. Jeder affine Raum tber V/
ist als solcher zu V' als affinem Raum isomorph. Der Vorteil ist sicherlich eine noch
groRere begriffliche Klarheit, weil man Punkte und Vektoren besser voneinander
trennen kann.
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Affinitaten

Lineare Abbildungen von Vektorraumen sind per Definition diejenigen Abbil-
dungen, die Linearkombinationen erhalten. In Analogie dazu definieren wir affine
Abbildungen:

Definition. A, B seien affine Rdume. Eine Abbildung f : A — B heift affin,
wenn fir alle vy, ...,v, € Aund o, ...,a, € Rmitay +--- + «a, = 1gilt:

Slaovo + -+ + o) = ap f(vo) + -+ + i f (V).

Die Definition ist sinnvoll, denn A ist uner Affinkombinationen abgeschlossen.
Aus der Definition folgt unmittelbar, dass die Komposition von affinen Abbildun-
gen affin ist.

Ahnlich wie beim Beweis von Satz 24.1 sieht man, dass es geniigt, die \er-
traglichkeit von f mit Affinkombintionen agvg + o;v; zu fordern.

Definition. Eine Affinitat ist eine bijektive affine Abbildung.

Affinitaten sind die Isomorphismen der affinen Geometrie. Sie erhalten die af-
fine Struktur und zwar in beiden Richtungen. Auch die Umkehrabbildung einer
Affinitat ist eine Affinitat.

Jede lineare Abbildung f : V' — W von Vekttorrdumen V, W ist offensichtlich
affin, und die Einschrankungen von £ auf affine Unterrdume von V' sind es auch.
Aber nicht jede affine f : V' — W Abbildung ist linear, denn fir lineare Abbildun-
gen f muss ja f(0) = 0 gelten. Das ist aber auch die einzige Bedingung fur die
Linearitat einer affinen Abbildung, denn wir kénnen ja aus jeder Linearkombina-
tion durch Hinzuftigen eines ,,virtuellen* Summanden y - 0 eine Affinkombination
machen.

Die zweite wichtige Klasse affiner Abbildungen bilden die Translationen:

Definition. Die Abbildung
V=V, nw =w+v

heil3t Translation mit dem Ver schiebungsvektor v.



Affinitaten 179

w 4+ v

w
ABBILDUNG 1. Translation mit Verschiebungsvektor v

Statt Translation sagen wir auch Parallelverschiebung. Jede Translation ist eine
affine Abbildung:
‘Cv(alvl + -+ amvm) =0V + o F AUy TV
= a1V +v) + - + (v + V)
= o, Ty(V1) + -+ + ATy (V).

Ein weiterer Typ affiner Abbildungen ergibt sich wie die Translationen unmit-
telbar aus den Rechenoperationen auf V':

Definition. Seiv e V, A € R, A # 0.
§(w) = Aw —v) + v = (T 0 Uy 0 T) (W)

die zentrische Streckung ode Dilatation mit Zentrum v und Mal3stab A. (Wir lassen
auch A < 0 zu.) Dabei haben wir mit w, die skalare Multiplikation mit A auf V'
bezeichnet.

Fir A = —1 nennt man § auch Punktspiegelung an v.

Mit den Translationen und den linearen Abbildungen haben wir alle affinen
Abbildungen im Griff:

Satz 25.1. Mit den Bedingungen der Definition gilt: Eine Abbildung f : A — B
ist genau dann affin, wenn esv € A, w € B und ene lineare Abbildung g :
T(A) — T(B) gibt mit

J =twogoty;
anders ausgedriickt: mit f(u) = g(u —v) + w fur alleu € A.

Beweis. Wir wahlen v € 4 und setzen w = f(a). Damit ist
g=1yo0 for,:T(A) — T(B)
wohldefiniert und als Komposition affiner Abbildungen selbst affin. Da g(0) = 0
ist, ist g linear, wie oben beobachtet. Wir erhalten sofort
f=ty0go0ty.

Die Umkehrung ergibt sich wieder daraus, dass die Komposition affiner Abbildung
affin ist. O



180 Abschnitt 25

Ahnlich wie der Untervektokrraum U = T (A4) mit A = v+ U fiir jeden affinen
Raum A nur von A, nicht aber von v abhéngt, ist auch die lineare Abbildung g in
Satz 25.1 nur von f abhéangig, nicht aber von v:

Satz 25.2. Fir dieim Satz 25.1 bestimmten Grof3en gilt:

@ gu—u)= f(u)— f(u') fur alleu,u” € A. Dielineare Abbildung g ist

also durch f* eindeutig bestimn.

(b) w = f(v).

Beweis. Sei v wie im Beweis von 25.1 frei gewahlt. Dann folgt
f)y=gv—-—v)+w=w.

Ferner ist
gu—u)y= fu—u' +v)—w
= fu)— f) + fv) = f(v)
= f(u) — f(u). O
Satz 25.2 rechtfertigt die Bezeichnung
g=T(f).

Sind f : A — B, ]A” : B — C affine Abbildungen, so konnen wir mit w € B
Jof=@oT(floty)o(moT(f)ory)
=1 oT(f)oT(f)o,
schreiben. Es gilt also
T(fof)=TF)oT(f).
Da Translation 7, : A — T (A) mit —v € A bijektiv sind, gilt
[ ist bijektiv (injektiv, surjektiv) <= T (A) ist bijektiv (injektiv, surjektiv).
Die Gleichung in Satz 25.2 kdénnen wir auch so schreiben:

f+w) = fv)+T(f)(w).
Wir merken uns das filr spater.

Affine Abbildungen erhalten offensichtlich affine Unterrdume, benso wie linea-
re Abbilddungen Untervektorraume erhalten. Den Beweis kann man anschreiben.

Satz25.3. S f : A — B eine affine Abbildung. Dann ist f(Z) fur jeden affinen
Unterraum A C A ein affiner Unterraumvon B und f~1(B) ein affiner Unterraum
von A fur jeden affinen Unterraum B und B.

In Analogie dazu, dass lineare Abbildungen durch die Bilder der Basiselemente
eindeutig bestimmt sind und diese frei vorgegeben werden konnen, gilt fir affine
Abbildungen:
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Satz 25.4. vy, ...,v,, € V seen affin unabhangig und wo, ..., w,, seien Punk-
te in W. Dann existiert genau eine affine Abbildung f : aff(vg,...,v,) —
aff(wo, ..., wy,) mt f(v;) =w; fari =1,...,m.

Bewels. Seiw € aff(vy...,v,). Dann existieren eindeutig bestimmte «y, . .., @, €

R, o0+ +a, =1, mtv=ayvy+ -+ a,v,. Also macht es Sinn,
f(l)) = oWy + + - + AWy

zu setzen. Nur bei dieser Wahl erfillt ' die Bedingungen dass f(v;) = w;, i =
1,...,m.Dass f inder Tat affin ist, rechnet man sofort nach. O

Affine Abbildungen erhalten im Allgemeinen weder Langen noch Winkel, aber
sie erhalten Parallelitat:

Al B = f(A) | f(B).

Bei Affinitdten f : V' — W liegt in der Regel der Fall V' = W vor und wir
sprechen dann von einer Affinitat von V. Die Affinitdten von V bilden eine Gruppe

AFf(V)
bezutglich der Komposition. Als Menge kann Aff(17) mit
V x GL(V)

identifiziert werden, wobei GL (V') die Gruppe der linearen Automorphismen von
V ist: Jedes f € Aff(1) besitzt eine eindeutige Zerlegung

f=1no0g
in eine Komposition einer Translation und des linearen Automorphismus g =

T(f). Dabei muss jav = f(0) seinund g = T(f) ist ohnehin eindeutig be-
stimmt. Die Abbildung

V x GL(V) — Aff(V)
(v,g) > 1,08
ist jedoch kein Gruppenisomorphismus, denn t, und g sind nicht vertauschbar:
f=gor, mtw=g'(v)

und im Allgemeinen ist v # g~1(0).
Anderseits ist

T : Aff(V) — GL(V), f+— T(f),

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern V' (identifiziert mit den Trans-
lationen). Daraus folgt, dass V' ein Normalteiler (fir die, die fden Begriff kennen)
in Aff(V) ist (und Aff(1) semidirektes Produkt des Normalteiler V' und der Un-
tergruppe GL(V)).
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Im axiomatischen Aufbau der Geometrie stehen die algebraischen Begriffe auf
die wir die Definition affiner Abbildungen gestiitzt haben, nicht zur Verfiigung. Die
grundlegende Relation ist die Inzidenz von Punkten und Geraden.

Definition. Punkte vy, ..., v,, heilRen kollinear, wenn sie auf einer Geraden liegen.

Affine Abbildungen erhalten natiirlich Kollinaritéat. Es gibt aber auch die Um-
kehrung, soweit dies tiberhaupt moglich ist. Die erste Einschrankung ist, dass Kol-
linaritét in Dimension 1 eine leere Bedingung ist, die zweite, dass auch Automor-
phismen des Grundkdrpers K, komponentenweise in K" angewandt, Kollinearitat
erhalten. Der Korper R besitzt keine Automorphismen aulRer der Identitét. Insofern
kann man solche Automorphismen bei der Betrachtung von R auRer Acht lasen.

Satz25.5. SedimV >2und f : V — V ene hijektive Abbildung, die Kollina-
ritat erhalt. Dannist f eine Affinitat (im Allgemeinen, bis auf einen Automor phis-
mus des Koordinatenkor pers, sofern dieser mindestens drei Elemente enthalt).

Wir verzichten darauf, den Satz zu beweisen. Er wird hdufig auch ,,Hauptsatz
der affinen Geometrie” genannt, und in einem axiomatischen Aufbau ist der Name
wohl gerechtfertigt.

Bei der Untersuchung und Klassifikation von Affinitdten halfen insbesondere
Fixpunkte: v ist Fixpunkt von f, wenn f(v) = v ist. Wir setzen

Fix(f) ={v: f(v) = v}.
Offensichtlich it Fix(F') stets ein affiner Unterraum und wir diirfen daher vom
Fixpunktraum sprechen. Fir lineare Abbildungen f ist Fix(f) = E;(f) der Ei-
genraum zum Eigenwert 1.
Affine Abbildungen mit Fixpunkt sind genau so einfach oder Schwierig wie
lineare Abbildungen:

Satz 256. S& f : V — V ene affine Abbildung und v € V. Dann sind
aquivalent:

(a) vist Fixpunkt von f;

(b) t, 1o f o1, istlinear.
Beweis. Sei v Fixpunkt von f. Dann gilt

(t, o for)(0) =17, (f(v) =7, (v) = 0.
Als affine Abbildung mit Fixpunkt 0 ist 7, ! o f o 7, ist linear. Die Umkehrung ist
ahnlich einfach. O

Wir kdnnen Satz 25.6 so interpretieren: Wenn v Fixpunkt von f ist, ist f im
Koordinatensystem mit Ursprung v eine lineare Abbildung (und umgekehrt). In-
sofern unterscheiden sich affine Abbildungen mit Fixpunkt von den linearen nur
durch die Wahl des Ursprungs.
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Die Eigenwerttheorie ist bei der Analyse von Affinitaten sehr nitzlich. Das
zeigt sich schon beim folgenden Satz.

Satz25.7. S f : V — V affin. Dann sind &quivalent:
(a) f besitzt genau einen Fixpunkt.
(b) T'(f) besitzt genau eine Fixpunkt.
(c) 1ist kein Eigenwertvon T'( f).

Beweis. Die Aquivalenz von (b) und (c) ist offensichtlich: 7( f) besitzt stets den
Fixpunkt 0, und es besitzt keinen weiteren Fixpunkt genau dann, wenn 7'( /) (v) #
v fur alle v # 0,

Wir schreiben f =ty o T(f), w = f(0). Genau dann ist v Fixpunkt von f,
wenn

v=T(f)) +w,
wenn also
(T(f) —id)(v) = —w.
Wenn 1 kein Eigenwert von T'(f) ist, ist T( f) — id eine bijektive lineare Abbil-
dung, und daher ist

v =(T(f)—id)" (~w)
der einzige Fixpunkt von f.

Hat umgekehrt die Gleichung v = (T'(f) — id)~!(—w) genau eine L6sung,
muss 7'( ) — id bijektiv sein. O

Im Fall, in dem 1Eigenwert von T'( f) ist, braucht f natdrlich keinen Fixpunkt
zu besitzen: im Fall einer nichttrivialen Translation t ist 7(t) = id, aber t besitzt
keinen einzigen Fixpunkt.

Besitzt f aber Gberhaupt einen Fixpunkt v, so gilt offensichtlich

Fix(f) = v 4+ FiX(T(f)).

Wenn wir die uns bekannten Isometrien der Ebene oder mit etwas mehr An-
spruch an die geometrische Anschauung die Isometrien des dreidimensionalen
Raumes betrachten, féllt uns auf, dass wir in den Fallen, in denen kein Fixpunkt
existiert, wenigstens eine Achse* finden, also eine Gerade G mit f(G) = G. Im
Fall einer Translation sind alle Geraden G in Richtung der Translation Achsen.

Sei G eine Gerade und f eine affine Abbildung mit f(G) = G. Es gilt dann
T(f|G) = Aidry mit A € R. Wenn A # 1 ist, besitzt /|G, und damit f* selbst,
einen Fixpunkt gemal Satz 25.7. Etwas Neues konnen wir also nurim Fall A =1
erwarten, in dem f|G eine Translation langs G ist.

Ein typisches Beispiel fiir die Existenz einer Achse ist eine ,,Schraubung” des
R3: Sie setzt sich zusammen aus einer Drehung um eine Achse G gefolgt von einer
Translation langs G. In der Ebene kdnnen wir eine “Gleitspiegelung® langs einer
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Geraden G betracht6en, also die Spiegelung an G gefolgt von einer Translation
ldngs G. Wir diskutieren das noch im folgenden Abschnitt.
Nach soviel Vorrede erhalten wir als Verallgemeinerung von Satz 25.7:

Satz 25.8. Sa f eine Affinitat von V, fur die das Minimalpolynomvon 7'( /) den
Linearfaktor X — 1 mit hochstens der Vielfachheit 1 enthalt.
(a) Dann existieren eine Affinitat g, die einen Fixpunkt besitzt, und ein Viektor
v e E(T(f)) sodass
f:‘[vog:go‘[v-
(b) Esqilt f(w + R,) = w + R, fur jeden Fixpunkt w von g.
(c) g und v sind eindeutig bestimmt. Falls f* einen Fixpunkt besitzt, ist v = 0.

Die Bedingung an das Minimalpolynom kann man auf vielféltige Weise zum

Ausdruck bringen, zum Beispiel durch die Existenz der Zerlegung
V=E(T(f)eWw mit T(fHW)=W.
In dieser Form nutzen wir sie gleich. Ausreichend ist natirlich, dass 7'( 1) tber C
diagonalisierbar ist.
Bewies von Satz 25.8. Wir wahlen einen beliebigen Punkt x,. Dann zerfallt
f(xo) — xo in der Form
f(xo) —xo=vo+wo Mit vy € E(T(f)), wo € W,

wobei W das f-invariante Komplement von E{(7T'(f)) ist. Wir setzen

g=1"'of T = Ty,-
Damit sind schon einige der Forderungen an g und v erflllt. Insbesondere it f =
Tog.
Esqilt T(f) = T(g),unddassv € E{(T(g)) istdquivalentzut,0g = gor.
Seidazu g = 7, o T(g). Dann ist fiir beliebiges y € V

(tog)(y) =vo+z+T(g)N(y),

(gow)(y) =z +T(g)(vo) +T(g)(y),

sodasstog = gorinthe Tatzu T(g)(vo) = vy dquivalent ist.
Der kritische Punkt ist die Existenz eines Fixpunktes von g. Dazu betrachten
wir A = xo + W. Seinun w € W beliebig. Dann ist

g(xo+w) = t—=1(f(xo + w)) = f(xo + w) — vo
= f(x0) —vo+ T(f)(w) = xo + wo + T(f)(w) € A.

Wir kénnen also g auf A einschranken, und da 1 kein Eigenwertvon 7'(g)|7T(A) =
T(f)|W ist, besitzt g genau einen Fixpunkt in A, und damit mindestens einen in
V.
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Nun ist alles bewiesen auler der Eindeutigkeit. Sei dazu T = tyund f =
Tog = gog. Alles was wir sonst noch bewiesen haben, folgt aus dieser Gleichung.
Speziellv e E|/T(f)), g(xo) —xo € W und

f(x0) = x0 =7V + (g(x0) — Xo).
Die beiden Summanden in dieser Zerlegung sind aber eindeutig bestimmt. Damit
istv =7, t=7vundg =7¢. O
Es drangen sich sofort Anwendungen auf auf affine Isometrien auf. Wir ver-
schieben sie in den nédchsten Abschnitt.
Wie bei linearen Abbildungen, so kdnnen wir auch bei Affinitdten orientie-
rungserhaltende und orientierungsumkehrende unterscheiden.

Definition. Eine Affinitat f heil3t eigentlich, wenn det 7( /) > 0 ist.

Die eigentlichen Affinitdten unterscheiden sich von den uneigentlichen da-
durch, dass einen Bewegungsablauf gibt, in dem jeder Punkt auf einem stetigen
Weg zu seinem Bildpunkt lauft und zu jedem Zeitpunkt des Ablaufs eine Affinitat
vorliegt. Im néachsten Abschnitt besprechen wir die analoge Aussage fir Isometri-
en.
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Affine lsometrien

Vorweg einige Bemerkungen zur Orthogonalitat. Affine Unterrdume A und B
sind orthogonal, wenn T'(A) und T'(B) orthogonal sind. Wir setzen A+ = T (A)".
(Etwas wiirde erst Sinn machen, wenn man einen Aufpunkt von A gegeben hat.)

Die Affinitaten des Abschnitt 25 erhalten die affine Struktur, im Allgemeinen
aber keine Abstande und Winkel. In diesem Abschnitt betrachten wir Abbildungen,
die diese zusatzliche Eigenschaft haben und daher die wichtigsten Abbildungen der
Geometrie Uberhaupt sind.

Definition. Sei V' ein euklidischer Raum. Eine Abbildung f : V — V heilit
Isometrie (oder Bewegung oder Kongruenz), wenn

ILf(w) = f)] = [[w—v]
furalle v,w € V qilt.

Lineare Isometrien (auch orthogonale lineare Abbildungen genannt) haben wir
in Abschnitt 15 genau analysiert. Das wird uns zusammen mit den Satzen des
vorangegangenen Abschnitts helfen, alle Isometrien zu verstehen.

Wir haben nicht vorausgesetzt, dass die Abbildung f in der Definition eine
Affinitét ist. Dies ist auch nicht notwendig:

Satz 26.1. Jede Isometrie f von V ist eine Affinitat.

Das haben wir in Bemerkung 15.2 schon bewiesen. Nachdem wir wissen, dass
f eine Affinitat ist, dirfen wir auch 7'( /) betrachten. Fir eine Affinitat gilt offen-
sichtlich

f Isometrie <= T(f) Isometrie.
Die Definition zeigt, dass die Identitét eine Isometrie ist und die Komposition zweli-
er Isometrien wiederum eine solche Abbildung ist. Nach Satz 26.1 sind alle Isome-
trien bijektiv, und die Definition impliziert unmittelbar, dass die Umkehrabbildung
einer Isometrie wieder eine Isometrie ist. Folglich bilden die Isometrien eine Grup-
pe, bezeichnet mit

ot V).
Die linearen unter den Isometrien bilden die Untergruppe
o).
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Wie im affinen Fall, hat T : ¢ (V) — ¢ die Untergruppe der Translationen als
Kern. Jede Isometrie lasst sich also zerlegen in der Form

f=toT(f)=T(f)o7

wobei 7, ¢/ Translationen sind und 7'( /') eine orthogonale lineare Abbildung.

Wichtige Typen affiner Isometrien sind noch sind Spiegelungen an Hyperebe-
nen und Drehungen. Wir beschéftigen uns zundchst mit den Spiegelungen. Sei H
eine Hyperebene und U = T (H). Wir wéhlen einen Aufpunkt w € H und eine
Orthonormalbasis u,...,u, von V mitu;,...,u,_; € U. Die Spiegelung an U
ist die durch

oy(u;)) =u;, i=1,...,.n—1, oy(u,) = uy,,

und die Spiegelung an H ist dann
O =Ty OO0y © r;l.
Es ist leicht zu sehen, dass oy nur von H abhéngt: Die Strecke [w, oy (w)] ist
orthogonal zu H und H halbiert sie; siehe Abbildung 1. Statt von einer Spiegelung

H

o (w)

ABBILDUNG 1. Spiegelung an H

an H sprechen wir auch von einer Spiegelungin H+.
Eine elementare, aber vielleicht doch Uberraschende Einsicht:

Satz 26.2. SHenvy,..., v, affineunabhangig und wy, ..., w,, Punktevon V' mit
lvi=vill = lwi —w;|, i,j=1,...,m.
Dann gibt es Spiegelungen o4, ..., 0,, p < m, so dass fur die Komposition ' =

0'p0°'°00'1 gllt
f)=w;, i=1,...,m.

Soeziell lasst sich jede Isometrie der Komposition von hochstensn 4+ 1 Spiegelun-
gendarstellen, n = dim V.
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Beweis. Wir fiihren einen Induktionsbeweis, beginnend mit m = 0, f = id. Wir
durfen annehmen, dass Spiegelungen oy, . .. , o, gefunden sind, g < m —1, so dass
flr g =0, 0--- 003 gilt
gw)=w;, i=1,....m—1.
Wenn g(v,,) = w,, gilt, setzenwir f = gund p = gq.
Im anderen Fall sei H die Mittelsenkrechte von [g(v,,), w,,], also die Hyper-
ebene orthogonal zur Strecke [g(v,,), wy,] durch deren Mittelpunkt.

Wir behaupten: wy, ..., w,_; € H.Esqiltja
”wi - me = Hvi - vm”
= [lg(vo) — gl = llwi — g(wm)ll,
i =1,...,m—1.Die Mittelsenkrechte ist aber der Ort aller Punkte die von g(w,,)
und w,, gleichen Abstand haben. (Wir iiberlasen das einer Ubungsaufgabe.)
Wir setzen g = g + 1 undwéhleno, = oy, f =o0,0g. Dawy,..., wy,—; Von

o, festgehalten werden und o,(g(vn)) = wx, folgt insgesamt

fw)=w;, r=1,...,p.

Fur den zweiten Teil sei g eine Isometrie. wahlen wir ein Referenzsimplex
mit den Ecken vy, ..., v, und setzen w; = g(v;). Dann kdnnen wir den ersten
Teil des Satzes anwenden und erhalten eine Komposition f von hochstens n + 1
Spiegelungen, so dass

fw)=w;, i=0,...,n.

Es folgt f = g, weil eine affine Abbildung mit diesen Eigenschaften eindeutig
bestimmt ist. O

Es lohnt sich, etwas genauer zu ermitteln, wie viele Spiegelungen man im zwei-
ten Teil der Aussage wirklich braucht. Wenn g(v;) = v; furi = 1,...,k qilt,
konnen wir direkt mit f; = id starten und brauchen hochstens noch n +1—k Spie-
gelungen. Eine Translation sogar als Komposition von zwei Spiegelungen darstel-
len; siehe Abbildung 2. Zur Uberiifung der Bahauptung o o 6 = 15, Vergleicht

W OH ©0G = T,
we ew + 2v
ABBILDUNG 2. Translation als Komposition zweier Spiegelungen

man die Wirkung von linker und rechter Seite auf eine affine Basis, die man ge-
schickterweise so wahlt: vg,...,v,_1 € F, v, € H. Es ist leicht zu sehen, dass
alle diese Punkte von oy o o5 um 2v verschoben werden.
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Eine prazise Auskunft iber die Anzahl der bendtigten Spiegelungen gibt Satz
26.3. Zur Vorbereitung tberlegen wir uns zunachst, dass

det T(f) — (_l)n—dim FiXT(f).

Der Exponent n — dimFix T'( f) gibt die Anzahl der Eigenwerte A £ 1 an (mit
Vielfachheit gezahlt). Jeder Eigenwert A ¢ R tritt mit gleicher Vielfachheit auf wie
A # A, so dass die Summe ihrer Vielfachheiten gerade ist. Da AL = 1, folgt

detT(f) = (_l)dim E_T(f) _ (_l)n—dim FixT(f)
Satz 26.3. Sein =dimV, f einelsometrie. Dann l&sst sich f durch
n —dimFix(T(f))
Soiegelungen darstellen, wenn f einen Fixpunkt besitzt und durch
n—dimFix(T(f)) + 2

Soiegelungen im anderen Fall. Eine Darstellung als Komposition von weniger
Soiegelungen ist nicht moglich.

Bewels. Sei t = dimFix(7T'(f)). Im ersten Fall ist auch dimFix(f) = ¢. Wir
wadhlen affin unabhéngige Fixpunkte vy, ..., v, und erganzen sei zu einer affinen
Basis vy, ...,v,von V. Seiw; = f(v;)0,...,n.Danngiltv; = w;,i =0,....,¢,
und er Beweis von 26.2. zeigt, dass wir mitn + 1 — (¢t + 1) = n —t Spiegelungen
auskommen.

Wenn £ keinen Fixpunkt besitzt, betrachten wir die Zerlegung

f=woT(f), v= f(0)
Dann konnen wir T'( f) wie oben als Komposition von n — dimFix(7T'( f)) Spie-
gelungen schreiben und brauchen nur noch 2 Spiegelungen hinzuftigen, die t, dar-
stellen.
Es bleibt zu zeigen, dass Darstellungen mit weniger Spiegelungen nicht mdglich
sind. Betrachten wir zunéchst den Fall, dass f einen Fixpunkt besitzt und f =
0, o --- o0y ist. Dann gilt

T(f)=T(op)o---oT(0o1)
und auch T'(o;) ist eine Spiegelung furi = 1,..., p. Wir durfen annehmen, dass
f =T(f),o; = T(o;) gilt. Offensichtlich ist

Fix(f) D Fix(o,) N --- N Fix(oy).

Da dim Fix(o;) = n — 1, hat Fix(o,,) N - -- N Fix(o;) mindestens Dimension n — p.
Daraus folgt n — p < dimFix( f) oder p > n — dimFix( f).

Im zweiten Fall missen wir etwas subtiler argumentieren. Wir nehmen an, f
lie3e sich durch weniger als n—m+2 Spiegelungen darstellen. Aus Paritatsgriinden
reichen dann bereits n —m Spiegelungen, wie wir uns vor dem Satz tberlegt haben.
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Seialso f = 0,0---00yund p < n—mund H; = Fix(o;). Da f keinen Fixpunkt
besitzt, ist H; N --- N H, = @. Das geht nur, wenn es ein j gibt mit

Hj || HyN--- N Hj,

denn sonstist stetsdim H; N---N H; .y > n—(j + 1) und speziell dim #, N---N
H, > 0.

Wenn wir nun zu den zugehdrigen linearen Abbildungen (ibergehen, bedeutet
dies

T(Hiz1)) DT(H)N---NT(H;),
und es ergibt sich
FiXT(f)DH N---NH NH ,N---NHp,

wobei H/ = T (H;). Dann aber istdimFix 7' (/') > n— p, was nichtsein kann. [

In der Elementargeometrie ist Satz 26.2 der Kongruenzsatz ,,SSS*: Zwei Drei-
ecke sind genau dann kongruent, wenn sie in den drei Seiten {ibereinstimmen. Wir
haben bei unserem Beweis nur Spiegelungen eingesetzt, man darf natirlich auch
andere Isometrien verwenden.

Wir betrachten zur Illustration von Satz 26.2 die Dimension 2. Da jede Spie-
gelung uneigentlich ist, ist auch die Komposition von einer ungeraden Anzahl von
Spiegelungen uneigentlich und das schrankt bei der Begrenzung auf maximal 3
Spiegelungen die Mdglichkeiten erheblich ein.

Sei f eine Isometrie ungleich der Identitdat. Dann ergibt sich bei dimV = 2
folgende Tabelle fiir die Anzahl der bendtigten Spiegelungen

f ist eigentlich

ja | nein
. ja 2] 1

f hat Fixpunkt
nein| 2| 3

Wir sehen sofort, dass eine uneigentliche Isometrie mit Fixpunkt eine Spie-
gelung sein muss. Auch die anderen Falle lassen sich leicht identifizieren. Wir
kommen darauf noch zurtick. Vorher missen wir noch Drehungen einfiihren.

Sei zunnéchst U ein Untervektorraum der Dimension dim V' — 2. Wir wahlen
eine Orthonormalbasis 11, u» in U+ und ergénzen sie durch eine Orthonormalbasis

Us, ..., U, zu einer Orthonormalbasis von V. Dann heif3t die durch
p(uy) = (cosw)u; + (Sinw)u,
p(uy) = (—=sinw)u; + (CoOSw)u,

o(u;) = u;, 1 =3,...,n

definiert orthogonale Abbildung die Drehung um U (oder mit Zentrum U) und
Winkel w. Allerdings ist hier etwas Vorsicht geboten: p héngt nicht nur von U und
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w ab, sondern auch noch von der durch u;,u, auf U+ definierten Orientierung
(wenn auch nicht von u, u, direkt). Siehe Abbildung 3. Drehungen um einen af-

UJ_

N
v

ABBILDUNG 3. Drehung um den Winkel o

finen Unterraum A mit dim A = dim V' — 2 (oder mit Zentrum A) haben dann die
Form

T, 000 T_y,

wobei p eine Drehung mit Zentrum 7'(A) und v € A. Um zu sehen, dass w, A
und die Orientierung auf 7/(4)* die Drehung vollstandig bestimmen, betrachtet
man zu einem gegebenen Punkt w den Unterraum w + 7' (A)*. Er schneidet A4 in
einem einzigen Punkt z, und p ist dann die Drehung mit Zentrum z und Winkel o
beziiglich der gegebenen Orientierung in T(A4)*.

Statt von einer Drehung mit Zentrum A sprechen wir auch von einer Drehung
in A+,

Drehungen sind also Isometrien, die in der Dimension 2 definiert sind und dann
,orthogonal* auf hoherdimensionale Radume fortgesetzt werden. Translationen und
Spiegelungen an Hyperebenen stammen in diesem Sinn sogar aus der Dimension
1. Dies ist eine geometrische Folgerung daraus, dass irreduzible Polynome dber R
den Grad 1 oder 2 haben.

Auch Drehungen lassen sich als Komposition von zwei Spiegelungen darstel-
len. (Siehe Ubungsaufgaben zu den Einzelheiten.)

Nachdem wir unseren Katalog von ,,Elementarbewegungen” komplettiert ha-
ben, kdnnen wir die Isometrien der Ebene komplett klassifizieren. Sei f zunéchst
eigentlich, f* # id. Dann ist f Komposition von zwei Spiegelungen, wie oben be-
reits gesehen. Wenn sich die Spiegelungeraden nicht schneiden, ist f eine Trans-
lation und hat keinen Fixpunkt. Wenn sie sich schneiden, ist f/ eine Drehung um
den Schnittpunkt, der dann auch Fixpunkt von f ist.

Uneigentliche Isometrien mit Fixpunkt haben wir schon als Spiegelungen er-
kannt. Es bleibt der Fall uneigentlicher Isometrien ohne Fixpunkt. (Diese sind
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Kompositionen von drei Spiegelungen, aber dass l&sst sich schwer direkt ausnut-
zen.)Seiv € V (dimV = 2)und f(v) # v. Wir betrachten die Punktspiegelung
u am Mittelpunkt w von [v, f(v)]. Diese ist gleichzeitig die Halbdrehung um w
und l&sst sich als Komposition o o oy zweier Spiegelungen an zueinander ortho-
gonalen Geraden G und H durch w darstellen. Da

(o f)v) =

ist, besitzt o f einen Fixpunkt und ist immer noch uneigentlich! Also gibt es eine
Gerade K mit

/,Lof:O'K.

Wir haben immer noch die Freiheit, G geschickt zu legen und wir tun dies so, dass
G || K. Dann ist H orthonormal zu G und K; siehe Abbildung 4. Diese Isometrie

p(u)

e

oG o ok (u)

K G
ABBILDUNG 4. Gleitspiegeumg

nennt man Gleitspiegelung: Wir spiegeln an einer Geraden und verschieben dann
ldngs derselben (oder umgekehrt).
Damit haben wir die Isometrien in Dimension 2 vollstédndig klassifiziert:

eigentlich | nicht eigentlich

Fixpunkt Drehung Spiegelung

kein Fixpunkt | Translation | Gleitspiegelung.

Die Klassifikation der affinen Isometrien in Dimension 3 allein aus der Zerle-
gung in ein Produkt von hochstens 4 Spiegelungen ist schon schwierig. Wir kdnnen
aber Satz 25.8 anwenden, der uns die Existenz eines Fixpunktes oder einer Achse
sichert. Die Voraussetzung in Satz 25.8, dass namlich X — 1 hdchstens die Viel-
fachheit 1 als Linearfaktor von 7'( /) hat, ist fiir Isometrien f automatisch erfillt,
denn auch 7'( f) ist Isometrie und damit diagonalisierbar gemaR Satz 15.7.

Satz26.4. & f : V — V eine Bawegung.
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(@) Wenn f eigentlich ist, so existieren paarweise orthogonale affine Un-
terraume Ay, ..., A,, p > 0, der Dimension 2, so dass

f=topo...op,

ist, wobel p; # id eine Drehungin 4; ist,i = 1,..., p.
(b) Wenn f uneigentlich ist, so existiert zusatzlich ein eindimensionaler Un-
terraum H, so dass

f =tooopio...op,

ist mit einer Soiegelung o in B, wobei B orthogonal istzu 4, ..., A, und
7 (moglicherweiseist t = id).

Wenn f einen Fixpunkt besitzt, ist ¢ = id. Im anderen Fall sit ¢ # id eine zu
Aj ..., A, und bei (b) auch zu B orthogonale Trandlation.

Bewels. Nach Satz 25.8 erhalten wir eine Zerlegung

f == TU o gv
beiderv € E{(T(f)) und g einen Fixpunkt p besitzt. Es gilt

g=10T(g) o1,

und auf 7'(g) kdnnen wir Satz 15.8 anwenden — im Anschluss an den Satz haben
wir begriindet, dass es eine Darstellung

T(g) =P10:+ 07,
oder
T(g)=Gopio P

wobei die p; Drehungen in paarweise orthogonalen Unterrdumen sind und &, wenn
die Spiegelung auftritt, in einem eindimensionalen Unterraum stattfindet, der zu
den zweidimensionalen Unterrdumen der Drehungen orthogonal ist. (Alle diese
Unterrdume sind in Eigenrdumen zu Eigenwerten # 1 enthalten.)

Am Ende setzen wir

pi:rp05ior;1 und Gzrpogorp_l. O
Nun kdnnen wir die affinen Isometrien in Dimension 3 klassifizieren. Die Klas-
sifikation ergibt sich unmittelbar aus Satz 26.4, wenn man beriicksichtigt, dass

p < 1sein muss. In der Tabelle ist e ist die Vielfachheit von 1 als Eigenwert.
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e Fixpunkt kein Fixpunkt

3 | eigentlich Identitét Translation

2 | uneigentlich | Spiegelung | Gleitspiegelung

1 | eigentlich Drehung Schraubung

0 | uneigentlich | Drehspiegelung —

Eine Gleitspiegelung in Dimension 3 ist eine Spiegelung an einer Hyperebene
gefolgt von einer Translation parallel zu dieser. Eine Schraubung ist eine Drehung
um einen eindimensionalen Unterraum gefolgt von einer Translation parallel zu
ihm oder, anders ausgedriickt, eine Drehung in einem zweidimensionalen Unter-
raum gefolgt von einer Translation orthogonal zu ihm (wie in Satz 26.4 beschrie-
ben). Eine Drehspiegelung ist die Spiegelung an einer Hyperebene gefogt von einer
Drehung in ihr (oder um eine zu ihr orthogonale Achse).

Das Wort ,,.Bewegung“ suggeriert eine dynamischen Ablauf: der Raum ,,be-
wegt* sich von der ,,Ausgangsstellung” in die ,,[Endlage”, die erreicht ist, wenn
jeder Punkt v bei f(v) angekommen ist. Dieser dynamische Ablauf, so er denn
Uberhaupt realisierbar ist, ist fur die Identitdt von f unwesentlich: f ist durch
f(v), v € V, vollstandig bestimmt. Wie v nach f(v) gekommen ist, ist unwesent-
lich.

Wir miissen uns aber dennoch fragen, ob es und wann es moglich ist, den Raum
im Verlauf eines ,,.Zeitintervalls”“ von der Ausgangs- in die Endstellung zu bewegen.
Wir suchen also einen Weg in &t (V'), der von der identischen Abbildung id zur
Isometrie f flhrt. Ein solcher Weg ist gegeben durch eine stetige Abbildung

W :[0,1] = [0 (V)]
mit W(0) = id, W(1) = f. Seine Topologie bekommt &'+ (V') mittels der Identi-
fikation
Ot(V)=V xOWV)— R"x R
die gemaR der Zerlegung f = too T'(f) jeder Isometrie f der Translationsvektor

£(0) und die lineare Abbildung 7'( /) zuordnet.
Der folgende Satz rechtfertigt nun die Beziehung ,.eigentliche Isometrie:

Satz 26.5. Genau dann existiert einWeg W : [0, 1] — &% (V) mit W(0) = id und
W(1) = f,wenn f eigentlichist.

Bewels. Die Funktion det GL(V) — R ist stetig, weil sie durch ein Polynom ge-
geben ist. Sobald man GL (V') mit einer Teilmenge von R™*" identifiziert. Folglich
ist auch detoW stetig, wenn W stetig ist. Da detid = 1, kann es keinen Weg
von id zu f geben, wenn det f < 0: nach dem Zwischenwertsatz muisste auch
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0 als Wert angenommen werden, was aber fiir invertierbare lineare Abbildungen,
speziell Isometrien unmaoglich ist.

Fir die Umkehrung schreiben wir T'( f) als Produkt von Drehungen und einer
Translation, also

S =top,o...p1.

Drehungen und Translationen lassen sich aber dynamisch ausfiihren: Wir
kdnnen den Drehwinkel o von O - « bis 1 - « linear wechseln lassen und eben-
so den Translationsvektor v von O cotv bis 1 - v. Diese Wege miissen wir nur noch
zusammensetzen. 0
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Quadriken

Die uns aus der Schule (hoffentlich) bekannten Ellipsen, Hyperbeln und Pa-
rabeln sind Nullstellenmengen von Polynomen des Grades 2 in zwei Variablen.
Abbildung 1 zeigt Beispiele. (Bei der Hyperbel haben wir auch die Asymptoten
eingezeichnet, bei der Ellipse die Halbachsen.)

v

i
| S

»
»

v

ABBILDUNG 1. Ellipse, Hyperbel und Parabel

Diese Kurven, deren Namen schon auf ihren Ursprung (oder zumindest syste-
matische Untersuchung) in der griechischen Mathematik hinweisen, sind urspriing-
lich als Ortslinien oder Schnitte eines Kreiskegels mit einer Ebene definiert, daher
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auch die Bezeichnung Kegelschnitte. Nachdem wir ihre Beschreibung durch Glei-
chungen gefunden haben, stellt sich sofort die Frage, ob denn die Kegelschnitte die
einzigen Kurven zweiten Grades sind, von ,entarteten Féllen einmal abgesehen.
Dies ist in der Tat richtig.

Wir gehen das Problem direkt in der Dimension »n an. Ein Polynom zweiten
Grades hat dann die Form

p(x1,....x,) =q(xq,...,x,) FL(x1,...,X,) +¢C
wobei
n
q(x1, ..., xy) = Z aijXiX;

ij=l1
i<j

homogen vom Grad 2,
L(x1...,x,) = Zykxk
k=1

homogen vom Grad 1 und ¢ € R konstant ist.
Definition. Sei p ein Polynom zweiten Grades in x, ..., x,,. Dann heif3t

0 ={(x1,...,x,) €R": p(x1,...,x,) =0}
eine Quadrik.

Mit x = (x1,...,x,) kdnnen wir

p(x) =q(x) +L€(x)+c¢
schreiben. Wir suchen nun eine ,,Transformation f, so dass

p(f(x)) =q(f(x) +1(f(x) +¢

eine moglichst einfache Gestalt N besitzt, die wir Normalform nennen. Wenn Q y
die durch N definierte Quadrik und Q, die Quadrik von p bezeichnet, so gilt

On = f7(0Q,). 0, = f(On).
An Transformationen kdnnen wir sinnvollerweise betrachten

(a) affine Isometrien und

(b) Affinitaten.
Wir wollen zunéchst die euklidischen Normalformen bestimmen, also die Normal-
formen unter Isometrien.

Der entscheidende Punkt dabei ist, die quadratische Form ¢ zu vereinfachen. In
ihr kamen zunéchst nur Koeffizienten a;; miti < j vor. Wir setzen nun

1 . .
Sqij, 1 <]
/ . /o 2 1] ’

5dji. I > ]
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Danach gilt

n
q(x) = Z al/'jxixjy
ij=1
denn firi < j ist
ajjXxixX; = alfjxixj + a}ixjx,-.
Der entscheidende Punkt: Die Matrix

A= (az/'j)

ist symmetrisch und es gilt g(x) = x T Ax. Damit ist A Matrix einer symmetrischen
Bilinearform ¢(x, y) = x " Ay, und g ist die zugehorige quadratische Form.

Nun kdnnen wir Satz 16.5 anwenden: Es existiert eine Orthonormalbasis
Vi,...,V, von R" (beziglich des Standardskalarprodukts), die zugleich Ortho-
gonalbasis beziiglich ¢ ist. Wenn wir

vV = Elvl ++Envn
schreiben, so ist
q(v) = MiE] + - + Auk; mit A; = q(v;).

(A; ist Eigenwert der Matrix A zum Eigenvektor v;.)
Wir betrachten die lineare Isometrie f von R”, die durch f(e;) = v; gegeben
ist. Fir x = (xy1,...,x,) giltdann

q(f () = q(f(vier + oo+ xpen)) = qOrivi + oo+ 2x,00) = ) Ainf,
i=l1
und wir haben die gewilinschte Vereinfachung von ¢ mittels einer orthogonalen
Transformation erreicht.
Nachdem wir wissen, wie quadratische Formen zu diagonalisieren sind, ist die
Hauptarbeit getan. Wir wahlen f wie soeben diskutiert und erhalten

p(f()) = q(f(x) +L(f () +c =Y hix? + ) bixi +c.
i=1 i=1

Nun mdchten wir noch die linearen Terme soweit wie moglich beseitigen.
Nach Permutation der Basisvektoren dirfen wir annehmen, dass A;,..., A, #
0, Ar41,..., A, = 0 gilt. Mittels quadratische Erganzung gilt

~ b\ |~
)Lixl-z + b;x; = A; (Xi + Zkl) + C;
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wenn A; # 0. Nach der Translation

T b b,
(xl,---axr,xr—l-l,---,xn)_> XI_Z_A,l’...’xr_z_j,r’xr_kl’...’xn

erhalten wir

r n
p((fon)(x) =D Axi+ Y bix; +T.
j=1 j=r+l
Wir unterscheiden zwei Falle:

(@ Wennb; =0flr j =r+1,...,n, haben wir alle linearen Terme beseitigt,
und dies ist nattrlich immer der Fall, wenn r = n ist, die quadratische Form also
maximalen Rang hat.

(b) Dass dies nicht immer der Fall ist, zeigt die eingangs betrachtete Parabel.

Sei also wenigstens eines der b; # 0. Dann setzen wir

n /
=~ w
/ ~
w = bix; +7¢, Wyt = —,

2 b T wl

j=r+1
und erganzen ey, ..., e,, w,11 durch w,.,, ..., w, zu einer Orthonormalbasis von
R". SchlieBlich betrachten wir noch die Isometrie g, die ey, ..., e, fest lasst und
€r11,...,e, der Reihe nach auf w, 1, ..., w, abbildet. Damit ist dann

.
P((fotog)®) = Y hix] + prniXen +T e = 0.
j=1

Nach einer weiteren Translation, die wir nicht mehr explizit ausschreiben, kénnen
wir'c = 0 erreichen.

Da es uns ja letztlich nur auf die Nullstellenmenge ankommt, kénnen wir mit
konstanten Faktoren # 0 multiplizieren und erhalten (mit eventueller Anderung
der A;)

Satz 27.1. Sai p ein Polynom zweiten Grades in n Variablen xi,..., x,. Dann
existiert eine Bewegung f : R" — R", so dass fur die Quadrik Q von p gilt:
£~1(0) ist die Nullstellenmenge eines der folgenden Polynome:

O 3 A
i=1

(ii) zrjx,-xf —1,
i=1

;
(i) " Aix? = x,
i=1
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wobel in den Fallen (i) und (ii) » < n gilt und im Fall (iii) » < »n und stets
Alyeo s Ar 0L

Es stellt sich sofort die Frage, inwieweit die in Satz 27.1 genannte Normalform
durch die Quadrik Q eindeutig bestimmt ist, wenn man von Permutationen der x;
absieht. (Durch Nebenbedingungen an die A; kdnnte man solche Permutationen

ausschliellen.) Vorher wollen wir die Félle (i), (ii), (iii) fir » = 2 noch etwas
auffachern.

(i) p=Aixi+ Ax3 = )kl—l(xl2 + A5x3).
(1) ImFall A%, > 0ist Q = {(0,0)} , der ,,Einsiedlerpunkt®.
(2) ImFall A, = 0ist p = x7 und Q die x,-Achse mit ,Vielfachheit* 2. (Al-
gebraisch konnen wir die Gleichungen x? = 0 und x; = 0 unterscheiden.)
(3) ImFall A5, < 0 ist

P = X7+ Ayxy = (X1 + /=A%) (x1 — 1/ —ALx2)

und Q besteht aus zwei Geraden, die sich in 0 schneiden.

v
v

ABBILDUNG 2. Einsiedlerpunkt, Gerade der Vielfachheit 2, sich schnei-
dende und parallele Geraden

@i p= )lelz + kzxg — 1.
(1) Wenn A, A, > 0, ist Q eine Ellipse.
(2) ImFall A; > 0, A, < 0 oder umgekehrt ist Q eine Hyperbel.
B) ImFallA; < 0,4, <0ist Q = 4.
(4) ImFall X; > 0, A, = 0 erhalten wir ein Paar paralleler Geraden, da A;x? —

=2+ DA -1
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(B5) ImFall A; < 0,4, =0ist QO leer.

(III) P :)le%—xz. )
Ob nun A; > 0 oder A; < 0 (das konnen wir durch Ubergang von x, zu —x,
ausgleichen), stets ist Q eine Parabel.

Wir betrachten ein komplizierteres Beispiel, ndmlich
x> +xy+y?P—x—-1=0.

Die quadratische Form ist gegeben durch die Matrix
1
A= (} ) .
5 1
Einen Eigenvektor kdnnen wir sofort erraten:
1 3
(11)0)=()=:0)
5 1 1 5 2\1
Ein dazu orthogonaler Vektor muss nach Satz 16.5 ebenfalls ein Eigenvektor sein:
1
L3y (1) o 1/-1
11 1 r\ 1)

Um die quadratische Form auf Hauptachsen transformieren zu kénnen, normie-
ren wir die Eigenvektoren und erhalten aus ihnen die Matrix

1 1
B:(Jg ‘f)
V2 2

3
B~'AB = ((2) (1_))
2

Der lineare Anteil an unserem Polynom ist £(x) = —x, also

L(x,y) = (—1,0) ()y“) .

Das transformierte lineare Polynom ist dann gegeben durch

a__ . .1
(—1, O)-B(y)_ ﬁx-i—ﬁy.

Die quadratische Erganzung ergibt dann die transformierte Gleichung

2 2
3 V2 L] +\/i L 120
A 22\ T G

Ob mit oder ohne Rechung
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Nach der Translation erhalten wir
3 1 4

2 2
z vy —==0
¥ T T3
und nach Normieren des konstanten Terms ergibt sich
9

3
2 2
- -y —1=0.
8x +8y

Die Normalform beschreibt eine Ellipse, deren groRe Halbachse auf der y-

Achse liegt und die Lange \/g = 2% hat und deren kleine Halbachse auf der

x-Achse liegt und die Lénge \/g = 2% hat.

Die urspriingliche Quadrik hat natirlich die gleichen Achsenlangen. lhre grofie
Halbachse hat (—1, 1) als Richtungsvektor, die kleine Halbachse hat (1,1) als
Richtungsvektor. Den Mittelpunkt finden wir, indem wir den Mittelpunkt der Nor-
malform transformieren:

V2 1 1 V2
0 _A2 U W2 _1]-
2 V22 2 3

ABBILDUNG 3

Wenn wir die Reihenfolge der Eigenvektoren vertauschen, erhalten wir eine
um 90° gedrehte Normalform, die der Konvention folgt, die grof3e Halbachse der
Ellipse auf die x-Achse zu legen.

Nachdem wir euklidische Normalformen bestimmt haben, fallen uns die affinen
Normalformen in den SchoR: Kommt A;x? in der Normalform vor, kdnnen wir
durch Skalierung von e; in

+ 7

tbergehen, mit +x? im Fall A; > 0 und —x? im Fall A; < 0.
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Satz 27.2. Zu jedem Polynom p zweiten Grades existiert eine Affinitat f, so dass
0, durch eine der folgenden Normalformen gegeben ist:

(i) Zx—Zx

i=s+1

(ii) Zx — Z x2—1,
i=s+1

(iii) Zx — Z X2 — Xyl
i=s+1

Noch nicht beantwortet haben wir die Frage nach der Eindeutigkeit der Nor-
malform, wobei wir natiirlich von trivialen Modifikationen wie einer Permutation
der A; im Satz 27.1 absehen.

Bei genauem Hinsehen stellt sich die Frage nach der Eindeutigkeit in zwei
Stufen:

(1) hinsichtlich der algebraischen Klassifikation der Polynome und
(i) hinsichtlich der geometrischen Klassifikation der Quadriken.

Diese beiden Typen von Klassifikationen sind sicher nicht dquivalent: Die Glei-
chungen

x24+2y2 =0

beschreiben beide den Nullpunkt in R2. Ihre Quadriken sind sicherlich geometrisch
aquivalent, die Polynome sind es im euklidischen Sinn aber nicht. Die leere Menge
kdnnen wir sogar durch verschiedene affine Normalformen in Satz 27.2 beschrei-
ben.

Wir wollen die Frage nach der Eindeutigkeit nicht mehr vollstandig beantwor-
ten, aber wenigstens unsere Ergebnisse iber quadratische Formen noch ausnutzen.

Satz 27.3. S& p ein Polynom des Grades 2 inn Variablen.
(@) & f eineaffine Isometrie mit

p(f(x) =Y Aix? +€(x) +T

i=1

mit einem homogenen Polynomz des Grades 1 und einer Konstanten c.
Dann sind » und die A; bis auf ihre Reihenfolge durch p eindeutig be-
stimmt.
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(b) Sdi f eine Affinitat mit

pUAe)) =D x? = Y x?+l(x)+T

i=1 i=s+1

mit einem homogenen Polynomﬂl7 des Grades 1 und einer Konstanten c.
Dann sind » und s durch p eindeutig bestimnt.

Beweis. Wir schreiben p(x) = g(x) +£(x)+c und p(f(x)) =¢(x) —|—Z(x) +c.
Man sieht sofort, dass

q(x) =q(T(f)(x))

gilt. Wenn T'( f) eine orthogonale lineare Abbildung ist, &ndern sich die Eigenwer-
te der Gramschen Matrix von ¢ unter der Transformation nicht. Dies ergibt sich aus
dem Beweis von Satz 16.5 und liegt im Wesentlichen daran, dass Transponierte und
Inverse einer orthogonalen Matrix tibereinstimmen: Ist A die Gramsche Matrix von
q, dann ist

B=M"AM = M~'AM

die Gramsche Matrix von g mit einer orthogonalen Matrix A. Die Matrizen A und
B sind ahnlich und haben die gleichen Eigenwerte.

Wenn f nur eine affine Transformation ist, bleiben Rang und Signatur der qua-
dratischen Form erhalten (Sylvesterscher Tragheitssatz 14.6). Der Rang ist r, und
die Signatur ists — (r —s) = 25 —r. a

Mit ein wenig Analysis konnen wir nun die algebraische Eindeutigkeit der Nor-
malformen beweisen.

Satz 27.4. Die Polynome in Satz 27.2 sind paarwei se algebraisch affin inaquiva-
lent.

Bewels. Es folgt schon aus Satz 27.3, dass die Polynome in jeweils einer der Klas-
sen (1), (i), (iii) paarweise indquivalent sind. Wir missen nur noch zwischen den
Klassen unterscheiden (bei gleichem Rang und Index der quadratischen Form).

Sei p eines der Polynome. Wir betrachten dazu den Gradienten (oder das totale
Differential) Dp. Dann gilt in den Klassen:

(1) p(0) =0und (Dp)(0) = 0, denn

dp ap
Dp = e =2(Xy,...,. X5, —X541,...,—X,,0,...,0);

(i) Es gibt zwar Punkte x, in denen Dp verschwindet, aber dort ist p(x) # 0;
(iti) Dp verschwindet nirgends, denn dp/dX, 1 = —1.
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Wir brauchen nur noch zu zeigen, dass diese Eigenschaften mutatis mutandis
auch unter Affinitaten erhalten bleiben. Sei p(x) = p( f(x)) mit einer Affinitat 1.
Nach der Kettenregel ist

Dp = (Dp) o (DY),
wobei Df das totale Differential von f ist. Nun gilt aber f = 7 o T(f) mit
einer Translation . Das totale Differential einer Translation ist offensichtlich die
Identitédt, und das totale Differential einer linearen Abbildung ist sie selbst! Also
Df =T(f).DaT(f) invertierbar ist, erhalten wir:
(i) Es gibt einen Punkt y mit p(y) = 0und (Dp)(y) = 0;

(if) Es gibt zwar Punkte y, in denen D’p verschwindet, aber dort ist p(y) # 0;

(iii) D’p verschwindet nirgends.

Damit gehort p zur gleichen Klasse wie p, und wir sind fertig. O

Als Folgerung erhalten wir aus den Satzen 27.3 und 27.4 , dass die Polynome
in Satz 27.1 paarweise isometrisch indquivalent sind, von Permutationen der A;
abgesehen.

Insbesondere wenn man die Eindeutigkeit der geometrischen Klassifikation an-
gehen will, sollte man den projektiven Raum und den projektiven Abschluss einer
Quadrik einfiihren. Dazu bleibt uns keine Zeit mehr. Siehe etwa [FAG].
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