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KAPITEL 1

Gruppentheorie

1. Grundbegriffe der Gruppentheorie

Definition 1.1. Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung
@ xG— G, (a,b)—a-b=ab
heifit Gruppe, wenn Folgendes gilt:
(i) - ist assoziativ, d.h. fiir alle a,b,c € G gilt (ab)c = a(bc).
(ii) Es gibt ein Element e € G mit folgenden Eigenschaften:
(a) Fiir alle a € G gilt ea = a.
(b) Zu jedem a € G existiert ein b € G mit ba = e.
Die Gruppe heifit abelsch (kommutativ), wenn zusétzlich gilt:
(iii) Fiir alle a,b € G gilt ab = ba.
Man schreibt (G, -) oder G fiir die Gruppe. Das Element e heifit das neutrale
Element der Gruppe. Das Element b aus (ii)(b) heiit das inverse Element zu a und
man schreibt a1

Bemerkung 1.2. Es gilt:

(i) Das neutrale Element ist eindeutig.
(ii) Zu jedem Element ist das inverse Element eindeutig.
(iii) ...
In 1.1 wurde die Gruppe multiplikativ geschrieben. In diesem Fall wird das neutrale
Element auch mit 1 bezeichnet. Alternativ lésst sich eine Gruppe additiv (mit einer
Verkniipfung +) schreiben. Dann wird das neutrale Element auch mit 0 und das
inverse Element zu @ mit —a bezeichnet.

Beispiel 1.3. Nun ein paar Beispiele:

(i) Die Menge der ganzen Zahlen Z mit der Addition als Verkniipfung ist eine
abelsche Gruppe.
(ii) Die Menge der natiirlichen Zahlen N mit der Addition als Verkniipfung ist
keine Gruppe.
(iii) G = {e,a}, e = neutrales Element, a*> = aa = e ist eine abelsche Gruppe
mit zwei Elementen.
(iv) Eine Gruppe kann man durch eine Gruppentafel beschreiben:

| b
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Sei G = {e,a,b,c}. Die Menge G mit

o oL o

o SN ol
SN0 0O 2|
Q O o oS
D Q0|0

ist eine abelsche Gruppe. G' mit

o o o

o SN ol
D 0O o
Q O o oS
> O O|l0

ist auch eine abelsche Gruppe.

(v) Sei X # () ein Menge. Mit S(X) bezeichnen wir die Menge aller bijek-
tiven Abbildungen von X nach X. Die Menge S(X) zusammen mit der
Verkniipfung als Abbildung ist eine Gruppe. S(X) heifit die symmetrische
Gruppe auf X. Speziell:

S, =S({1,...,n}).

Die Elemente von S(X) heiflen Permutationen. Falls | X| > 3, dann ist
S(X) nicht abelsch. Denn seien:

(a) x1, 29,23 € X,

(b) p1 € S(X) mit 801($1) = To, 801(1?2) = T, 901($3) = T3, 801(1') =
T sonst,

(c) w2 € S(X) mit pa(z1) = @2, Pa(x2) = 13, P2(¥3) = 11, PYo(v) =
T sonst.
Dann gilt:
P10 2 F P20 p1, etwa @1 0 Pa(T1) = T1 F T3 = P2 0 P1(T1).
Sei X endlich und ¢ € S(X), dann kann ¢ wie folgt beschrieben werden:
@ (o ol
p(z1) o) -
(b) (Zyklenschreibweise) Z.B.:
©: (1, 19) (24, x5, ) fiir
@(r1) = T2, P(22) = 11,
p(z4) = x5, @(x5) = 76, P(T6) = T4,
©(x) = z sonst.

Definition 1.4. Seien GG, H Gruppen. Eine Abbildung ¢: G — H heifit Gruppen-
homomorphismus, wenn fiir alle a,b € G gilt: ¢(ab) = ¢(a) o ¢(b). Ein Gruppenho-
momorphismus ¢ heif}t
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(i) Monomorphismus, wenn ¢ injektiv ist,
(ii) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv ist,
(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.
Bemerkung 1.5. Man iiberlegt sich, dass
(1) SO(BG) = €m,
(i) p(a™") = p(a)™".
Beispiel 1.6. Betrachte:
(i) Jede beliebige Gruppe G lisst sich in eine symmetrische Gruppe einbetten.
Genauer gilt, dass
v: G — S(G), a— ¢(a)
mit
pla): G — G, b ab
ein Monomorphismus ist.
(ii) Sei G = {e,a} die Gruppe von 1.3 (iii), also a* = e. Definiere
0: Z — G ={e,a},

{e falls z gerade,
z

a falls z ungerade.
@ ist ein Epimorphismus.
(iii) Die beiden Gruppen aus 1.3(iv) sind nicht isomorph, obwohl beide vier
Elemente besitzen.
Definition 1.7. Sei G eine Gruppe. Eine nicht leere Teilmenge H von G (H C G)
heifit Untergruppe von G, wenn:
(i) Fiir alle a,b € H gilt ab € H,
(ii) H zusammen mit der induzierten Abbildung H x H — H, (a,b) — ab ist
eine Gruppe.
Lemma 1.8. Sei G eine Gruppe. Eine nicht leere Teilmenge H C G ist genau dann
eine Untergruppe von G, wenn fiir alle a,b € H gilt:

ab ' € H.
Dies ist das sogenannte Untergruppenkriterium.

Beweis. Ist H eine Untergruppe von G, so folgt direkt aus der Definition, dass
ab=! € H fiir alle a,b € H gilt.
Gelte nun das Untergruppenkriterium fiir eine Menge H C G. Dann gilt:
(i) Sei a € H #  beliebig. Dann ist e = aa™! € H.
(ii) Sei a € H beliebig. Dann ist nach (i) e € H und es gilt a ' = ea! € H.
-1

(iii) Sei a,b € H. Dann folgt nach (ii), dass b~! € H und somit ab = a(b~!)"! €

H.
Mit Hilfe dieser Aussagen folgt, dass H eine Gruppe, speziell eine Untergruppe von
G, ist. O

Beispiel 1.9. Betrachte:



8 1. GRUPPENTHEORIE

(i) Die Teilmenge nZ, der durch n teilbaren ganzen Zahlen, ist eine Unter-
gruppe von 7.

(ii) In jeder der Gruppen aus 1.3 ist die Untergruppe mit zwei Elementen
enthalten.

Lemma 1.10. Seien G, H Gruppen und ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt:
(i) Im(p) = {b € H: es gibt ein a € G mit p(a) = b} ist eine Untergruppe
von H.
(ii) Sei ey das neutrale Element von H. Ker(¢) = {a € G: ¢(a) = ey} ist eine
Untergruppe von G.

Im(¢p) heiBt das Bild und Ker(y) der Kern von .

Beweis. (i) Seien by, by € Im(p) und ay,as € G mit p(ay) = by, @(ay) = by. Wir
zeigen, dass b1b,* € Im(p). Dann folgt aus 1.8 die Behauptung. Es gilt:

biby' = plar)p(az) ™ = p(ar)plaz") = p(aray") € Im(yp).

(ii) Seien a1, ay € Ker(p) und somit p(a;) = ¢(ay) = ex. Wir zeigen, dass aja;' €
Ker(p). Es gilt:

plaray') = pla)p(ay ') = par)p(as) ™! = egey' = en.
Es folgt, dass aja, ' € Ker(¢) und somit mit 1.8 die Behauptung. 0J

Korollar 1.11. Jede Gruppe G ist als Untergruppe in einer symmetrischen Gruppe
enthalten.

Beweis. In 1.6 wurde gezeigt, dass ein Monomorphismus existiert, der G in S(G)
einbettet. Nach einer Identifikation von G mit dem Bild in S(G) folgt die Aussage.
O

Definition 1.12. Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und a € G beliebig.

(i) Die Menge aH = {ab: b € H} heiit eine Linksnebenklasse von H.
(ii) Die Menge Ha = {ba: b € H} heifit eine Rechtsnebenklasse von H.
(iii) Mit G/H bezeichnen wir die Menge der Linksnebenklassen von H.

Bemerkung 1.13. Im Folgenden betrachten wir nur Linksnebenklassen. Alle Aus-
sagen gelten jedoch analog fiir Rechtsnebenklassen.

Lemma 1.14. Seien aH und bH Linksnebenklassen von H in G. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) aH = bH,

(i) aH NbH # 0,
(iii) a € bH,
(iv) b 'a € H.

Beweis. Gilt (i), so folgt direkt (ii), da H # ().
Sei nun (ii) gegeben. Dann existiert ein ¢ € aH N bH und ¢ = ah; = bhy fiir
hi,hy € H. Dann ist a = bhyhi' € bH und daher gilt (iii).
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Aus (iii) folgt dhnlich (iv). Gelte (iv), etwa b~'a = h € H. Dann ist a = bh € bH
und es folgt aHH C bH. Mit b~'a € H ist auch das inverse Element (b~'a)™' =
a~'b € H. Es folgt analog bH C aH und somit aH = bH. 0l

Definition 1.15. Sei GG eine Gruppe und H C G eine Untergruppe von G.

(i) Die Ordnung ord(G) von G ist die Anzahl der Elemente von G.
(ii) Der Indez |G : H] von H in G ist definiert als die Anzahl der Linksneben-
klassen von H.

Satz 1.16. (Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G.
Dann gilt:

ord(G) =[G : Hlord(H).
Beweis. Seien ay, ... ,a, so gewdhlt, dass G/H ={aH,... ,a,H} und a;H # a;H.
Es folgt, dass

G = LTJCEZH
i=1

Wegen 1.14 ist diese Vereinigung disjunkt und somit ord(G) = >.._, |a;H|. Die
Abbildung
H — aiH, b— aib

ist bijektiv, also gilt |H| = |a;H|. Daher
ord(G) =Y |a;H| = r|H| = [G : Hlord(H).
=1

O

Korollar 1.17. Sei G eine Gruppe mit ord(G) ist eine Primzahl. Dann besitzt G
keine echten Untergruppen, d.h. {e} und G sind die einzigen Untergruppen von G.

Definition 1.18. Sei GG ein Gruppe und a € G.

(i) Wir bezeichnen mit

ord(a) = oo, falls a™ # e fiir alle n > 0,
~ |inf{n € N: a" =¢}.

die Ordnung von dem Element a.
(i) Fiir z € Z ist
a® fiir z > 0,
a*=<e fiir z =0,
(a™1)™*  fiir 2 < 0.
Lemma 1.19. Sei GG eine endliche Gruppe und a € G. Dann gilt:
(i) ord(a) < oo,
(i) ord(a)|ord(G),
(iii) (kleiner Fermatsche Satz) a®™(%) = e,
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Beweis. Zu (i): Die Menge H = {a*: z € Z} ist eine Untergruppe von G. Da G
endlich ist folgt, dass auch H endlich ist. Somit ist ord(a) eine endliche Zahl.

Zu (ii): Die Menge H = {a,a?,... ,a*%® = ¢} bildet eine Untergruppe von G.
Es gilt ord(H) = ord(a). Die Behauptung folgt aus 1.16.

Zu (iii): Es gilt

ord(G) _ (aord(a))ord(G)/ord(a)

a = €.

2. Normalteiler, Faktorgruppen, Isomorphieséitze

Problem: Sei G eine Gruppe. Welche Untergruppen sind Kern eines Gruppenho-
momorphismus ¢: G — G’ fiir eine Gruppe G'.
Sei H = Ker(y), dann gilt Ker(¢) = aKer(p)a™" fiir alle a € G.

Definition 2.1. Sei GG eine Gruppe. Eine Untergruppe H C G hei3t Normalteiler,
wenn aHa ' = H fiir alle a € G gilt. Wir schreiben hierfiir H < G.

Bemerkung 2.2. Die Bedingung ldsst sich umschreiben zu aH = Ha, d.h. die
zugehorigen Links- und Rechtsnebenklassen von H in G stimmen {iberein.

Konstruktion 2.3. Sei G eine Gruppe und H < G. Wir erkldren auf G/H eine
Gruppenstruktur. Sei aH,bH € G/H, dann definieren wir aH - bH = abH. Dieses
Produkt ist wohldefiniert. Sei a1 H = asH und by H = by H. Dann gilt aflaQ, bfle €
H und somit

(albl)_lagbg = bflaflagbg = (bfl(aflag)bl)(bflbg) € H.
Also a1byH = aybs H. G/H ist zusammen mit dieser Abbildung eine Gruppe (H ist
das neutrale Element; o' H ist das inverse Element zu aH).
Satz 2.4. Sei GG eine Gruppe und H < G. Dann gilt:
(i) G/H ist zusammen mit der Verkniipfung
G/H x G/H — G/H, aH x bH > abH
eine Gruppe. Sie heifit die Faktorgruppe von G modulo H.
(ii) Die Abbildung
e:G—G/H, a— aH
ist ein Epimorphismus und heifit der kanonische Epimorphismus. Es gilt
Ker(s) = H.
Korollar 2.5. Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Genau dann ist
H <G, wenn H = Ker(y) fiir einen geeigneten Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Ist H = Ker(p), so habe wir schon gesehen, dass H < G. Wenn umgekehrt
H<G gilt, so ist H = Ker(¢), wobei e der kanonische Epimorphismus von G — G/H
ist. 0
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Satz 2.6. (Die universelle FEigenschaft der Faktorgruppe) Seien G, G' Gruppen,
H <G und ¢: G — G ein Gruppenhomomorphismus mit H C Ker(y). Dann gibt
es genau einen Gruppenhomomorphismus ¢': G/H — G' mit ¢ = ¢’ oe, d.h.
folgendes Diagramm ist kommutativ:

G

G

G/H

!/
Es gilt Ker(y') = Ker(p)/H = e(Ker(y)) und Im(¢') = Im(yp).
Beweis. Eindeutigkeit von ¢': Sei aH € G /H fiir ein a € G. Dann ist

¢'(aH) = ¢ o£(a) = p(a).

und somit folgt die Behauptung

Existenz von ¢': Sei aH € G/H fiir ein a € G. Wir definieren ¢'(aH) = ¢(a).
Als erstes ist zu zeigen, dass ¢’ wohldefiniert ist. Sei aH = bH fiir a,b € G, d.h.
a'b e H. Da H C Ker(p), folgt e = p(a"tb) = p(a) Lp(b). Daher o(a) = o(b).

¢" ist ein Gruppenhomomorphismus: Seien aH,bH € G/H fiir a,b € G. Dann
gilt

¢'(aHbH) = ¢'(abH) = p(ab) = p(a)p(b) = ¢'(aH )¢ (bH).

Sei aH € Ker(¢'). Dann gilt e = ¢'(aH) = ¢(a) und es folgt a € Ker(p). Daher
Ker(¢') C Ker(p)/H. Sei umgekehrt a € Ker(y). Es folgt, dass ¢'(aH) = ¢(a) = e
und somit Ker(¢') D Ker(yp)/H. Insgesamt folgt die Behauptung. O

Korollar 2.7. (Homomorphiesatz) Seien G, G' Gruppen und ¢: G — G’ ein Grup-
penhomomorphismus. Dann ist die induzierte Abbildung ¢': G/Ker(¢) — Im(y)
ein Isomorphismus.

Satz 2.8. Seien GG,G' Gruppen und ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt:

(i) Ist U’ C G’ eine Untergruppe von G’, so ist ¢ *(U’) eine Untergruppe von
G.

(ii) Ist U" C G’ ein Normalteiler von G’, so ist ¢! (U’) ein Normalteiler von
G.

(iii) Ist U C G eine Untergruppe, so ist ¢(U) eine Untergruppe von G'.

(iv) Ist U C G ein Normalteiler und ¢ surjektiv, so ist ¢(U) ein Normalteiler
von G'.

(v) Ist ¢ surjektiv, so induziert ¢ eine Bijektion der Menge aller Untergruppen
(Normalteiler) von G, die Ker(y) umfassen, auf die Menge aller Untergrup-
pen (Normalteiler) von G.

Beweis. Wir zeigen:
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(i) Seien a,b € o~ '(U'). Dann ist @(ab™") = (a)p(b)~' € U’'. Daher ist
ab™" € p~'(U’) und nach dem Untergruppenkriterium 1.8 ist ¢! (U’) eine
Untergruppe.

(ii) Sei a € G und b € =" (U’) beliebig. Es ist ¢(aba™") = (a)p(b)p(a)™" €
U’, da U’ ein Normalteiler ist. Es folgt, dass ap ' (U")a™! C ¢ (U’) und
daher ap ' (U")a™! = ¢ 1(U"). Also ist ¢ }(U’) ein Normalteiler von G.

(iii) Seien ', € ©(U) mit ¢(a) = a' und ¢(b) = b'. Dann ist o' (V')"! =
o(a)pd) = p(ab™t) € p(U), da ab™' € U gilt. Wieder nach dem Unter-
gruppenkriterium folgt, dass ¢(U) eine Untergruppe ist.

(iv) Seien ¢’ € G' und V' € ¢(U) mit i = (b). Die Abbildung ¢ ist sur-
jektiv und es folgt, dass ein a € G existiert mit ¢(a) = o'. Dann ist
a'b'(a)™" = p(a)p(b)p(a)™" = p(aba™") € p(U), da U ein Normalteiler ist
und daher aba™' € U gilt. Es folgt, dass a’o(U)(a')™" C ¢(U) und somit
a'p(U)(a')~! = ¢(U). Daraus folgt die Behauptung.

(v) Behauptung: Fiir eine Untergruppe Ker(p) C U C G ist U = ¢ (p(U)).
Es gilt immer U C ¢ (p(U)). Sei a € ¢ (p(U)). Da p(a) € o(U),
existiert ein b € U mit p(a) = ¢(b). Daher

plab™') = pla)p(b) " = p(a)p(a) ' = ec
und somit ab™! = ¢ € Ker(p) C U. Es folgt a = cb € U und dies zeigt die
Behauptung.
Da ¢ surjektiv ist, gilt analog fiir jede Untergruppe V' C G', dass
V = o(e"(V)). Dies zeigt (v).
0l

Satz 2.9. (1. Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe, N <G.
Dann gilt:
(i) HN = {ab: a € H,b € N} ist eine Untergruppe von G.
(ii) N < HN.
(iii) Der kanonische Homomorphismus e: H — HN/N,a +— aN ist ein Epi-
morphismus mit Ker(¢) = H N N. Insbesondere ist H N N < H und

H/(HNN) 2 HN/N.
Beweis. Zu (i): Sei aiby, asby € HN mit ay,a9 € H und by, by € N. Dann ist
albl(ang)_l = alblbglag_l = (0,102_1)(02(17162_1)0,2_1) € HN.

Aus dem Untergruppenkriterium 1.8 folgt die Behauptung.

Zu (ii): Es gilt N < HN, da N <G vorausgesetzt wurde.

Zu (iii): Nach (ii) gilt N<HN und somit ist HN/N eine Gruppe. Es ist leicht zu
tiberpriifen, dass € ein Gruppenhomomorphismus ist. Sei nun aN € HN/N beliebig
mit a = bc € HN fiir ein b € H und ¢ € N. Dann gilt

aN =bcN = (bN)(e¢N) = bN = £(b).

Somit ist ¢ ein Epimorphismus. Als néchstes zeigen wir Ker(¢) = H N N. Es gilt
HNN C N C Ker(e). Sei nun a € Ker(¢) C H. Dann ist N = £(a) = a/N und
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daher a € N. Es folgt, dass « € H N N und insgesamt H N N = Ker(g). Nach dem
Homomorphiesatz 2.7 gilt nun H/(H N N) = HN/N. O

Beispiel 2.10. Sei G = S3, H = {id,(1,2)}, N = {id,(1,2,3),(1,3,2)}. Dann
ist H kein Normalteiler und N ist ein Normalteiler von G. Es gilt HN = G und
H N N = {id}. Nach dem 1. Isomorphiesatz folgt

S3/N=HN/N=H/HNN = H.

Satz 2.11. (2. Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, H<G, N<4G und N C H. Dann
gibt es einen kanonischen Epimorphismus ¢: G/N — G/H mit Ker(¢) = H/N.
Insbesondere gilt

(G/N)/(H/N) =2 G/H.

Beweis. Definiere ¢ wie folgt:
e: G/IN — G/H,aN ~ aH.

Da N C H gilt, ist diese Abbildung wohldefiniert und man sieht leicht, dass ¢ ein
Epimorphismus ist. Es bleibt zu zeigen, dass Ker(¢) = H/N gilt. Sei aN € H/N mit
a € H. Dann gilt e(aN) = aH = H und somit aN € Ker(¢). Sei nun aN € Ker(¢),
dann ist H = ¢(aN) = aH und daher a € H. Es folgt, dass Ker(¢) = H/N. Nach
dem Homomorphiesatz 2.7 gilt nun (G/N)/(H/N) = G/H. O

3. Zyklische Gruppen

Konstruktion und Definition 3.1. Sei G eine Gruppe und () # S C G ein
Teilmenge. Wir bezeichnen mit (S) die kleinste Untergruppe von G, die S enthélt.
Man iiberlegt sich, dass

(S) = N U

SCUCG, U Untergruppe
={a € G: Esgibtay,...,a, € Gund ey,... e, € {1,—-1} mit a =al"---a;"}.

(S) heifit die von S erzeugte Untergruppe. Ist S = {a}, so schreiben wir kurz
(a)(={a®: z € Z}). Die Gruppe (a) heifit die von a erzeugte zyklische Untergruppe
von G. Ist G = (a), so heiit G eine zyklische Gruppe.

Korollar 3.2. Jede zyklische Gruppe ist abelsch.
Beispiele 3.3. Es gilt:
(i) Die ganzen Zahlen Z zusammen mit der Addition sind eine zyklische Grup-
pe.
(ii) Sei G eine endliche Gruppe und a € G. Die Untergruppe

{a,a?,...,a@ = ¢}

ist zyklisch.

(iii) Sei n € N und Z,, die von (1,...,n) erzeugte Untergruppe von S,. Dann
ist Z,, zyklisch von der Ordnung n. Insbesondere ist fiir jede Primzahl p
die zyklische Gruppe Z, von der Ordnung p. Der folgende Satz zeigt, dass
es keine weiteren Gruppen von Primzahlordnung existieren.
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Satz 3.4. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p. Dann ist G
isomorph zu Z,.

Beweis. Sei e # a € G. Dann ist ord(a) = p, da ord(a)|p gilt. Insbesondere ist
G = (a) zyklisch. Betrachte den Homomorphismus

Zn — G, (1,...,p) +d.
Dies ist ein Isomorphismus und beweist den Satz. (]

Lemma 3.5. Sei H C Z eine Untergruppe. Dann existiert ein m € Z mit H = mZ.
Insbesondere ist H eine zyklische Gruppe.

Beweis. Ist H = {0}, so konnen wir m = 0 wihlen. Sei also H # {0}. Mit 2 € H
ist auch —z € H, also existieren positive Zahlen in H. Sei m die kleinste positive
Zahl in H. Wir behaupten, dass mZ = H. Es gilt immer mZ C H. Sei nun a € H.
Dividiere a durch m mit Rest, d.h. es existieren zwei Zahlen ¢,7 € Z mit 0 <r <m
und a = gm + r. Wegen r = a — ¢m € H und der Wahl von m folgt » = 0, also
a = gm. Somit gilt mZ = H. O

Satz 3.6. Sei GG eine zyklische Gruppe. Dann gilt:

G~ {Z, falls ord(G) = oo,
Z/mZ, falls ord(G) < co.
Insbesondere existiert zu jedem n € N eine zyklische Gruppe der Ordnung n.
Beweis. Mit Hilfe von 2.7 und 3.5 lésst sich die Behauptung leicht beweisen. U

Satz 3.7. Sei GG eine zyklische Gruppe. Dann gilt:

(i) Ist ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus fiir eine Gruppe G, so sind
Ker(¢) und Im(y) zyklische Gruppen.
(ii) Jede Untergruppe H C G ist zyklisch.

Beweis. Zu (i): Sei ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Es folgt aus der
Definition einer zyklischen Gruppe, dass Im(p) zyklisch ist. Ker(¢) C G ist eine
Untergruppe von G und somit bleibt (ii) zu zeigen.

Zu (ii): Sei G eine zyklische Gruppe und H C G eine Untergruppe. Sei ferner ¢: Z
— G ein Epimorphismus. e }(H) ist eine Untergruppe von Z und somit zyklisch
nach 3.5. Dann ist H = ¢(¢ !(H)) wieder zyklisch. O



KAPITEL 2
Ringtheorie

1. Grundbegriffe der Ringtheorie

Definition 1.1. Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+: R — R (Addition) und .: R — R (Multiplikation), so dass folgende Bedingun-
gen erfiillt sind:

(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(ii) - ist assoziativ, d.h. fiir alle a, b, c € R gilt (ab)c = a(be).
(iii) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir alle a, b, ¢ € R gilt a(b+c) = ab+ac
und (b + ¢)a = ba + ca.

Der Ring heifit Ring mit 1, wenn ein Element 1 € R existiert, so dass fiir alle a € R
gilt 1a = a = al. Der Ring heif}t kommutativ, wenn fiir alle a,b € R gilt ab = ba.

Bemerkung 1.2. In einem Ring kann auch 1 = 0 gelten, z.B. wenn R = {0}. Es
gelten die Rechenregeln:

(i) 0a=a0=0,

(ii) a(-b)=-ab=(-a)b,

(1ii) (-a)(-b)=ab,

(iv)
Vorsicht, es gilt nicht in jedem Ring die Kiirzungsregel. Wir betrachten im Folgenden
nur kommutative Ringe R # () mit 1.

Definition 1.3. Sei R ein Ring.

(i) Ein Element a € R hei8t Nullteiler, wenn ein 0 # b € R existiert mit
ab = 0.

(ii) R heifit ein Integrititsbereich (oder nullteilerfrei), wenn R keine Nullteiler
aufler 0 besitzt.

(iii) Ein Element a € R heifit Einheit, wenn ein b € R existiert mit ab = 1.

(iv) Die Menge der Einheiten Er von R bildet hinsichtlich der Multiplikation
eine Gruppe. Sie heifit die Einheitengruppe von R.

(v) S C R heift ein Unterring von R, wenn S mit der induzierten Verkniipfung
von R ein Ring ist. Das Paar S C R heifit dann eine Ringerweiterung.

Beispiele 1.4. Betrachte:
() Z ist ein Integrititsring mit E7 = {—1,1}.
(ii) R ist ein Korper genau dann, wenn Er = R\ {0}.
(iii) Seien Ry, ..., R, Ringe. Dann ist R = R; X ... X R, mit komponenten-
weiser Addition und Multiplikation ein Ring. Es gilt 1z = (1g,,...,1g,),
Or = (Og,,...,0g,) und Er = Eg, X --- X Eg,. Fiir n > 2 ist R kein
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Integrititsbereich, da
(0,1,0,...)(1,0,0,...) =(0,0,0,...).

Definition 1.5. Seien R und S Ringe. Eine Abbildung ¢: R — S heif}t ein Ring-
homomorphismus, wenn fiir alle a,b € R gilt

pla+b) =g(a) +¢b), @lab) = p(a)e(b) und (1) = 1.
Ein Ringhomomorphismus ¢ heif3t
(i) Monomorphismus, wenn ¢ injektiv ist.
(ii) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv ist.
(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.
Die Ringe R, S sind isomorph, wenn ¢ ein Isomorphismus ist. Man schreibt dann
R=S.
Definition 1.6. Seien R, S Ringe und ¢: R — S ein Ringhomomorphismus.
(i) Die Menge Ker(p) = {a € R: ¢(a) = 0} heifit der Kern von .
(ii) Die Menge Im(¢) = {¢(a) € S: a € R} heifit das Bild von ¢.
Bemerkung 1.7. Es gilt:

(i) Im(¢p) ist ein Unterring von S.
(i) Ker(p) ist i.A. kein Unterring von R, da i.A. 1 ¢ Ker(y).
(iii) ¢ induziert einen Gruppenhomomorphismus Er — Eg zwischen den Ein-
heitengruppen von R und S.

Definition 1.8. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge I C R heif3t ein Ideal, wenn:

(i) (I,+) ist eine Untergruppe von (R, +).
(ii) Fiir alle a € R und b € I gilt ab € I.

Beispiele 1.9. Sei R ein Ring.

(i) {0} und R sind die trivialen Ideale von R.

(ii) R ist ein Korper genau dann, wenn {0} und R die einzigen Ideale von R
sind.

(iii) Sei S ein weiterer Ring und ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann
ist Ker(¢) ein Ideal von R. Ist insbesondere R ein Korper, so ist ¢ entweder
die Nullabbildung oder injektiv.

(iv) Genau die Mengen nZ sind die Ideale von Z.

(v) Ein Ideal von der Form (a) = {ra: r € R} heifit Hauptideal von R.

Lemma und Definition 1.10. Sei R ein Ring und (.J;);c; eine Familie von Idealen
von R. Dann gilt:
(i) Der Durchschnitt (),c; J; ist ein Ideal von R.
(ii) Die Summe Y, ; Ji = {>_,c; @it a; € J;, fast alle a; = 0} ist ein Ideal von
R.
Beispiel 1.11. Sei R ein Ring und I, J Ideale in R. Dann ist I +J = {a+b: a €
I,be JY. Z.B. AZ + 67 = 2Z.

Definition 1.12. Sei R ein Ring und {a;};cs eine Familie von Elementen von R.
Das von dieser Familie erzeugte Ideal ist das kleinste Ideal, das alle a; enthilt. Es
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wird mit (a;);er bezeichnet. Wird .J von ay,...,a, € R erzeugt, so schreibt man
J=(a1,...,a,) ={> " ria;: r; € R}.
Definition 1.13. Sei R ein Ring und .Jy,... ,J, Ideale von R. Dann ist
Ji-ody=(ar--ap: a; € J;)
das Produkt der Ideale Jy, ..., J,.
Lemma 1.14. Sei R ein Ring und I, J, J' Ideale von R. Dann gilt:
Q) I(JJ")=(1J)J".
(ii) IJCINJ.
Bemerkung 1.15. In 1.14 (ii) gilt im Allgemeinen keine Gleichheit. Zum Beispiel:
(4)(6) = (24) und (4) N (6) = (12).
Definition 1.16. Ein Ring R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal I von R ein
Hauptideal ist, d.h. I = (a) fiir ein a € R.
Satz 1.17. Der Ring Z ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I C Z ein Ideal. Dann ist (I, +) eine Untergruppe von (Z, +), also hat T
nach Kapitel 1, 3.5 die Gestalt nZ = (n) fiir ein n € Z. Die zeigt die Behauptung. [

2. Restklassen- und Quotientenringe

Konstruktion 2.1. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Sei R/I = {a+1I: a € R}.
Da I ein Normalteiler von R ist, ist dies eine (additive) Gruppe. Wir erkliren nun
auch ein Produkt auf R/I. Seien ay + I,as + I € R/I. Setze (a1 + I)(ag + I) =
ayas + I. Diese Definition ist unabhéingig von der Wahl der Représentanten. Seien
etwaa; +I=b+Tundays+I=0b+1,dh.ag—by=ci,€lTunday—by, =cy € I.
Dann gilt

biby = (a1 — ¢1)(ag — ¢2) = a1as + (c163 — a1ca — azey) € aas + 1.
Daraus folgt, dass ajas + I = b1be + I. Man sieht nun leicht, dass R/I ein Ring ist.
Dieser Ring heifit der Restklassenring (Faktorring) von R modulo I.
Bemerkung 2.2. Fiir a + [ = b+ I schreibt man auch a =b mod I.
Satz 2.3. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann gilt:

(i) Die Abbildung e: R — R/I ist ein surjektiver Ringhomomorphismus und
Ker(g) = I. € heiit der kanonische Epimorphismus.

(ii) (Die universelle Eigenschaft des Restklassenrings) Sei S ein weiterer Ring
und ¢: R — S ein Ringhomomorphismus mit I C Ker(y). Dann existiert
genau ein Ringhomomorphismus ¢': R/I — S mit ¢ = ¢' oe. Es gilt
Im(¢’) = Im(p) und Ker(¢') = Ker(¢)/I C R/I.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zu dem entsprechenden Beweis in der Gruppen-
theorie (Die universelle Eigenschaft der Faktorgruppe). O

Korollar 2.4. Es gilt:
(i) (Homomorphiesatz) Seien R, S Ringe und ¢: R — S ein (Ring-) Epimor-
phismus. Dann gilt R/Ker(¢) ~ S.
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(ii) (Isomorphiesatz) Sei R ein Ring und I, J C R Ideale mit J C I. Dann gilt
R/I~(R/J)/(I]]).

Beweis. Die Beweise verlaufen analog zu den entsprechenden Beweisen in der Grup-
pentheorie. O

Definition 2.5. Sei R ein Ring und I,J C R Ideale. I und J heiflen teilerfremd
(koprim), wenn I + J = R gilt.

Bemerkung 2.6. In der Zahlentheorie wird meist folgender Satz bewiesen. Fiir
zwei Zahlen m,n € Z gilt (m) + (n) = Z genau dann, wenn n und m teilerfremd
sind.

Satz 2.7. (Chinesischer Restsatz) Sei R ein Ring und I, ... , I, paarweise teiler-
fremde Ideale von R. Dann ist die Abbildung
o:R— R/Iy x---xR/I,, a— (a+1,...,a+1,)

ein Epimorphismus mit Ker(yp) = (;_, I;. Insbesondere gilt
R/((\1:) = R/I; % -+ x R/I,.
i=1

Beweis. Man sieht leicht, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist und das Ker(y) =
Ni_, I; gilt. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist.

Behauptung: Fiir ¢ = 1,... ,n existieren Elemente z; mit z; = 1 mod I; und
r; =0 mod I fiir j # 4. Ist dann (ay +Iy,... ,a,+1,) € R/I; X -+ x R/I, beliebig
gewéhlt, dann gilt

olazy + - -+ apzy) = (i + Iy o oo yapxn, + 1) = (a0 + I, .oy an + 1)

und somit ist ¢ surjektiv. Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Sei im Folgenden
i € {1,...,n} fest gewdhlt. Fiir j # i gilt nach Voraussetzung I; + I; = R, also
existiert ein a; € [; und b; € I; mit a; + b; = 1. Dann gilt

1 :H(aj+bj) =¢ +x; mit ¢; € I; und z; € HIJ"

j#i J7i
Esgilt v, =1 =¢; € I;, x; € I; fiir j # 4. Also z;, =1 mod [; und z; = 0 mod I,
fiir j # 1. O
Korollar 2.8. Seien by,...,b, € Z paarweise teilerfremde Zahlen. Dann ist das
simultane Kongruenzsystem = = a; mod (b;) fiir i = 1,... ,n und beliebige Zahlen
ai, ... ,a, € Z lésbar. Die Losung ist eindeutig modulo by - - - b,,.
Beweis. Fiir beliebige ,j gilt (b;) + (b;) = Z und (b;b;) = b; N b;. Nun folgt die
Behauptung aus 2.7. 0

Bemerkung 2.9. Der Beweis von 2.7 zeigt auch, wie eine Losung in 2.8 gewonnen
werden kann.

Definition 2.10. Sei R ein Ring. Ein Ideal P C R heif}t Primideal, wenn P # R
und wenn fiir alle a,b € R mit ab € P folgt, dass a € P oder b € P gilt.
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Lemma 2.11. Sei n € Z,n > 1. Dann ist (n) genau dann ein Primideal, wenn n
eine Primzahl ist.

Beweis. Sei (n) ein Primideal, n = dm fiir d,m € Z und o.E. d > 1,m > 1. Dann
ist dm € (n). Es folgt, dass d € (n) oder m € (n). Dal < m = n/d < n, gilt
m ¢ (n). Somit d = en € (n). Nun folgt d = cn = c¢dm, also 1 = em und daher
1 = c. Insgesamt gilt d = n. Es folgt, dass n eine Primzahl ist.

Sei nun n eine Primzahl. Ist ab € (n) fiir a,b € Z, dann gilt n|ab. Da n eine
Primzahl ist, folgt n|a oder n|b. Also a € (n) oder b € (n). O

Satz 2.12. Sei R ein Ring und P C R ein Ideal. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) P ist ein Primideal,
(ii) R/P ist ein Integritétsbereich.

Beweis. (i) = (ii): Sei P # a+ P,b+ P € R/P. Also gilt a ¢ P und b ¢ P. Da P
ein Primideal ist, folgt ab ¢ P, also ab+ P # P.

(ii) = (i): Seien a,b € R mit ab € P. Es folgt, dass P = ab+ P = (a+ P)(b+ P).
Da R/ P ein Integritétsbereich ist, gilt a4+ P = P oder b+ P = P. Dies ist dquivalent
zua € Poderbe P. O

Definition 2.13. Sei R ein Ring. Ein Ideal M C R heif3t ein mazimales Ideal, wenn
M # R und fiir alle Ideale I C R mit M C I folgt, dass I = M oder I = R gilt.

Lemma 2.14. (Zorn) Sei M # () eine partiell geordnete Menge. Besitzt jede to-
tal geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke in M, dann besitzt M ein
maximales Element.

Satz 2.15. Sei R ein Ring und I # R ein Ideal. Dann existiert ein maximales Ideal
MCRmit I CM.

Beweis. Sei M die Menge der Ideale J # R mit I C .J. Dann ist M # (), da
I € M. Mit der Inklusion ist M partiell geordnet. Sei (Ji)rex eine vollstéindig
geordnete Teilmenge von M. Man sieht leicht, dass I C |J,.x Ji = J ein Ideal ist.

Angenommen J = R. Dann wére 1 € J und somit 1 € J fiir ein £ € K. Dann ist
Jr, = R ein Widerspruch. Also gilt J # R und es ist J € M eine obere Schranke fiir

(Ji)kek -
Nach 2.14 besitzt M ein maximales Element M. Dieses Element ist dann das
gesuchte maximale Ideal. O

Satz 2.16. Sei R ein Ring und M C R ein Ideal. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) M ist ein maximales Ideal,
(ii) R/M ist ein Korper.

Beweis. (i) = (ii): Sei M ein maximales Ideal. Sei 0 # a + M € R/M beliebig mit
a ¢ M. Betrachte das Ideal M C .J = M + (a). Es gilt J # M und daher J = R.
Dann ist 1 € J, d. h. es existiert ein b € R und ein ¢ € M mit 1 = ba + ¢. Somit ist
(b+ M)(a+ M)=ba+ M =1+ M. Also ist b+ M das inverse Element zu a + M
und R/M ist ein Korper.

(ii) = (i): Sei M C J C R ein Ideal mit M # J. Sei a € J\ M. Dann ist
a+M # M in R/M.Da R/M ein Korper ist, existiert ein b € R mit (b+M)(a+M) =
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ba+ M =1+ M. Es folgt, dass 1 —ba € M, also 1 € (a) + M C J. Somit J = R
und M ist ein maximales Ideal. 0J

Korollar 2.17. Maximale Ideale sind Primideale.

Beweis. Sei M ein maximales Ideal in einem Ring R. Nach 2.16 ist R/M ein Korper,
also insbesondere ein Integritéitsbereich. Aus 2.12 folgt, dass M ein Primideal ist. [

Beispiel 2.18. Maximale in Z sind die Ideale (p) fiir eine Primzahl p. Das Ideal (0)
ist das einzige Primideal in Z, das nicht maximal ist.

Satz 2.19. Sei R ein Ring. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) (0) ist ein Primideal,
(ii) R ist ein Integrititsbereich.

Beweis. Betrachte die Abbildung id: R — R. Es ist Ker(id) = (0) und nach dem
Homomorphiesatz gilt R =2 R/(0). Die Behauptung folgt aus 2.12. O

Satz 2.20. Sei R ein Integritédtsbereich mit endlich vielen Elementen. Dann ist R
ein Korper.

Beweis. Sei 0 # a € R beliebig. Die Abbildung ¢,: R — R, b — ab ist injektiv, da R
ein Integritétsbereich ist. Da |R| < oo folgt, dass ¢, bijektiv ist. Somit 1 € Im(y,),
d.h. es existiert ein b € R mit 1 = ba. Dies zeigt die Behauptung. O

Konstruktion 2.21. (Quotientenringe) Sei R ein Integritéitsbereich, T'= R\ {0}.
Wir definieren auf der Menge der Paare {(a,b): a € R,b € T} eine Aquivalenz-
relation: (aq,b1) ~ (az,b2) < ajby = azby. Die Aquivalenzklasse (a,b) wird mit ¢
bezeichnet. Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit Q(R). Definiere
Addition und Multiplikation auf Q(R) wie folgt:

a1 Qo a1Qao a1 a9 albg + a2b1
———=—"und —+ = ——"—
bi by biby by by b1by
Die Definitionen sind unabhéngig von der Wahl der Représentanten und (Q(R), +, +)
ist ein Korper mit % als Einselement, ...
Satz 2.22. Sei R ein Integritétsbereich. Dann gilt:
(i) (Q(R),+, ) ist ein Korper.

(ii) Die Abbildung ¢: R — Q(R),a — ¢ ist ein Monomorphismus und wird
die kanonische Einbettung genannt.

(iii) (Universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers) Sei ¢: R — K ein Ring-
homomorphismus in einen Koérper K. Dann gibt es genau einen Koérperho-
momorphismus ¢': Q(R) — K mit ¢ = ¢’ o, d.h. folgendes Diagramm
ist kommutativ:

R

Q(R)T’K'
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Beweis. Eindeutigkeit: Sei § € Q(R) beliebig. Dann gilt
N LA

= ¢ (1(a)) - ' (1(6) ™" = p(a) - p(b) "
Existenz: Zeige, dass die Abbildung ¢ mit ¢'(¢) = ¢(a) - ¢(b)~" die gewiinschten
Eigenschaften hat. O

SallES]

o'

3. Teilbarkeitstheorie in Integrititsbereichen

Definition 3.1. Sei R ein Integritdtsbereich und a,b € R. Das Element a heifit
ein Teiler von b, wenn ein ¢ € R existiert mit b = ac. Man schreibt hierfiir a|b. Das
Element a heif3t assoziiert zu b, wenn alb und b|a gilt. Dies wird mit a ~ b bezeichnet
(Bemerkung: ~ ist eine Aquivalenzrelation).

Lemma 3.2. Sei R ein Integritidtsbereich und a,b,c,d € R. Dann gelten folgende
Rechenregeln:
(i) a|b und blc = alc.
(ii) a|b und alc = alb + c.
(iii) alb und alb+ ¢ = alc.
(iv) alb und c|d = ac|bd.
v) alb < (a) 2 (b).
(vi) a ~ b= (a) = (b) & a = cb mit ¢ € Fp.

Beweis. Diese Regeln rechnet man leicht nach. 0l

Definition 3.3. Sei R ein Integritéitsbereich. Ein Element 0 # a € R\ Ex heifit
wrreduzibel, wenn fiir b, ¢ € R mit a = be stets b € Ei oder ¢ € Ey gilt.

Satz 3.4. Sei R ein Integritdtsbereich und Hauptidealring. Fiir ein 0 # a € R sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) a ist irreduzibel,
(ii) (a) ist ein maximales Ideal.

Beweis. (i) = (ii): Sei (a) C (b) C R ein Ideal mit b € R. Da a € (b) existiert
ein ¢ € R mit a = be. Nun folgt wegen der Irreduzibilitidt von a, dass b € Exr oder
¢ € Eg. Dies ist dquivalent zu (b) = R oder (a) = (b). Daher ist (a) ein maximales
Ideal.

(ii) = (i): Sei a = bc mit b, ¢ € R. Nun gilt (a) C (b) C R. Da (a) ein maximales
Ideal ist, folgt (a) = (b) oder (b) = R. Gilt (b) = R, dann ist b € Fg,dadann 1 € (b).
Sonst ist (a) = (b), also existiert ein d € R mit ad = b. Es folgt, dass a = bc = adc
und somit 1 = de. Daher gilt ¢ € Eg. Insgesamt folgt die Behauptung. O

Definition 3.5. Sei R ein Integrititsbereich. Eine Folge von Elementen (ay)nen
mit a, € R\ {0} heifit Teilerkette, wenn fiir alle n € N a,,1|a, gilt. In R gilt der
Teilerkettensatz, wenn jede Teilerkette (a,)nen stationdr wird, d.h. es gibt ein ny € N
mit a, ~ a,.1 fiir n > ny.
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Beispiel 3.6. In Z gilt der Teilerkettensatz. Sei (a,)nen ein Teilerkette in Z. Die
Menge {|a,|: n € N} besitzt ein kleinstes Element |a,,|. Da |a,11| < |a,] fiir alle
n € N gilt, folgt a,, ~ a, 1 fiir n > ny.

Satz 3.7. In R gelte der Teilerkettensatz. Dann lisst sich jedes Element 0 # a €
R\ ER als Produkt a = by - - - b, mit endlich vielen irreduziblen Elementen by, ... , b,
darstellen (das Produkt ist nicht notwendigerweise eindeutig).

Beweis. Sei a € R ein beliebiges Element. Angenommen a ldsst sich nicht als Pro-
dukt von endlich vielen irreduziblen Elementen schreiben. Wir definieren induktiv
ein Kette von Elementen (a,)peny mit apy1l|an, an % ayyq und a, lidsst sich fiir alle
n € N nicht als Produkt von endlich vielen irreduziblen Elementen schreiben. Dies
ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass in R der Teilerkettensatz gilt.

Fiir n = 0 setze ag = a. Sei n > 0 und die Kette ay, ... ,a, bereits konstruiert.
a, kann nicht irreduzibel sein, also existieren 0 # b, ¢ € R\ Er mit a,, = be. Wegen
der Wahl von a,, konnen b und c¢ sich nicht beide als Produkt von endlich vielen
irreduziblen Elementen schreiben lassen. Lisst sich etwa b nicht so schreiben, dann
setze a,1 = b. Dies zeigt die Behauptung. 0

Lemma 3.8. Sei R ein Integritétsbereich und ein Hauptidealring. Dann gilt in R
der Teilerkettensatz.

Beweis. Sei (an)nen ein Teilerkette in R. Da a,1]a, fiir alle n € N gilt, folgt
(Clo) g ((Zl) g g (an) g

Sei I = J,en(@n). Dann ist I ein Ideal, insbesondere ein Hauptideal. Also existiert
ein b € R mit I = (b). Sei ny so gewéhlt, dass b € ay, gilt. Dann ist (a,) = (a,41)
fiir n > ng und somit a, ~ a,; fiir n > nyg. O

Definition 3.9. Sei R ein Integrititsbereich und 0 # p € R\ Eg. Das Element p
heifit ein Primelement, wenn fiir alle a,b € R mit p|ab folgt, dass p|a oder p|b gilt.
Bemerkung 3.10. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann gelten folgende Regeln:

(i) Seien p,q € R, p ein Primelement und p ~ ¢ = ¢ ist ein Primelement.
(ii) Sind p, ¢ € R Primelemente mit p|¢g = p ~ q.
(iii) Ist p € R ein Primelement mit pla, - - - a, = pla; firein i € {1,... ,n}.
Lemma 3.11. Sei R ein Integrititsbereich und 0 # p € R\ Eg. Dann gilt:

(i) p ist ein Primelement < (p) ist ein Primideal.
(ii) p ist ein Primelement = p ist irreduzibel.

Beweis. Zu (i): Dies folgt direkt aus den Definitionen von Primelement und Prim-
ideal.

Zu (ii): Sei p ein Primelement und p = ab fiir a,b € R. Da p|ab gilt, folgt pla
oder p|b. Gelte etwa p|a, dann existiert ein ¢ € R mit pc = a. Somit folgt aus
p = ab = pcb, dass 1 = c¢b gilt. Also ist b € F. Damit ist p irreduzibel. O

Satz 3.12. Sei R ein Integritéitsbereich und Hauptidealring, 0 # p € R\ Fg. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) p ist ein Primelement,
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(ii) p ist irreduzibel,
(iii) (p) ist ein maximales Ideal.

Beweis. In 3.4 und 3.11 wurde bereits (i) = (ii) und (ii) < (iii) bewiesen. Es bleibt
zu zeigen, dass (iii) = (i) gilt. Ist (p) ein maximales Ideal, so ist (p) ein Primideal
nach 2.17. Aus 3.11 (i) folgt die Behauptung. O

Lemma 3.13. Sei R ein Integritéitsbereich und 0 # a € R. Seien a = py---p, =
q1 -+ qn zwei Darstellungen von a als Produkt von Primelementen. Dann gilt:

(i) m=n.

(ii) Nach einer geeigneten Umnummerierung gilt p; ~ ¢;.

Die Darstellung von Primelementen ist also im Wesentlichen eindeutig.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch eine Induktion nach [ = min{m,n}. O.E. ist
[=m.

Fiir [ = 1 folgt wegen pi|q; - - - gn, dass py|g; fiir ein i € {1,... ,n} und somit
nach 3.10 p; ~ g;, etwa ¢; = ep; fiir ein ¢ € Ei. Auflerdem gilt nach Kiirzen durch
pi,dass 1 =eqy - ¢ 1¢i11 - qn- Also gilt n = 1 und damit die Behauptung.

Sei nun [ > 1. Es gilt p,,|q1 - - - ¢, und daher wieder p;|g; fiir ein i € {1,... ,n}.
O.E. i« = n und daher p,, ~ ¢,, etwa ¢, = ep, fiir ein ¢ € Eg. Nach Kiirzen gilt
PLe Pm-1 =£q1 - qu1 mit min{m — 1,n — 1} < [. Nach der Induktionsvorausset-
zung gilt m — 1 = n — 1 & m = n und nach einer geeigneten Nummerierung gilt
pi~q fire=1,...,n—1. O

Definition 3.14. Sei R ein Integritdtsbereich. R heifit faktoriell, wenn sich jedes
Element 0 # a € R\ Fg eindeutig als Produkt von Primelementen schreiben lisst.

Bemerkung 3.15. Sei R ein faktorieller Ring, 0 # a € R und P ein Vertretersystem
der Primelemente von R. Dann besitzt a die Darstellung

a=c¢ Hpvp(a)

pEP

mit ¢ € Eg, v,(a) € N und fast alle v,(a) = 0.

Korollar 3.16. Sei R ein Integritidtsbereich und Hauptidealring, dann ist R fakto-
riell.

Beweis. Dies folgt aus 3.7, 3.8, 3.12 und 3.13. 0

Definition 3.17. Ein Integritétsbereich R zusammen mit einer Abbildung §: R\{0}
— N heifit ein euklidischer Ring, wenn fiir alle Elemente a,b € R mit b # 0 Elemente
q,r € R existieren mit

(i) a=qb+r,

(ii) 7 =0 oder 6(r) < §(b).
Die Abbildung § wird mit Grad- oder Normabbildung von R bezeichnet.

Beispiel 3.18. Z bildet zusammen mit der Betragsfunktion |- | einen euklidischen
Ring. Jeder Korper ist aus trivialen Griinden ein euklidischer Ring.
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Satz 3.19. Sei R ein euklidischer Ring. Dann ist R ein Integritdtsbereich und Haupt-
idealring. Insbesondere gilt:

R ist ein euklidischer Ring

= R ist ein Integritétsbereich und Hauptidealring
= R ist ein faktorieller Ring.

Beweis. Sei I C R ein beliebiges Ideal. Ist I = (0), so ist I ein Hauptideal. Sei also
I # (0). Definiere m = min{d(a): @ € I,a # 0} und 0 # a € I mit §(a) = m.
Behauptung: I = (a). Es gilt immer (a) C I. Sei nun 0 # b € I. Dann existieren
¢,7 € Rmit b =qga+rund r =0 oder 0 < 6(r) < §(a). Dar =b—qa € I folgt

wegen der Wahl von a, dass r = 0 und b = qa € (a) gilt. O
Definition 3.20. Sei R ein Integritétsbereich. Seien ay,... ,a, € R.
(i) d € R heifit griosster gemeinsamer Teiler von ay, ... ,a,, wenn gilt:

(a) dla; fiiri=1,...,n.
(b) Ist e € R mit ela; firi =1,... ,n, so gilt e|d.
Wir schreiben dann ggT(ay, ... ,a,) fir d.

(ii) v € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von ay, . .. , a,, wenn gilt:
(a) a;|v firi=1,... n.
(b) Ist u € R mit a;|u fiir i = 1,...,n, so gilt v|u.

Wir schreiben dann kgV(ay, ... ,a,) fir v.

Bemerkung 3.21. ggT(ay,...,a,) und kgV(ay, ... ,a,) sind bis auf Assoziiertheit
eindeutig.

Satz 3.22. Sei R ein faktorieller Ring, a4,... ,a, € R\ {0}, P ein Vertretersystem
der Primelemente von R und

a; :ein”p(ai) firi=1,...,n
pEP

die Primfaktorzerlegungen von ay, ... , a,. Dann existieren ggT und kgV und es gilt

ggT(axl, ey a’TL) = H pmin(vp(al)a"ﬂvp(an)),
pEP

kgV(al, ey a’TL) — H pmaX(UP(al)a""vP(an))_
peEP

Beweis. Man beachte, dass fiir

H pvp(a)| H pvp(b)

peEP peP

vp(a) < w,(b) fiir alle p € P gelten muss. Nun folgt die Behauptung. O
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Satz 3.23. (Fuklidischer Algorithmus) Sei R ein euklidischer Ring mit Gradabbil-
dung §. Fiir Elemente a,b € R\ {0} betrachte man die Folge zy,21,... € R, die
induktiv gegeben ist durch:

Zp =a

21 =b

der Rest der Division von z; | durch z;, falls z; # 0,
2 —
i 0 sonst.

Dann gibt es einen kleinsten Index n € N mit z,,; = 0. Fiir dieses n gilt 2z, =
ggT(a,b).

Beweis. Nach der Definition der Folge (z;);en hat man fiir ¢ > 0 und unter der
Voraussetzung z; # 0 eine Gleichung der Form

Zi 1 = iz + ziy1 mit 0(z;41) < §(z;) oder z;11 = 0.
Die Folge §(z;) ist fiir i > 0 und 2; # 0 streng monoton fallend. Daher hat die Menge
N ={0(2): z; # 0} ein Minimum und es kann nur endlich viele z; # 0 geben. Sei n
minimal mit z,,; = 0.
Behauptung: z, teilt z; fiir 0 <7 < n. Wir beweisen die Behauptung durch eine

Induktion nach n — 7. Fiir n — 1 folgt dies aus der Gleichung z,_1 = ¢,2,. Sei die
Aussage fiir n — i gezeigt. Aus der Gleichung

Zn—i—1 = Qn—iZn—i T Zn—it1
folgt aus der Induktionsvoraussetzung z,|z, ;11 und 2,|2, 4, dass z,|z, ; 1. Insbe-
sondere gilt z,|20 = a und 2,|z; = b.

Sei ¢ € R mit ¢|a und c¢|b. Wir zeigen durch eine Induktion nach i, dass c|z; gilt.
Insbesondere c|z, und es folgt 2z, = ggT(a,b). Fir i = 0 und i = 1 gilt ¢|z; nach
Voraussetzung. Sei nun ¢ > 1. Wegen der Gleichung

Zi—1 = Qi%; + Zit1
und der Induktionsvoraussetzung gilt ¢|z;1. O

Bemerkung 3.24. Durch den Beweis des Satzes 3.23 lisst sich eine explizite Dar-
stellung des gg'T’s durch a und b gewinnen. Man muss lediglich die Gleichungen
riickwérts auflsen.
Bemerkung 3.25. Mit dem ggT(a,b) hat man in der Situation von 3.23 auch den
kgV(a,b) bestimmt, da

ab = ggT(a,b)kgV (a,b)
gilt.

4. Polynomringe

Konstruktion 4.1. Sei R C S eine Ringerweiterung und {a;};c; eine Teilmenge
von S. Der Ring R[{a;};cs] ist der kleinste Unterring P C S mit den Eigenschaften
(i) RC P,
(i) Fiir i € I gilt a; € P.
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Ist I = {1,...,n} endlich, dann schreiben wir R[a4,...,a,]. Man sagt auch, dass
R[{a;}ier] aus R durch Adjunktion der Elemente {a;};c; von S entsteht.
Beispiel 4.2. Betrachte:
i) S =CX,Y], R=C, I = {1} und a; = X. Dann ist R[X]| C S ein
Polynomring
(ii) S=C, R=R, I = {1} und @; = i. Dann ist R[i] = S kein Polynomring,
da i +1 = 0 gilt.
Lemma 4.3. Sei R C S eine Ringerweiterung und a4, ... ,a, € S. Dann gilt

Rlay,...,a,) ={a € S:a= Z Clmipyemn) 01 == ™ Mt Cly o) € R

n
(mu1,...,mp)EN"

und fast alle c(m,,... m,) = 0}.
Beweis. Sei

P={aeS:a= Z C(ml,___,mn)a’f“ ceean™ mit con,m,) € R

(mlz--- ,mn)ENn

und fast alle ¢(m, .. .m,) = 0}.

Dann ist P ein Unterring von S, der ay, ... ,a, enthilt. Ist P’ ein weiterer Unterring
von S mit dieser Eigenschaft, so gilt P C P’. Dies zeigt die Behauptung. O

Konstruktion 4.4. Sei R ein Ring und
R[Xl, ce ,Xn] =

{(C(ml,...,mn))(ml,...,mn)EN“ ' Clmy,...,mn) € R, fast alle Clmy,... mp) = 0}.
Definiere die Addition

(C(ml,...,mn)) + (d(ml,...,mn)) — (c(ml,...,mn) + d(ml,...,mn))
und die Multiplikation

(C(ml,... ,mn)) (d(ml, ,mn)) — (f(ml, ,mn))

mit
Sei

Man rechnet nun nach, dass R[X;, ..., X,] ein Ring mit 1 = (€(m,,...,m,)) und 0 = (0)
ist. Man nennt R[X7,...,X,] den Polynomring in n Unbestimmten (Variablen) {iber
R. Firn =1 ist

R[X] = {(¢m)men: ¢m € R, fast alle ¢,, = 0}.

der iibliche Polynomring in einer Variablen.
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Satz 4.5. Sei R ein Ring. Dann entsteht der Ring S = R[X}, ..., X, ] aus dem Ring

R = {(a(my,... mn): Q(my .., mp) = 0 fiir (mq, ... ,my) #(0,...,0),a,. 0 € R}

durch Adjunktion der Elemente X; = (7, . ) mit

5 {1 falls (my, ... ,m,) = &,

(m1,...,mn) 0 sonst.

Beweis. Nachrechnen. O

Bemerkung 4.6. Jedes Element f € R[X;,...,X,] besitzt eine eindeutige Dar-
stellung als Polynom

F= ) ) X7 X
(mi,y... ymp)

Satz 4.7. (Die universelle Eigenschaft des Polynomrings) Seien R und S Ringe,
¢: R — S ein Ringhomomorphismus und aq,...,a, € S. Dann gibt es einen ein-
deutig bestimmten Ringhomomorphismus ®: R[X;,..., X,,] — S mit

(1) q)|R =y,
(ii) ®(X;) =a; firi=1,... ,n.

Ist insbesondere S = R[ay, ... ,ay], so ist ® ein Epimorphismus.
Beweis. Eindeutigkeit: Existiert ® und ist
f: Z a(ml,...,mn)X?ll"'Xqun S R[Xla 7Xn]7

(mlz--- 9mn)

so gilt

und rechnen nach, dass ® eine Homomorphismus ist (dies folgt im Wesentlichen
daraus, dass ¢ ein Homomorphismus ist). O

Korollar 4.8. Sei n € N und R ein Ring. Dann gilt
RIX1,... Xo[Xos1] 2 RIX0, .., Xns].
Beweis. Sei S = R[X,...,X,1]. Betrachte den Monomorphismus (Einbettung)
p:R— S, awa.

Setze a1 = Xq,...,a, = X, dann existiert nach 4.7 ein eindeutiger Homomorphis-
mus ®: R[X,,...,X,] — S mit
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(1) @ir = ¢,
(i) ®(X;) =a; fiiri=1,... ,n.

Man beachte, dass ® injektiv ist. Nun betrachte den Homomorphismus
' =®: R[Xy,...,X,] =S

und setze a} = X, 1. Wieder nach 4.7 existiert ein eindeutig bestimmter Homomor-
phismus ®": R[X,..., X,][Xp11] — S mit

(1) (I)TR[Xl,...,Xn} =¢' =9,

(i) ®(Xpp1) =a) = Xpia.
®’ ist der gesuchte Isomorphismus. 0J

Definition 4.9. Sei R ein Ring und S = R[X1,..., X,].
(i) Sei m = (m4,...,m,) € N*. Ein Element X" --- X" € S heifit Monom.
Man nennt (mq,...,m,) den Multigrad und |m| = my; + --- + m,, den
Totalgrad von X" .- X,
(ii) Sei f =2 (.. mm) Qi ma) X1 - X' € S beliebig. Definiere

deg(f) = {Tz{mﬁ“-ern: w0 ;ig

Dann heifit deg(f) der Grad von f.
Ist insbesondere n =1 und 0 # f =" a,X™. Dann gilt deg(f) =
max{m: a,, # 0}. Das Element aqeg(y) =Leit(f) heifit dann der Leitkoeffi-
zient. f heifit normiert, wenn Leit(f) = 1.
Bemerkung 4.10. Seien f, g € R[X], deg(f) = m, deg(g) = n, a,, = Leit(f) und
by, = Leit(g). Dann gilt:
(i) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}. Es gilt Gleichheit genau dann, wenn
(a) deg(f) # deg(g),
(b) oder f=¢=0,
(c) oder deg(f) = deg(g) und a, + b, # 0.
(i) deg(fg) < deg(f) + deg(g). Es gilt Gleichheit genau dann, wenn
(a) f=0oder g =0,
(b) oder f #0, g # 0 und a,,b, # 0 (z.B. in einem Integrititsbereich).
Satz 4.11. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann gilt:
(i) R[Xi,...,X,] ist ein Integritdtsbereich.
(i) Erx,,..,x.] = Er.

Beweis. Zu (i): Wir beweisen (i) durch eine Induktion nach n. Sei n = 1 und 0 #
f,9 € R[X]. Dann gilt nach 4.10, dass deg(fg) = deg(f)deg(g) # 0 und daher
fg # 0. Also ist R[X] ein Integritdtsbereich. Fiir n > 1 folgt die Aussage aus 4.8
und der Induktionsannahme wegen R[X1,...,X,] = R[X1, ..., X, —1][X}].

Zu (ii): Auch (ii) wird durch eine Induktion bewiesen. Sei n = 1. Man beachte,
dass fiir ein 0 # f € R[X] gilt deg(f) = 0 genau dann, wenn f € R. Es gilt immer
Er C Egx). Seinun f € Eppx). Dann ist f # 0 und es existiert ein 0 # ¢ € R[X] mit
1= fg.Also 0 = deg(1) = deg(fg) = deg(f)+deg(g). Somit ist deg(f) = deg(g) =0
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und daher f,g € R, speziell f,g € Eg. Fiir n > 1 folgt die Behauptung wieder aus
4.8 und der Induktionsannahme wegen

Egix,,.. x.) = Erixy,... xo_1)1x0) = ERrixy,... x01] = Er-

OJ

Satz 4.12. (Division mit Rest) Sei R ein Ring, f, g € R[X], g # 0 und Leit(g) € Ek.
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢, € R[X] mit
(i) f=qg9+r,
(ii) deg(r) < deg(g).
Beweis. Existenz: Ist f = 0, so setze ¢ = r = 0. Sei nun f # 0. Wir beweisen den
Satz durch eine Induktion nach deg(f).
Sei deg(f) = 0. Ist deg(g) = 0, so gilt ¢ € E. Dann kénnen wir ¢ = ¢~' f und
r = 0 wihlen und erhalten f = ¢g. Ist deg(g) > 0, dann sind ¢ = 0 und r = f die
gesuchten Elemente mit f = 0g + r.
Sei nun deg(f) > 0. Im Falle deg(f) < deg(g), kann wieder ¢ = 0 und r = f
gewihlt werden. Betrachte also deg(f) > deg(g). Sei m = deg(f), n = deg(g),
am = Leit(f) und b, = Leit(g). Definiere

¢ = b, X" und fi = f — qug.
Dann ist deg(f;) < deg(f). Nach der Induktionsannahme existieren ¢o,r7 € R[X]
mit f —q19 = fi = g9 + r und deg(r) < deg(g). Somit
f=(@a+a@)g+r
Wihle nun ¢ = q; + ¢.
Eindeutigkeit: Sei
f=aqg+r =qg+r, mit deg(ry),deg(rz) < deg(g).

Also (q1 — q2)g = r2 — 1. Es gilt deg(ry — r1) < max{deg(ry),deg(r2)} < deg(g).
Auf der anderen Seite ist deg((q1 — ¢2)g) = deg(q1 — ¢2) + g, da Leit(g) € Eg. Somit
deg(g) + deg(q1 — g2) = deg(r2 — 1) < deg(g).

Dies ist nur fiir ¢; = ¢» und r; = ro moglich. Dies zeigt die Eindeutigkeit. 0

Korollar 4.13. Sei K ein Korper. Dann ist K[X] zusammen mit der Abbildung
deg ein euklidischer Ring. Insbesondere ist K[X]| ein Hauptidealring und faktoriell.

Definition 4.14. Sei R C S eine Ringerweiterung und 0 # f = > 4 X™ €
R[X]. Ein Element b € S heifit Nullstelle von f in S, wenn f(b) = > _yanb™ =0
gilt, also ist f ist im Kern des Einsetzungshomomorphismus

RIX] — S5, f = f(b).

Satz 4.15. Sei R ein Integrititsbereich und 0 # f € R[X] ein Polynom vom Grad
n.

meN
meN

(i) b € R ist genau dann eine Nullstelle von f, wenn (X — b)|f in R[X].
(ii) f besitzt hochstens n Nullstellen in R.
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Beweis. Zu (i): Gilt (X —b)|f, so ist f = (X —b)g. Also f(b) = (b—b)g = 0. Sei nun
b eine Nullstelle von f. Teile f mit Division durch Rest durch X —b. Dann existieren
q,r € R[X]mit f = q(X—b)+r und deg(r) < 0. Es gilt 0 = f(b) = q(b)0+r(b) = r(b)
und daher r =0, da r € R ein Widerspruch geben wiirde. Also gilt (X — b)|f.

Zu (ii): Wir beweisen die Aussage durch eine Induktion nach deg(f). Ist deg(f) =
0, so ist f € R und f kann keine Nullstellen besitzen. Sei nun deg(f) > 0. Falls f
keine Nullstelle besitzt, ist nichts zu zeigen. Sei also b eine Nullstelle von f. Nach (i)
gilt f = (X —b)g fiir ein g € R[X] mit deg(g) = deg(f) — 1. Nach der Induktionsan-
nahme hat ¢ hochstens n—1 Nullstellen in R. Da b’ genau dann eine Nullstelle von f
ist, wenn b eine Nullstelle von (X —b) oder von g ist, hat f hochstens n—14+1=n
Nullstellen. 0J

5. Der Satz von Gauf}

Satz 5.1. (Gaufl) Sei R ein faktorieller Ring, dann ist auch der Polynomring R[X]
faktoriell.

Korollar 5.2. Sei R ein faktorieller Ring, dann ist fiir n € N;n > 1 auch der
Polynomring R[X7, ..., X,] faktoriell.
Beweis. Dies folgt aus 4.8 und 5.1. U

Bemerkung 5.3. Durch den Satz von Gaufl sieht man, dass es faktorielle Ringe
gibt, die keine Hauptidealringe sind. Z. B. ist fiir einen Kérper K der Ring K[X,Y]
faktoriell. Dieser Ring ist aber kein Hauptidealring.

Lemma 5.4. Sei R ein faktorieller Ring, P ein Représentantensystem der Prim-

elemente von R. Dann besitzt jedes Element 0 # z = § € Q(R) eine eindeutige
Darstellung
T = ¢ H pUp(iE)
pEP

mit ¢ € Eg, vy(z) € Z und fast alle v,(x) = 0. Insbesondere ist x € R genau dann,
wenn alle v,(z) € N.

Beweis. Existenz: Sei
a=eg, H P @ und b= ¢, H por®

peP peEP
mit g4, € Eg, vy(a),v,(b) € N und fast alle v,(a) = 0 bzw. v,(b) = 0. Dann ist
xr = 80,8;1 Hpvp(a)fvp(b)_
peEP

O.E. kann angenommen werden, dass immer v,(a) = 0 oder v,(b) = 0 gilt.
Eindeutigkeit: Sei
r =g H pv;(ac)

pEP
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eine weitere Darstellung. Definiere

c= H p”;(”) und d = H p_”;’(‘”).

pEP v (x)>0 pEP,vp(7)<0

Dann ist x = ¢, also ad = cb. Wegen der Wahl von a, b, ¢, d und der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung in R folgt nun @ = ¢ und b = d und damit die Behauptung. [l

Definition 5.5. Sei R ein faktorieller Ring, P ein Reprisentantensystem der Prim-
elemente von R und 0 # f = > a, X" € Q(R)[X]. Dann:

() 0p(f) = min{op(an): a, # 0.
(i) 1(f) = [ ep p») heiBt der Inhalt von f. Dieser Ausdruck ist definiert,
aber abhéngig von P.
(iii) f heiBt primitiv, wenn I(f) € Eg (d.h. der ggT der Koeffizienten ist 1).
Beispiel 5.6. Fiir normierte Polynome f € R[X] gilt, dass f primitiv ist.

Lemma 5.7. Sei R ein faktorieller Ring und P ein Reprisentantensystem der Prim-
elemente von R.
(i) Sei a € Q(R) und f € Q(R)[X]. Dann ist I(af) = I(a)I(f) = eal(f) fiir
ein e € Ep. Ist a =[] cp p*»(®) so kann € = 1 gewihlt werden.
(i) Sei 0 # f € Q(R)[X]. Dann gibt es ein g € R[X], g primitiv, I(¢g) = 1 und
f=1(f)9
(iii) Sei f € R[X] irreduzibel und deg(f) > 0. Dann ist f primitiv.
(iv) Sei f € R[X] primitiv und in Q(R)[X] irreduzibel. Dann ist f in R[X]

irreduzibel.

Beweis. Zu (i): Sei f = Y
vy(a) + vp(f). Somit

I(af) = Hpvp(af) _ Hpvp(a) Hpvp(f) = cal(f)

peEP pEP peEP

nen @nX™ Dann ist v,(af) = min{v,(aa,): a, # 0} =

fiir ein € € Ep. Ist a =[[,cp p’*(?) . 5o kann ¢ = 1 gewihlt werden.

Zu (ii): Sei g = I(f)~'f. Danniist f = I(f)g. Ferner I(g) = I(f)"'I(f) =1€ Ex
und somit ist g primitiv. Sei f =Y _a, X" Esist v,(I(f)"a,) > 0 fiir allep € P,
also ist g € R[X].

Zu (iii): Nach (ii) ist f = I(f)g und g € R[X] primitiv. AuBerdem deg(g) =
deg(f) > 0. Da f irreduzibel ist, muss I(f) € Epx) gelten. Dann ist I(f) € Ex und
somit f primitiv.

Zu (iv): Sei f = gh mit g,h € R[X]. Da f irreduzibel iiber Q(R)[X] ist, muss
g € Q(R) \ {0} oder h € Q(R) \ {0} gelten. Sei etwa g € Q(R) \ {0}. Dann
ist egI(h) = I(gh) = I(f) € Egr. Da I(h) € R gilt, folgt ¢ € Eg. Dies war zu
zeigen. Ol

neN

Beispiel 5.8. Sei f(X) = 2X, also I(f) = 2. Dann ist f in Q[X] irreduzibel, aber
nicht in Z[X], da hier 2 keine Einheit ist.
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Lemma 5.9. (Gauf) Sei R ein faktorieller Ring und P ein Repriisentantensystem
der Primelemente von R. Seien 0 # f, g € Q(R)[X]. Dann gilt:

I(fg) = I(f)1(g)-
Beweis. Sei f = I(f)fi und g = I(g)g1 mit fi,¢1 € R[X] primitiv und I(f;) =
I(g,) = 1. Dann ist

fa=1(/)I(g)fin
und damit

I(fg) = I(HI(g9)I(f191)
Es geniigt zu zeigen, dass I(f1g;) = 1 gilt. Wir kénnen also o. E. annehmen, dass
f,9€ R X|und I(f) =1I(g9) =1 gilt.
Dann ist zu zeigen, dass fiir alle p € P gilt v,(fg) = 0. Sei p € P fest gewihlt,
deg(f) = m, deg(g) =n
m-+n

f = ZaiXiag = Zb]Xjafg = chXka
i=0 §=0 k=0

Mit Cppin = A +by. Esist z. z., dass ein k € {0,... ,m+n} existiert mit v,(cg) = 0,
d.h p feg. Da I(f) = 1, existiert ein maximales r € {0,...,n} mit p teilt nicht a,.
Wihle analog s € {0,...,m} maximal mit p teilt nicht b,. Dann ist
Crqs = Z aibj - arbs + Z ar+ibsfi + Z arfibs+i-
i+j=r+s >0 >0

Fiir i > 0 gilt pla,1ibs i, da pla, ;. Fir ¢ < 0 gilt pla, b5y, da plbsi;. Da aber p
nicht a,bs teilt (p ist ein Primelement), folgt, dass p nicht ¢, teilt. Dies zeigt die
Behauptung. OJ

Korollar 5.10. Sei R ein faktorieller Ring. Seien 0 # f € R[X] mit deg(f) > 0.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist irreduzibel in R[X],

(ii) f ist irreduzibel in Q(R)[X] und f ist primitiv.

Beweis. (ii) = (i): Dies wurde in 5.7 gezeigt.
(i) = (ii): Nach 5.7 ist f primitiv. Insbesondere gilt I(f) € Er. Sei nun f = gh
mit g, h € Q(R)[X]. Dann folgt I(f) = I(g)I(h). Somit
I(f)"'f = I(g)""gI(h)""h.
Da I(f) 'f irreduzibel in R[X] und I(g) ‘g, I(h) 'h € R[X] gilt, folgt 0.E., dass
[(g)flg € ER[X] = Fp. Also g € EQ(R)[X] = Q(R) \ {0} -

Korollar 5.11. Sei R ein faktorieller Ring. Seien 0 # f,¢g € R[X], f primitiv,
h € Q(R)[X] und g = fh. Dann gilt h € R[X]. D. h. teilt f ein Element ¢ in
Q(R)[X], dann teilt f das Element g in R[X].

Beweis. Es ist I(g) = I(f)I(h). Da f primitiv ist, gilt I(f) € Eg. Also I(h) =
I(f)'I(g) € R und daher h € R[X]. O



6. IRREDUZIBILITATSKRITERIEN FUR POLYNOME 33

Beweis. (Beweis des Satzes von Gaufl) Sei R ein faktorieller Ring, 0 # f € R[X] \
Eg. Der Ring Q(R)[X] ist ein euklidischer Ring, also faktoriell. Somit existieren
fi,--o fn € Q(R)[X] irreduzibel mit f = f1--- f,. Sei ¢ = [[;—, I(f;) und fi =
I(f;)~'f;. Dann folgt

I(f)=1, fieRIX], f=c]]fimitc=I(f)€R.
i=1

c ist ein Produkt von Primelementen von R, die auch Primelemente von R[X] sind
(Ubungsaufgabe).

fi ist primitiv und irreduzibel in Q(R)[X]. Nach 5.10 sind f; irreduzibel in R[X].
Es bleibt folgende Behauptung zu zeigen: Ist f € R[X] irreduzibel und primitiv,
dann ist f ein Primelement.

Sei g,h € R[X] mit f|gh in R[X]. Insbesondere gilt f|gh in Q(R)[X]. Da f
irreduzibel in Q(R)[X] folgt, dass f ein Primelement in Q(R)[X] ist. Somit f|g oder
flh in Q(R)[X]. Da f primitiv ist, folgt aus 5.11, dass f|g oder f|h in R[X]. Also
ist f ein Primelement in R[X]. O

6. Irreduzibilitidtskriterien fiir Polynome

Problem: Welche Polynome sind irreduzibel in R[X] (bzw. in Q(R)[X])? Teilt

man durch den Inhalt, so kann o.E. angenommen werden, dass die Polynome primitiv
sind.
Satz 6.1. (Eisensteinsches Irreduzibilitatskriterium) Sei R ein faktorieller Ring, 0 #
f=>",a; X" € RIX] primitiv, deg(f) =n > 0. Weiter sei p € R ein Primelement
mit p Jan, pla; fir i = 0,...,n — 1, p?> Jap. Dann ist f irreduzibel in R[X] und
somit auch in Q(R)[X].

Beweis. Angenommen f = gh mit g = Y17 b X", h=>"" ¢; X", deg(g) = n, und
deg(h) = ny,. O.E. gilt ny,ny, > 0, da f primitiv ist. (Wire etwa ny, = 0, so wiirde
aus I(g)I(h) = I(f) € Eg folgen, dass g € ER).
Da plag = byco, folgt p|by oder p|cg. Sei 0.E. p|cy. Dann kann nicht p|by gelten, da
sonst p*|ag ein Widerspruch wére. Da p fa, = by, c,, folgt, dass p fb,, und p fc,,.
Sei nun r = min{j: p f¢;}. Es gilt 0 < r < n, < n = n;, + n,. Betrachte

r
Ay = bOCr + E bicr—i-
=1

Es gilt p fboc, und pl|b;c, ; fiir i = 1,...r wegen der Wahl von r. Somit gilt p /a,.
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, da 0 < r < n. 0
Beispiel 6.2. Sei p eine Primzahl, dann ist X™ — p irreduzibel in Z[X].

Lemma 6.3. Sei R ein Integritdtsbereich. Dann gilt:

(i) Sei ¢: R — R ein Automorphismus und @ € R. Dann ist a irreduzibel
genau dann, wenn ¢(a) irreduzibel ist.
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(ii) Sei a € R und € € Eg. Dann ist die Abbildung ¢: R[X]| — R[X], f(X) —
f(eX + a) ein Automorphismus. Insbesondere ist f(X) irreduzibel genau
dann, wenn f(¢X + a) irreduzibel ist.

Beweis. Zu (i): Trivial.

Zu (ii): Man sieht leicht, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Die Abbildung

i RIX] — R[X], f(X)— f(e (X —a))

ist die Umkehrabbildung zu ¢. Somit ist ¢ ein Automorphismus. O
Beispiel 6.4. Behauptung: Sei p eine Primzahl, dann ist f(X) = Zf:_ol X% irredu-
zibel in Z[X].

Die Behauptung ist dquivalent zu: f(X 4 1) = 3220 (X + 1)° ist irreduzibel in
Z[X]. Es gilt (X —1)f(X)=XP—1. Also Xf(X +1) = (X 4+ 1)? — 1 und somit

fIX+1)= (X +)1()p_ 1_ z'—1X(¢)Xl _ i (ii1>Xi.

=0

Nun sieht man, dass f(X + 1) irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium ist.
Satz 6.5. (Reduktionsmethode) Sei R faktoriell, 0 # f = > a;X* primitiv,

deg(f) = n, P C R ein Primideal, a, ¢ P, R=R/Pund f =" ja; X' € R[X]
mit @ = a; + P. Wenn f irreduzibel in R[X] ist, so folgt, dass f irreduzibel in

Q(R)[X] und R[X] ist.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass f irreduzibel in R[X] ist.
Angenommen: f = gh mit g, h € R[X], deg(g) > 0 und deg(h) > 0. Der kanoni-
sche Epimorphismus : R — R induziert einen Epimorphismus

2: RIX] = RIX], D bX'— > bX'
Da nach Voraussetzung @, # 0 gilt folgt, dass deg(f) = deg(f) > 1. Es ist deg(g) <

deg(g) und deg(h) < deg(h). Da

deg(f) = deg(g) + deg(h) < deg(g) + deg(h) = deg(f) = deg(f),

folgt deg(g) = deg(g) und deg(h) = deg(h). Dann ist f = gh reduzibel ein Wider-
spruch zur Voraussetzung. O

Beispiel 6.6. Problem: Ist f = X* + 3X + 1 irreduzibel in Q[X] bzw. Z[X]?

Betrachte Reduktion mod 2, also f = X* + X + 1 in Z/2Z[X].

X und X + 1 sind die einzig méglichen Linearfaktoren in Z/2Z[X]. Da f(0) =
f(1) = 1 besitzt f keine Linearfaktoren.

X% X2+ X, X?4+1und X2+ X + 1 sind die einzigen moglichen quadratischen
Polynome. Keines von diesen teilt f (ausrechnen).

Also ist f irreduzibel in Z/2Z[X] und somit f irreduzibel in Z[X].



KAPITEL 3

Korpertheorie

1. Endliche und algebraische Koérpererweiterungen

Definition 1.1. Sei L ein Korper und K ein Teilkorper.
(i) Dann heifit das Paar K C L eine Kérpererweiterung. Man schreibt hierfiir
L/K.
(ii) Die K-Vektorraumdimension dimg (L) = [L: K| heifit der Grad von L
iiber K. Die Korpererweiterung heif3t endlich oder unendlich, je nachdem
ob [L: K] endlich oder unendlich ist.

Bemerkung 1.2. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann ist L = K genau dann,
wenn [L: K] = 1.
Satz 1.3. Seien L/K und M/L Korpererweiterungen. Dann gilt die Gradformel:

(M: K|=[M: L|[L: K].

Beweis. Sei [M: L] < oo und [L: K] < co. Wihle eine L-Vektorraumbasis vy, . .. , v,
von M und eine K-Vektorraumbasis w;, ... ,w, von L. Wir behaupten, dass v;w;,
t=1,...,r,5=1,...,s eine K-Vektorraumbasis von M ist. Daraus folgt dann die
Gradformel.

Sei z € M. Dann existieren [; € L mit x = Y ._, l;v;. Fiir jedes [; gibt es a;; € K
mit /; = >°_, a;;w;. Dann folgt

j=1
r s
xr = Z Z QW ;U5
=1 j=1

und somit sind die Elemente v;w; ein K-Vektorraumerzeugendensystem von M /K.
Seien b;; € K mit

0= Z Zbijviwj = Z(Z bijw;)v;.
i=1 j=1 i=1 j=1

Da die v; linear unabhéngig iiber L sind, folgt fiir : =1,... ,r

s
E bi]"wj.
j=1

Da die wj; linear unabhéngig iiber K sind, folgt fiir s = 1,... ,rund j = 1,... s,
dass b;; = 0 gilt. Also sind die Elemente v;w; linear unabhéngig und sie bilden somit
eine K-Basis von M.



36 3. KORPERTHEORIE

Wir haben dariiber hinaus gezeigt, dass mit [M: L] > m und [L: K] > n folgt
[M: K] > mn. Ist somit [M: L] = oo oder [L: K| = oo, dann ist auch [M: K] =
Q. 0l
Korollar 1.4. Seien L/K, M/L Korpererweiterungen und [M : K] endlich. Dann
ist [L: K] endlich und [L: K]|[M: K].

Korollar 1.5. Seien L/K, M/L Korpererweiterungen und [M: K] eine Primzahl.
Dann ist L = M oder L = K.
Beispiel 1.6. Es ist [Q(v/3): Q] = 2. Also besitzt Q(v/3)/Q keine Zwischenkérper.
Definition 1.7. Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein Element a € L heif3t algebra-
isch iiber K, wenn ein 0 # f € K[X] existiert mit f(a) = 0. Falls a nicht algebraisch
ist, so heifit a transzendent iiber K.
Beispiel 1.8. Sei L/K eine Korpererweiterung.

(i) Alle Elemente a € K sind algebraisch iiber K, da fiir f(X) = X — a gilt

f(a) =0.

(ii) Ist K = Q und L = C, so ist v/2 algebraisch und e transzendent iiber K.
Satz 1.9. Sei L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K. Dann
existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom f € K[X] kleinsten Grades
mit f(a) = 0. Ferner ist f ein Primelement und somit irreduzibel. f heifit das
Minimalpolynom von a iiber K. Ist ¢ € K[X] ein weiteres Polynom mit g(a) = 0,
dann gilt f|g.

Beweis. Sei

p: K[X] =L, g~ g(a)
der Einsetzungshomomorphismus. Da a algebraisch ist folgt Ker(¢) # {0}. Dann ist
Ker(p) = (f) fiir ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom 0 # f € K[X]. f
ist das normierte Polynom kleinsten Grades mit der Eigenschaft f(a) = 0.

Nun ist K[X]/(f) C L ein Unterring des Integrititsbereichs L. Daher ist (f) ein
Primideal und somit f ein Primelement. 0

Definition 1.10. Sei L/K eine Korpererweiterung und a € L. Definiere

0 K] deg(f) falls a algebraisch iiber K ist mit Minimalpolynom f,
a: K| =
00 falls a transzendent iiber K ist.

[a: K] heifit der Grad von a iiber K.
Beispiel 1.11. Es ist [v/2: Q) =2 und [v2: C] = 1.
Lemma 1.12. Sei L/K eine Korpererweiterung und {a;}ic; € L. Dann existiert
ein kleinster Teilkorper L' C L mit
(i) KCL,
(ii) a; € L' fiir i € I.
Dieser wird mit K ({a;};c;) bezeichnet. Man sagt, dass K({a;}ic;) aus K durch
Adjunktion der Elemente {a;};c; entsteht.
Satz 1.13. Sei L/K eine Korpererweiterung und a € L. Dann sind dquivalent:
(i) a ist algebraisch iiber K,
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(i) K(a) = KTal,
(iii) [K(a): K] < o0.

Beweis. (i) = (ii): Sei f das Minimalpolynom von a und
p: K[X] = Kla], g g(a)

o ist surjektiv, Ker(yp) = (f) und es folgt, dass K[X]/(f) = KJa]. Da f irreduzibel
ist gilt, dass (f) ein maximales Ideal und somit KJa] ein Korper ist.

Es gilt immer Ka] C K(a). Da aber K(a) der kleinste Korper mit a als Element
ist, der K enthilt, gilt K[a] = K(a).

(ii) = (iii): Es ist

K(a) = Kla] = K[X]/(g)
fiir ein g =Y 1 4, X" € K[X] mit a, = 1. Hierbei ist g # 0, da K[X] kein Korper
ist ((0) ist kein maximales Ideal), und deg(g) > 0.

Wir zeigen, dass (die Bilder von) {1, X,..., X" '} ein K-Vektorraum Erzeu-
gendensystem von K (a) bilden. Insbesondere ist dann [K(a): K] < n < co0. Da
K(a) = K|[a], sind die X* fiir i > 0 ein Erzeugendensystem von K (a). Wir beweisen
durch eine Induktion nach i, dass sich X* als Linearkombination von 1, X, ... , X" !
darstellen lasst. Daraus folgt die Behauptung

Fiir 7 < n ist dies trivial, also sei nun 7 > n. Da g(a) = 0, existiert eine Gleichung

X" =~ Zaixi in K[X]/(g).

Dann ist

n—1
X' =X"X" = =) g XX
4=0

Nach der Induktionsannahme lisst sich X7X*™" als Linearkombination von 1, X,
..., X" ! darstellen und daher auch X°.

(iii) = (i): Da [K(a): K] < oo gilt, sind die Elemente 1, a, a?, . .. linear abhiingig.
Daher existieren q; € K mit

E a;a* =0
i=0

Definiere f =>"" ;X" € K[X]. Dann ist a algebraisch iiber K. O
Korollar 1.14. Sei L/ K eine Korpererweiterung und a € L. Dann gilt:
[K(a): K] =|a: K].

Beweis. Ist a transzendent iiber K, dann gilt [a: K] = oo nach Definition und
[K(a): K] = o0 nach 1.13.

Sei nun a algebraisch iiber K mit Minimalpolynom f = Y "  a;X, a, = 1.
Dann ist per Definition [a: K] = n. Im Beweis von 1.13 wurde schon gezeigt, dass
K(a) = K + Ka + ... + Ka"'. Es bleibt zu zeigen, dass 1,a,...,a" ! linear
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unabhiingig {iber K sind. Wiren 1,a,...,a" ! linear abhiingig, so wiirden b; € K

existieren mit
n—1
E bial =0.
i=0

Definiere g = 32" b;X* € K[X]. Dann gilt g(a) = 0 und deg(g) < n = deg(f).
Dies ist ein Widerspruch, da f das Minimalpolynom von a ist. O

Beispiel 1.15. Betrachte die Korpererweiterung R/Q. Sei p eine Primzahl und
0 # n € N. Dann ist nach dem Eisensteinschen Kriterium das Polynom f = X" —p
irreduzibel und somit das Minimalpolynom von y/p. Daher ist {/p algebraisch mit
[Q(/p): Q] = n. Insbesondere kann R/Q nicht endlich sein.

Definition 1.16. Sei L/K eine Korpererweiterung.

(i) L/K heiit algebraisch, wenn jedes Element a € L algebraisch iiber K ist.
(ii) L/K heiit endlich erzeugt, wenn ay,. .. ,a, € L existieren mit
L=K(ay,...,a).
(iii) L/K heifit eine einfache Korpererweiterung, wenn ein a € L existiert mit
L =K(a).
Bemerkung 1.17. Es gilt:
flay, ... ap)
K(ay, ... ay) = Q(Klay, ... a,)) = {1002 00)
(ala ; @ ) Q( [al a ]) {g(a1,--- ,an)
Satz 1.18. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) [L: K] < oo (d.h. L/K ist endlich),
(ii) L/K ist algebraisch und L/K ist endlich erzeugt.

:fageK[Xla"' 7Xn]7g7£0}

Beweis. (i)=-(ii): Ist L/K endlich, so existieren ay,... ,a, € L mit
L=Ka +- -+ Kay.

Es folgt direkt, dass L = K(ay, ... ,a,) endlich erzeugt ist.

Ist nun a € L beliebig, dann gilt nach der Gradformel [K(a): K] < oo. Dann ist
a algebraisch iiber K nach 1.13.

(ii)=(i): Seien ay,...,a, € L mit L = K(ay,... ,a,). Fiir alle 7 ist

K(ay,...,a)/K(ay,... a;_1)
einfach und algebraisch, da a; bereits algebraisch iiber K ist. Daher gilt
(K(ay,...,a;): K(ay,...,a; 1) =n; < oc.
Nun beweist man durch eine einfache Induktion
L: K] = an < 00.

Daher ist L/K endlich. O

Korollar 1.19. Jede endliche Korpererweiterung ist algebraisch.
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Bemerkung 1.20. Aus einer endlich erzeugten Korpererweiterungen L/K folgt
nicht, dass L/ K endlich ist. Betrachte etwa Q(e)/Q. Es gibt algebraische Korperer-
weiterungen, die nicht endlich sind.

Lemma 1.21. Sei L/K eine Korpererweiterung. Definiere
K = {a € L: a algebraisch iiber K}.
Dann ist K ein Korper. Dieser heifit der algebraische Abschluss von K in L.

Beweis. Seien a,b € K und b # 0. Behauptung: a + b,a — b,ab,ab™" € K. Daraus
folgt dann, dass K ein Korper ist.

Es gilt a + b,a — b,ab,ab™" € K(a,b). Wir zeigen, dass K (a,b)/K algebraisch
ist. Daraus folgt die Behauptung.

Es geniigt zu zeigen, dass [K(a,b) : K] < oo gilt. Da a algebraisch iiber K ist,
gilt [K(a) : K] < oo.

Sei g € K[X] das Minimalpolynom von b iiber K. Es gilt g(b) = 0. Ferner ist g €
K(a)[X]. Also ist b algebraisch iiber K(a). Sei f € K(a)[X] das Minimalpolynom
von b iiber K (a). Wir wissen, dass f|g in K (a)[X]. Daher gilt

[K(a,b): K(a)] <[K(): K] < oo

Nach der Gradformel folgt

[K(a,b): K] =[K(a,b): K(a)|][K(a): K] < o0.

Beispiel 1.22. Sei etwa
Q = {a € C: a algebraisch iiber Q}.

Es ist Q/Q algebraisch. Aber [Q: Q] = oo, da etwa fiir eine Primzahl p und 0 # n €
N immer {/p € Q mit [Q(/p): Q] = n gilt.
Korollar 1.23. Seien M/L und L/K Korpererweiterungen. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) M/K ist algebraisch,

(i) M/L und L/K sind algebraisch.

Beweis. Ist M /K ist algebraisch, so folgt direkt, dass M/L und L/K algebraisch
sind.

Seien nun M/L und L/K algebraisch. Wihle a € M beliebig. Da a algebraisch
iiber L ist, existiert ein Polynom 0 # f ="  a;X* € L[X] mit f(a) = 0. Dann ist
a bereits iiber dem Korper K (ao, ... ,a,) algebraisch. Daraus folgt

(K (ag,...,an,a): K(ag,...,a,)] < oc.
Da L/K algebraisch ist, sind die Elemente a; algebraisch iiber K. Eine Induktion
zeigt
[K(ag, ... ,a,): K] < oo.
Nach der Gradformel gilt nun

(K (ag,...,an,a): K] =[K(ag,...,a,,a): K(ag,...,a,)|[K(ag,...,a,): K] < oo,
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also ist K (ay, ... ,a,,a) algebraisch iiber K. Dies bedeutet speziell, dass a algebra-
isch iiber K ist. O

2. Der algebraische Abschluss eines Korpers

Definition 2.1. Ein Ko6rper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom
f € K[X] mit deg(f) > 0 eine Nullstelle in K besitzt.

Beispiel 2.2. (Gauff) Der Korper der komplexen Zahlen C ist algebraisch abge-
schlossen.

Satz 2.3. Sei K ein Korper und 0 # f € K[X] mit deg(f) > 0. Dann gibt es eine
endliche Korpererweiterung L/K und ein a € L mit f(a) = 0. Ist f irreduzibel, so
kann L = K[X]/(f) gewihlt werden.

Beweis. Ist f nicht irreduzibel, so wéahle einen irreduziblen Faktor von f.

Also kann o.E. angenommen werden, dass f irreduzibel ist. Dann ist (f) ein
maximales Ideal und L = K[X]/(f) ein Koérper mit [L : K] = deg(f) < co. Man
bilde die Komposition von Abbildungen

K < K[X] = K[X]/(f) =L,

wobei € der kanonische Epimorphismus ist. Die resultierende Abbildung K — L ist
injektiv und wir kénnen L als Erweiterungskorper von K auffassen, indem wir K
mit seinem Bild in L identifizieren. Sei nun a = ¢(X). Ist f = > b, X" € K[X],
dann gilt

fla) = Zbiai = 5(sz’Xi) =e(f)=0.
i=0 i=0
D.h. a ist Nullstelle von f. 0

Satz 2.4. Sei K ein Korper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) K ist algebraisch abgeschlossen.
(ii) Jedes Polynom f € K[X] mit deg(f) > 0 zerfillt in Linearfaktoren.
(iii) Falls f € K[X] irreduzibel ist, dann folgt deg(f) = 1.

(iv) Ist L/K algebraisch, so folgt L = K.

Beweis. (i) = (ii) = (iii): Trivial.

(iii) = (iv): Sei @ € L. Da a algebraisch iiber K ist, existiert ein Minimalpolynom
f € K[X] mit f(a) = 0. Nun ist f irreduzibel, hat also nach Voraussetzung den
Grad 1. Somit ist f = X 4 b mit b € K. Dann gilt

0=f(a)=a+bsa=—-beK.
Insgesamt folgt L = K.
(iv) = (i): Sei f € K[X] mit deg(f) > 0. Nach 2.3 existiert ein Korper L und ein

a € L mit f(a) = 0. Nun ist K(a)/K algebraisch, also K (a) = K und insbesondere
a€ K. ]

Definition 2.5. Sei K ein Kérper. Ein Kérper K heifit algebraischer Abschluss von
K, wenn gilt
(i) K/K ist algebraisch,



2. DER. ALGEBRAISCHE ABSCHLUSS EINES KORPERS 41

(ii) K ist algebraisch abgeschlossen.
Satz 2.6. Sei K ein Korper. Dann besitzt K einen algebraischen Abschluss.

Beweis. Wir beweisen den Satz in drei Schritten:

(i) Es existiert eine Korpererweiterung L;/K, so dass alle f € K[X] mit
deg(f) > 0 eine Nullstelle in L; besitzen.
(ii) Betrachte die Kette

KCIL,C...CL,C...,

wobei alle f € L,[X] mit deg(f) > 0 eine Nullstelle in L, besitzen.
Definiere L = | J L,,. Dann ist L ein algebraisch abgeschlossener Korper.
(iii) Sei K der algebraische Abschluss von K in L. Dann ist K ein algebraischer
Abschluss von K.
Zu (i): Sei S die Menge der Polynome f € K[X]| mit deg(f) > 0 und M =
K[{Xt}ses]. Betrachte das Ideal I = (f(X;): f € S)C M.
Behauptung: I # M. Angenommen [ = M. Dann existieren fi,..., f, € S und
iy -y Gn € M mit

L= fi(Xp)g + -+ fu( X)) g0

In dieser Gleichung kommen nur endlich viele Variablen Xy,... ,X,, vor und o.E.
gilt X; = Xy, also

1= f1(X1)91(X1, Ce ;Xm) 4+ e+ fn(Xn)gn(Xla Ce ;Xm)

Es gibt einen Koérper N/K und Elemente a4, ... ,a, € N mit f;(a;) = 0. Dann folgt
jedoch der Widerspruch

1= fila)gi(ar, ... an, Xog1 oo, X))+« fulan)gn(ar, ... an, X1 .o, Xim) = 0.
Also ist I # M. Daher existiert ein maximales Ideal I C J C M. Definiere
Li=M/Junde: M — Ly, g—g+.J

Dann ist klar, dass L; ein Korper ist. Sei f € K[X] mit deg(f) > 0. Dann gilt f € S
und

f(Xp+J) ==2(f(Xp)) =0.
Somit hat f die Nullstelle X7 + J € L.

Zu (ii): Zu zeigen ist, dass L algebraisch abgeschlossen ist. Sei f € L[X]| mit
deg(f) > 0. Das Polynom f besitzt nur endlich viele Koeffizienten a; € L = | L.
Also gibt es ein n mit f € L,[X]. Nach Konstruktion existiert ein a € L, C L
mit f(a) = 0. Daher folgt die Behauptung.

Zu (iii): Da K /K algebraisch ist, bleibt zu zeigen, dass K algebraisch abgeschlos-

sen ist.
Sei f € K[X] mit deg(f) > 0. f besitzt nur endlich viele Koeffizienten

Coy--- ,Cp € K.
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Sei M = K(cp,...,c,) C K. Dann ist M eine endliche algebraische Erweiterung
von K, da die ¢; algebraisch iiber K sind. Sei a € L eine Nullstelle von f. Dann ist
a algebraisch iiber M. Es gilt
[M(a) : M] < oo und [M : K] < oc.
Dann folgt nach der Gradformel
(M(a) : K] =[M(a) : M|[M : K] < 0.

Also ist M(a)/K algebraisch und insbesondere ist a algebraisch iiber K. Somit ist
a € K eine Nullstelle von f.
Dies zeigt, dass K ein algebraischer Abschluss von K ist. 0l

Bemerkung 2.7. Wie werden spéter sehen, dass der algebraische Abschluss bis auf
[somorphie eindeutig ist.
Satz 2.8. Seien K, K' Korper, p: K — K' ein Korperisomorphismus,

O: K[X] — K'[X], ) aX' =) p(a)X’

der induzierte Isomorphismus, f € K[X] ein irreduzibles Polynom und f" = ®(f)
irreduzibel. Sei a eine Nullstelle von f in einem Erweiterungskoérper von K und sei
a' eine Nullstelle von f’ in einem Erweiterungskorper von K’. Dann gibt es genau
einen Korperisomorphismus @: K(a) — K'(a') mit

(i) p(a) =d'.
Also ist folgendes Diagramm kommutativ:

K—2 K

K(a) — K'(d)

©

Beweis. Sei ¢: K[X] — K(a),h(X) — h(a) der Einsetzungshomomorphismus. Da
a algebraisch iiber K ist, folgt K(a) = K[a] und daher ist ¢ surjektiv. Da K[X] ein
Hauptidealring ist, folgt Ker(e) = (f), da f irreduzibel ist. Nach dem Isomorphiesatz
induziert ¢ einen Isomorphismus

pr: K[IX]/(f) = K(a), WX)+(f(X)) = h(a).
Analog gibt es einen Isomorphismus
w2 K'[X]/(f) = K'(d'),  h(X)+ (f(X)) = h(d).
Da @ ein Isomorphismus ist und ®(f) = f’ gilt, wird ein Isomorphismus
v K[X]/(f) — K'IX]/(f)
induziert. Definiere den Isomorphismus

P=wotop: K(a) = K'(d).
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Da
o1k = dik, @y =1idik, Yk =
gilt, folgt P = . Ferner

Bla) = g0 09 (a) = w2 0 (X + (f)) = w2(X + () = d'.

Sei A ein weiterer solcher Isomorphismus. Ist b € K (a),b =Y ¢;a’ mit ¢; € K. Dann

folgt
AB) = A aa) =D MedMa) =Y ele)(a) = B(b).
O

Korollar 2.9. Seien k, L Korper, L algebraisch abgeschlossen, 0 # o: k — L
ein Kérperhomomorphismus, a ein algebraisches Element von £ in einem Erweite-
rungskorper von k£ und f = Y 5;X* € k[X] das Minimalpolynom von a iiber k.
Dann ist die Anzahl der verschiedenen Fortsetzungen von o auf k(a), d.h. Korper-
homomorphismen ¥: k(a) — L mit X, = o, gleich der Anzahl der verschiedenen
Nullstellen von f7 = 3" o(b;) X" in L. Insbesondere ist die Anzahl der Fortsetzungen
kleiner oder gleich [k(a) : k.

Beweis. Seien aq,... ,a, die verschiedenen Nullstellen von f?. Nach 2.8 existieren
Isomorphismen ¥;: k(a) — k'(a;) mit &' = o(k) C L, Si(a) = a; und fﬂk = 0.
Dann haben die Abbildungen ¥; = Inklusion o ¥;: k(a) — L die gewiinschten
Eigenschaften. Fiir ¢ # j ist ¥;(a) = a; # a; = £;(a), also ¥; # ;.

Sei nun ¥ eine beliebige Fortsetzung von o. Dann gilt

0=5%(f(a)) = f7(Z(a)),
d.h. ¥(a) ist eine Nullstelle von f7. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in 2.8 gilt nun
¥ =3, fiir ein 1. O

Korollar 2.10. Seien k, L Korper, L algebraisch abgeschlossen, 0 # o: k — L ein
Koérperhomomorphismus und K/k eine beliebige algebraische Korpererweiterung.
Dann gibt es eine Fortsetzung >: K — L von o.

Beweis. Sei S die Menge aller Paare (F,7) mit einem Zwischenkorper £ C FF C K
und 7: F' — L ist Fortsetzung von o. Wir definieren eine partielle Ordnung auf
diesen Paaren.

(F,7) < (F',7Y& FC F' und 7, = .
Dann ist (S, <) eine partiell geordnete nicht leere Menge, da (k,o) € S.

Sei {(Fi,7;)} eine vollstindig geordnete Teilmenge von S. Definiere F' = (J F;
und fiir a € F,a € F; 7(a) = 7;(a). Dann ist ist (F,7) € S eine obere Schranke der
Teilmenge.

Nach dem Zornschen Lemma folgt, dass ein maximales Element (E,¢) € S
existiert. Angenommen: F # K. Dann gibt es ein a € K \ E. Da K/k algebraisch
ist, folgt, dass a algebraisch iiber F ist. Sei f das Minimalpolynom von a iiber E
und b eine Nullstelle von f¥ in L. Nach 2.9 gibt es eine Fortsetzung ® von ¢ auf
E(a) mit ®(a) = b. Dies ist ein Widerspruch zu der Maximalitét von (E,p), da
dann (E, ¢) < (E(a), D).
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Also ist £ = K und es folgt die Behauptung. OJ

Satz 2.11. Sei K ein Korper und_Fl u@ K, algebraische Abschliisse von K. Dann
gibt es einen Isomorphismus ¥: Ky — K5, welcher idg fortsetzt.

Beweis. Betrachte die Abbildung
0: K — K.

Da K, algebraisch abgeschlossen ist, existiert nach 2.10 eine Fortsetzung
Y K, — K,

Y ist injektiv, da die Abbildung ein nicht trivialer Kérperhomomorphismus ist.
Mit K ist auch ¥(K,) algebraisch abgeschlossen. Da K,/Y (K1) algebraisch ist,
folgt daher Ko = ¥ (K ;). Somit ist ¥ ein Isomorphismus.

U

3. Zerfallungskorper, normale Kérpererweiterungen

Definition 3.1. Seien L /K, L'/ K Korpererweiterungen und ¢: L — L' ein Korper-
homomorphismus. ¢ heifit ein K-Homomorphismus, wenn ¢ eine Fortsetzung der
Identitdt von K ist, d. h. pjx = idg.

Definition 3.2. Sei K ein Korper und fi,..., f, € K[X] mit deg(f;) > 0. Ein
Erweiterungskorper L von K heifit Zerfillungskorper (iiber K) von fi,..., f,, wenn
folgendes gilt:

(i) Jedes f; zerfillt {iber L vollstindig in Linearfaktoren.
(ii) Die Korpererweiterung L/K wird von den Nullstellen der f; erzeugt.

Bemerkung 3.3. Es gilt:

(i) Ist f € K[X] mit deg(f) > 0 und sind ay,...,a, die Nullstellen von f
in einem algebraischen Abschluss K von K, so ist L = K(ay, ... ,a,) ein
Zerfallungskorper von K.

(i) Sind fi,...,fn € K[X] mit deg(f;) > 0, so ist der Zerfallungskorper
von fi,..., fn gleich dem Zerfallungskorper von fi--- f,. Also kann man
o.E. voraussetzen, dass der Zerfallungskorper stets bzgl. eines Polynoms
gewihlt wird.

Satz 3.4. Seien K, K’ Korper, f € K[X], deg(f) > 0, ¢: K — K’ ein Korperi-
somorphismus, L ein Zerfallungskorper von f iiber K und L' ein Zerfallungskorper
von f¥ iiber K'. Dann besitzt ¢ eine Fortsetzung v¢: L — L' und 1 ist ein Isomor-
phismus. Ferner:

(i) Jeder Isomorphismus ¢: L — L', der ¢ fortsetzt, bildet die Nullstellen
von f auf die Nullstellen von f¥ ab.

(ii) Sei g ein irreduzibler Faktor von f in K[X], a eine Nullstelle von ¢ in L
und b eine Nullstelle von g#. Dann gibt es eine Fortsetzung ¢: L — L' mit

(a) = b.
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Beweis. Aus (i) und (ii) folgt insbesondere die Existenz einer Fortsetzung von (.

Zu (i): Sei ¢: L — L' ein Isomorphismus, der ¢ fortsetzt und a eine Nullstelle
von f. Dann gilt

0 =9(0) = ¢(f(a)) = f?(¢(a)).
Also ist 1(a) eine Nullstelle von f%.

Zu (ii): Nach 2.8 existiert ein Isomorphismus p: K(a) — K(b), der ¢ fortsetzt
mit p(a) = b.

Nun ist L auch ein Zerfillungskorper von f iiber K(a) und L' ein Zerfillungs-
korper von f¢ iiber K(b). Es ist L/K (a) algebraisch, daher existiert nach 2.10 ein
Fortsetzung 1/: L — K mit L' C K algebraisch abgeschlossen.

Seien ay, ... ,a, die Nullstellen von f. Dann sind ¢ (a1),. .. ,1(a,) die Nullstellen
von f¥. Ferner

7ﬁ(L) = ¢(K(a17 SR 7an)) = K(¢(a1)7 s a,’l}(an)) =L
Dies bedeutet, das ¢p: L — L’ ein Isomorphismus ist. 0l

Beispiel 3.5. Sei f = (X2 —2)(X2+1) € Q[X]. Dann ist Q(i,/2) ein Zerfillungs-
koérper von f. Da (X? — 2) irreduzibel iiber Q ist, existiert ein Isomorphismus

v: Q(V2) — Q(V2),V2 — —V2.

Nun ist X2 4 1 irreduzibel iiber Q(v/2), also existiert ein Isomorphismus
¥ Qi,V2) — Qi,V2),i > —i,

der ¢ fortsetzt.

Korollar 3.6. Sei K ein Korper, f € K[X] mit deg(f) > 0 und L, L' Zerfillungs-
kérper von f. Dann existiert ein Isomorphismus ¢: L — L', welcher idg fortsetzt.

Beweis. Wende 3.4 auf ¢ = idg an. O

Definition 3.7. Eine algebraische Korpererweiterung L/K heifit normal, wenn je-
des irreduzible Polynom f € K[X], das in L eine Nullstelle besitzt, iiber L in
Linearfaktoren zerfillt.

Beispiel 3.8. Q(\‘yi)/_(@ ist nicht normal. Denn das Polynom f = X* — 2 hat die
Nullstellen v/2 € Q(v/2) und iv/2 € Q(v/2).
Satz 3.9. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) L/K ist normal.

(ii) L ist Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[X].

(iii) Falls L'/L eine Korpererweiterung und ¢: L — L' ein K-Homomorphis-

mus ist, dann gilt ¢(L) C L.
Beweis. Da L/ K endlich ist folgt, dass L/ K endlich erzeugt und algebraisch ist. D.h.
L =K(ay,...,a,) mit a; algebraisch iiber K. Sei p; € K[X] das Minimalpolynom
von q; iber K.
(i) = (ii): Sei
f=p1pn
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p; zerfallt in L in Linearfaktoren, da L/K normal ist. Somit zerfillt auch f in L in

Linearfaktoren. aq,... ,a, sind Nullstellen von f. Also ist L ein Zerfallungskorper
von f.

(ii) = (iii): Sei L Zerfillungskorper von f und ¢: L — L' ein K-Homomorphis-
mus. Seien aq, ... ,a, die Nullstellen von f. Dann sind ¢(a1),... , ¢(a,) Nullstellen
von f, da

0= @(f(a)) = f2(ela:)) = fplai))
gilt. Also
o(L) = o(K(ay,...,a,)) = K(p(ar),...,p(a,)) C L.
(iii) = (i): Sei f irreduzibel und a eine Nullstelle von f. Dann ist
L=K(ay,...,a,) = K(a,aq,...,ay,).

Sei g = fp1-+-pn, L C L' ein Zerfillungskorper von g und b eine Nullstelle von f
in L'. Wegen 3.4 existiert ein K-Homomorphismus ¢: L — L' mit ¢(a) = b. Wegen
der Voraussetzung gilt (L) C L und somit b € L. O

Bemerkung 3.10. Die Eigenschaft normal ist nicht transitiv. Die Koérpererweite-

rungen Q(v/2)/Q und Q(v/2)/Q(v/2) sind normal. Aber Q(+/2)/Q ist nicht normal
(siehe 3.8).

4. Der Hauptsatz der Galoistheorie

Definition 4.1. Sei K ein Korper und G eine Untergruppe von der Automorphis-
mengruppe Aut(K) von K. Definiere

K% =1{a € K: ¢(a) = a fiir alle p € G}.

Der Teilkérper K¢ C K heifit der Fizkdrper von G.

Definition 4.2. Sei L/K eine Korpererweiterung. L/K heifit eine Galoiserweite-
rung, wenn eine endliche Untergruppe G C Aut(L) existiert mit K = L%,

Beispiel 4.3. Betrachte:
(i) Q(v/2)/Q ist galoisch.

Beweis. Sei f = X?—2. Die Nullstellen von f sind 4+1/2. Also existiert ein
Q@-Homomorphismus

p: QV2) = Q(V2), V2 —V2.
Definiere G' = (). Sei nun = = a + bv/2 € Q(v/2) beliebig. Es ist
pr)=roa+0V2=a-02cb=0c21€cQ
Also ist Q(v/2)% = Q. O

(ii) Q(v/2)/Q ist nicht galoisch.
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Beweis. Annahme: Q(v/2)/Q ist eine Galoiserweiterung, d.h. es existiert
eine endliche Untergruppe G C Aut(Q(+v/2)) mit Q(v/2)¢ = Q.
Behauptung: G = {id}. Dann folgt der Widerspruch

QV2)=Q(V2) #Q
Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Sei ¢ € G beliebig und f = X3 —2.
Beachte, dass f irreduzibel ist und ¢|g = idg. Es ist (v/2) eine Nullstelle
von f. Die Nullstellen ungleich v/2 von f liegen in C\R. Aber Q(v/2) C R.
Also muss ¢(v/2) = v/2 gelten. Dann ist ¢ = id. O

Definition 4.4. Sei K ein Korper und G eine multiplikative Gruppe. Ein Gruppen-
homomorphismus o: G — K* heif}t Charakter von G in K.

Satz 4.5. (Lineare Unabhingigkeit der Charaktere) Sei K ein Korper, G eine multi-
plikative Gruppe und o4, ... , 0, paarweise verschiedene Charaktere von GG in K. Sei-
enap,...,a, € Kmit> "  ao0;(x)=0firallex € G. Dann gilt a; = ... = a, = 0.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch eine Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die
Aussage trivial, da oy (z) # 0 fiir alle z € G gilt.

Sei nun n > 1. Es muss wegen der Voraussetzung ein y € ( existieren mit
01(y) # on(y). Nun gelten folgende Gleichungen

(1) Zaian(y)ai(x) = 0.

(2) Z a;0;(y)o;(x) = 0.

> " ai(oi(y) — ou(y))oi(z) = 0 fiir alle z € G.

i=1
Nach der Induktionsannahme ist nun a;(o;(y) —o,(y)) =0 fiir i =1,... ,n— 1. Da
o1(y) # on(y), folgt a; = 0. Also ist

Z%Ui(l’) = 0 fiir alle z € G.
i=2

Wieder nach der Induktionsannahme folgt, dass a; = ... =a, = 0. U

Satz 4.6. Sei L/K eine Korpererweiterung und oy, ... , 0, paarweise verschiedene
Korperhomomorphismen K — L. Dann gilt:

(i) Die Abbildungen o;: K* — L* sind Charaktere und
U={a€eK:a=o0;a)firi=1,... ,n}

ist ein Teilkorper von K.
(i) Es gilt [K : U] > n.
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Beweis. Zu (i): Trivial.
Zu (ii): Angenommen [K : U] = r < n. Sei wy, ... ,w, eine U-Basis von K. Das
lineare Gleichungssystem
n
Zai(wk)Xi =0 fiir k = 1, , T
i=1
besitzt eine nicht triviale Losung (aq, ... ,a,) € L™, da r < n. Also gilt

n

Zai(wk)ai:[)ﬁirkzl,... T

=1

Sei x =Y, _, cywy € K* beliebig mit ¢, € U. Dann gilt

oi(z) = Z cxo;(wy), da o; U-linear ist.

k=1
Dann ist
S o = 303 i) = 3 (> () =0
i=1 i=1 k=1 k=1 =1
Dies ist ein Widerspruch zu 4.5. (]

Satz 4.7. (Artin) Sei L ein Korper, G C Aut(L) eine endliche Untergruppe und
K = L% Dann gilt
[L: K] =ord(G)
Beweis. Wir beweisen den Satz in drei Schritten:
(i) [L: K] > ord(G).
(ii) Definiere die Spurabbildung :
S: L — L, x»—)Za(w).
oclG
Dann gilt:
(a) S ist K-linear.
(b) Im(S) C K C L.
(iii) [L : K] < ord(G).
Zu (i): Die Elemente von G konnen als Charaktere L* — L* aufgefasst werden.
Aus 4.6 folgt dann
[L: K] > ord(G).
Zu (ii) (a): Sei 0 € G, a € K und z € L. Dann gilt
o(ax) = o(a)o(r) = ao(x).

Dies war zu zeigen.
Zu (ii) (b): Sei 7 € G und = € L. Dann gilt

T(S(@) =) Too(x) =Y o(x)=S(x).

el oceG
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Somit ist S(z) € LY = K. Die Abbildung S: L — K wird die Spurabbildung
genannt. Es gilt S|k = |ord(G)|idg.

Zu (iii): Sei ord(G) =n und G = {0y, ... ,0,}. Seien nun 41, ... ,y,r1 € L. Wir
zeigen, dass Y1, ... ,Yny1 linear abhingig tiber K sind. Daraus folgt dann [L : K] <
ord(G).

Das lineare Gleichungssystem

n+1

Za’i_l(yk)Xka izla"'an
k=1

besitzt eine nicht-triviale Losung (a1, ... ,a,41) € L™ O.E. gelte etwa a; # 0.
Beachte, dass mit (a,... ,a,y1) auch stets (zaq,...,za,.1) eine Losung des Glei-
chungssystems ist.
Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Charaktere existiert ein x € L mit
S(z) # 0. Setzen wir z = za; *, so konnen wir 0.E. S(a;) # 0 annehmen.
Multipliziert man die i-te Gleichung des obigen linearen Gleichungssystems mit

0, S0 erhalten wir
n+1

0= Zykai(ak), i=1,...,n.
k=1

Dann ist
n+1 n+1 n n n+l

ZykS(ak) = Zyk Zai(ak) = Z(Z yroi(ag)) =0

— =1 i=1 k=1
Es gilt S(ax) € K und S(a;) # 0. Also sind y1, ... , Y1 linear abhingig.

Definition 4.8. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann heifit
G(L/K) ={p € Aut(L): ¢jx =idg}

die Galoisgruppe von L/K.
Lemma 4.9. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann ist

ord(G(L/K)) < [L: K] < oc.
Beweis. Seien oy,... ,0, € G(L/K) paarweise verschieden und U = LY. Dann gilt
nach 4.6 [L : U] > n. Da aber K C U, folgt mit Hilfe der Gradformel

n<[L:UJU:K]=I[L:K]< oo,

dass

ord(G(L/K)) < [L: K] <
gilt. O
Lemma 4.10. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

(i) L/K ist eine Galoiserweiterung.
(ii) [L: K] = ord(G(L/K)).
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Beweis. (i) = (ii): Da L/K eine Galoiserweiterung ist, existiert eine endliche Un-
tergruppe G C Aut(L) mit K = L¢. Da G C G(L/K) gilt, folgt
LY =K C LW C 16 = K.
Somit ist auch K = LEE/K) Da G(L/K) endlich ist, folgt dann aus 4.7.
[L: K] =[L: L5 = ord(G(L/K)).

(ii) = (i): Sei U = LYE/K) Da G(L/K) endlich ist, folgt aus 4.7 und der

Voraussetzung
[L:U]=ord(G(L/K)) =L : K].
Nun ist aber K C U. Aus
[L:K]=[L:UJU: K]
sieht man, dass [U : K] = 1 gilt. Daher ist K = U und L/K eine Galoiserweiterung.
UJ

Satz 4.11. (Hauptsatz der Galoistheorie) Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung,
K die Menge der Zwischenkérper von L/K, G die Menge der Untergruppen von
G(L/K). Dann gilt, dass die Abbildungen
a:K—G, M~ G(L/M)
und
B:G—K, G~ L°
bijektiv und invers zueinander sind, d.h.
LEEM) — M ound G(L/LY) = G
fiir alle M € K und G € G. Insbesondere besitzt eine endliche Galoiserweiterung
nur endlich viele Zwischenkorper.

Beweis. Wir zeigen:
(i) Boa =id.
(i) a o = id.
Zu (i): Sei M € K und H = G(L/M). Wir miissen M = L" zeigen.
Es gilt H C G(L/K). Sei [G(L/K) : Hl=r und ¢1H, ... ,p.H die Linksneben-
klassen von G(L/K)/H. Definiere
Vi = (pi)u: M — L.
Dann sind 1, ... , 1, paarweise verschiedene Koérperhomomorphismen.
Es gilt
KCU={zeM:z=1(x)=...=(2)}.
Nach 4.6 gilt dann [M : K] > [M : U] > r. Dann folgt aus 4.10, dass
[L:M]M:K|=|L:K|]=o0d(G(L/K)) =[G(L/K) : Hlord(H)
=r[L: L") <[M: K][L: L"),
Also [L : M] < [L: L7]. Nun ist M C L und es gilt immer [L : M] > [L : LH].
Somit [L : M] = [L: L¥] und daher M = L.
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Zu (ii): Sei H € G und M = L. Wir miissen H = G(L/M) zeigen. Nun gilt
trivialerweise H C G(L/M). Nach (i) ist M = LEE/M) Dann folgt aus 4.7
ord(G(L/M)) = [L : M] = ord(H),
also H = G(L/M). O
Bemerkung 4.12. Es gilt:
(i) Fir alle M € K und H € G ist
[L: M] = ord(G(L/M)) und [L : L"] = ord(H).

(ii) Ist L/K galoisch und K C M C L, so ist L/M galoisch. Dies gilt i. a.
nicht fiir M/K.
(iii) Die Abbildungen « und f8 kehren die Inklusionen um, d.h.

My € My = G(L/My) 2 G(L/Ms)

und
H, C Hy = L™ D [,

Beispiel 4.13. Sei K =Q und L = Q(V2, \/§_) Dann ist [Q(v/2) : K] = 2. Ferner
[L:Q(V/2)] =2, da X2 — 3 irreduzibel in Q(v/2)[X] ist. Insgesamt folgt

[L:K]=[L:QW2)]QHV2): K] =4.
G(L/K) besteht aus folgenden Abbildungen:
id: V2 = v2,V3— V3
V2 V2,V3 —V3
T V2 —V2,V3 V3
T3 V2 —V2,V/3— —V3

(BEs gilt G(L/K) = Z/27 x 7./27). Man sieht, dass K = L¢Z/K) und L/K eine
Galoiserweiterung ist.
Die Gruppe G(L/K) hat die Untergruppen

G(L/K), Hi={id,n}, Hy={id,n}, H;={id, 7}, {id}.
Daher hat L/K folgende Zwischenkorper
rAdy — I, LHI, LH2, LH3, LOWL/K) — |

mit den entsprechenden Inklusionen. B

Aus Gradgriinden gilt L™ = Q(v/2) und L™ = Q(v/3).

Behauptung: L2 = Q(y/6). Betrachte hierfiir die Spurabbildung

S:L — L™ xw Z o(x) =+ 73(x).
o€Hs

Nun gilt
L = %S(L) = Q+QS(V2) +QS(V3) + QS(V6).
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Da aber
S(V2)=v2-v2=0, S(V3)=v3-V3=0, S(V6)=v6+6=2V6
gilt, folgt die Behauptung.
Satz 4.14. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung und K C M C L ein Zwi-
schenkorper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) M/K ist eine Galoiserweiterung.
(ii) Fiir alle 0 € G(L/K) gilt (M) = M (Elemente von M miissen hierbei
nicht fixiert werden !).

(i) G(L/M)<G(L/K).

Gelten die dquivalenten Bedingungen, so ist
G(M/K) =2 G(L/K)/G(L/M).

Beweis. (i) = (ii): Sei M/K galoisch mit Galoisgruppe G(M/K) = {¢1,... ,on}.
Definiere fiiri =1,... ,n
Wit M 25 M — L.
Angenommen es existiert ein o € G(L/K) mit o(M) # M. Dann ist o # 1; fiir
1=1,...,n. Es gilt
KCM={zxeM:z=1y(x)=...=¢,(z) =0(x)}.

Dann ist aber nach 4.10

M :K]>[M:M]>n+1.
Dies ist ein Widerspruch zu M/K galoisch mit

[M : K] =ord(G(M/K)) = n.

(ii) = (iii): Sei 7 € G(L/M) und o € G(L/K). Wir miissen oro~" € G(L/M)
zeigen. Sei x € M beliebig. Dann gilt

oro H(x) = o(r(0 ' (2))) = o(0 ' (2)) =,
da nach Voraussetzung o~'(z) € M.

(iii) = (i): 1. Behauptung: Sei 0 € G(L/K), dann ist oy € G(M/K). Seix € M
und 7 € G(L/M). Dann folgt aus der Voraussetzung, dass o~'ro € G(L/M) und
daher z = o770 (z). Also gilt

o(x) = ro(z) fir alle T € G(L/M).
Nun ist L/M galoisch und M = LE/M) und somit ist o(z) € M. Dies zeigt die
erste Behauptung.

Definiere

¢:G(L/K) = G(M/K), o~ ou.
2. Behauptung: ¢ ist surjektiv. Es gilt Ker(¢) = G(L/M). Daher ist

ord(Im(y)) = ord(G(L/K))ord(G(L/M)) ' = [L : K|[L : M]"' = [M : K].
Andererseits ist wegen 4.9

[M : K] =ord(Im(y)) < ord(G(M/K)) < [M : K].
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Daher ord(Im(p)) = ord(G(M/K)) und Im(p) = G(M/K).
Insbesondere folgt nun mit 4.10, dass M /K eine Galoiserweiterung ist.
Gelten die dquivalenten Aussagen, so ist ¢ surjektiv und es gilt nach dem Iso-
morphiesatz
G(M/K) = G(L/K)/G(L/M).

5. Separable Korpererweiterungen

Definition 5.1. Sei K ein Korper, f € K[X], deg(f) > 0, L ein Zerfallungskorper
von f und a € L. Die Zahl

p(f,a) =max{n € N: (X —a)"” teilt f}.
heiit die Vielfachheit von a in f. Dann heifit a Nullstelle von f, wenn u(f,a) > 0
gilt. a heifit einfache Nullstelle von f, wenn u(f,a) =

Definition 5.2. Sei K ein Korper und f € K[X] mit deg(f) > 0. Das Polynom
[ heiit separabel, wenn jeder irreduzible Faktor von f nur einfache Nullstellen (in
einem Zerfillungskorper von f) besitzt.

Bemerkung 5.3. Die Definition héngt nicht von der Wahl des Zerfillungskorpers
ab. Ferner gilt, dass f genau dann separabel ist, wenn jeder irreduzible Faktor von
f separabel ist.

Beispiel 5.4. Sei p eine Primzahl und K ein Korper der Charakteristik p. Sei
f=XP-Y € K(Y)[X]. Dann ist f irreduzibel nach Eisenstein. Sei a eine Nullstelle
von f in einem Zerfillungskorper von f. Dann gilt

(X —a)P=XP—-a?P=XP-Y =f.
Also ist a eine mehrfache Nullstelle von f und f ist nicht separabel.
Bemerkung 5.5. Sei K ein Korper. Definiere

D: K[X] — K[X], ) aX'—) iaX"".
i=0 i=1
D heiit die formale Differentiation (oder 1. Ableitung). Es gilt:
(i) Fiir a,b € K und f,g € K[X] gilt D(af + bg) = aD(f) + bD(g).
(i) Fiir f.g € K[X] gilt D(fg) = /D(g) + ¢D()).
(Ubungsaufgabe)

Satz 5.6. Sei K ein Korper und f € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist separabel,

(ii) D(f) # 0.
Beweis. Ubungsaufgabe. 0]
Definition 5.7. Ein Kérper K heifit vollkommen, wenn jedes Polynom f € K[X]
mit deg(f) > 0 separabel ist.
Satz 5.8. Ein Korper K ist vollkommen, wenn
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(i) char(K) =0,
(ii) char(K) = p eine Primzahl und fiir alle ¢ € K existiert ein b € K mit
o= (dh. K = K7).

Beweis. Zu (i): Sei char(K) = 0, f € K[X] irreduzibel mit deg(f) > 0. Dann folgt
deg(D(f)) = deg(f) —1 > 0 und daher D(f) # 0. Also ist f separabel.

Zu (ii): Sei nun char(K) = p eine Primzahl und f = >_7" ja; X' € K[X] irredu-
zibel mit deg(f) > 0. Angenommen f ist nicht separabel. Dann gilt

0=D(f) =) ia; X"
i=1
Es folgt, dass a; = 0 gilt, wenn p nicht 7 teilt. Also ist
f = Z (lijjp.
J

Nach Voraussetzung kann man die p-te Wurzel aus a;, ziehen, d.h. a;, = bgp fiir
bj, € K. Somit ist

f=3 0,X0 = (3 by XY
J J
ein Widerspruch, da f irreduzibel ist. O

Satz 5.9. Sei K ein Korper und L ein Zerfdllungskorper eines separablen Polynoms
f € K[X]. Dann ist L/K eine Galoiserweiterung. Sei I' = G(L/K). Dann heifit T
die Galoisgruppe von f und es ist ord(T") = [L : K].

Beweis. Es gilt
ord(T) = [L: L) < [L: K].

Es bleibt zu zeigen, dass L' = K. Sei r die Anzahl der Nullstellen von f in L\ K.
Wir beweisen L' = K durch eine Induktion nach r.

r = 0: Dann ist L = K und daher L' = K" = K.

r > 0: Sei a € L\ K eine Nullstelle von f und g das Minimalpolynom von a iiber
K. Es folgt, dass g|f in L[X]. Da f separabel ist, muss auch g separabel sein.

L ist auch Zerfdllungskorper von f € K(a)[X]. Ferner besitzt f in L\ K(a)
hochstens r — 1 Nullstellen. Also ist nach der Induktionsannahme L/K(a) eine
Galoiserweiterung. Sei I = G(L/K(a)). Dann ist I" C T' eine Untergruppe und
'LV = K(a).

Sei x € L' beliebig. Wir zeigen, dass x € K. Dann folgt L' C K. Da immer
L' D K, ist L' = K bewiesen.

Ist deg(g) = n, so ldsst sich x = ¢y + c1a + ... + ¢, 1a™"" schreiben mit ¢; € K.
Seien a = ay,as... ,a, die paarweise verschiedenen Nullstellen von g. Dann gibt es
wegen 3.4 Isomorphismen ¢; € I' mit o;(a) = a; fiir i =1,... ,a,. Dax € L', gilt

r=i(z) =co+cra;+...+cp 10’
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Daher sind ay, ... ,a, Nullstellen des Polynoms
n—1
h = Z XK — 1
k=0

Aber deg(h) = n — 1. Somit muss h = 0 gelten. Dann ist
r=cy €K
und dies war zu zeigen. OJ

Bemerkung 5.10. Sei f € Q[X] mit deg(f) > 0. Dann ist f separabel, da
char(Q) = 0 gilt. Ist L der Zerfillungskorper von f iiber Q, so ist L/Q eine Galoi-
serweiterung.

Definition 5.11. Seie L/K eine Korpererweiterung.

(i) Ein Element a heifit separabel iiber K, wenn a Nullstelle eines separablen
Polynoms f € K[X] ist.
(ii) L/K heiit separabel, wenn jedes Element a € L separabel iiber K ist.

Bemerkung 5.12. Ein Element a € L ist separabel genau dann, wenn a algebraisch
iiber K ist und das Minimalpolynom von a separabel iiber K ist.

Satz 5.13. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung, K der algebraische Abschluss
von K und

S={¢: L = K mit g = idg}.
Dann gilt:
(i) [S| < [L: K].
(i) |S| = [L : K] genau dann, wenn L/K separabel ist.

Beweis. Sei L = K (a1, ... ,a,), [L: K] =[], m; mit
m; = [K(a,...,a;): K(ay, ..., a;_1)]
Nach 2.9 besitzt jede K-Einbettung
o: K(ai,...,a; 1) — K

genau so viele Fortsetzungen, wie das Minimalpolynom f; € K(ay,...,a; 1)[X] von
a; verschiedene Nullstellen besitzt. Daher kann o hochstens m; Fortsetzungen haben
und es folgt (idx induktiv fortsetzen)

S| <my---m, =[L:K].

Sei nun L/K separabel, dann sind alle a; separabel iiber K. Nun ist f; Teiler des
Minimalpolynoms g; von a; iiber K. Da g; separabel ist, muss auch f; separabel sein.
Dann besitzt jede K-Einbettung

K(al,... ,ai_l) — K
genau m; Fortsetzungen und es folgt

|S|=my---m, =[L: K]
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Sei L/K nicht separabel und o. E. a; nicht separabel {iber K. Dann ist aber die
Anzahl der Isomorphismen

K(a)) = K
echt kleiner als m; und
|S| <my---m, =[L: K]
O

Satz 5.14. Seien M/L und L/K endliche Korpererweiterungen. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) M/K ist separabel.
(ii) M/L und L/K sind separabel.

Beweis. Sei L der algebraische Abschluss von L. Dann ist L = K auch der algebrai-
sche Abschluss von K, da L/K endlich ist. Sei

Sl == {0'1,... ,O'n}
die Menge der K-Einbettungen von L in K,
So={71,... ,Tm}

die Menge der L-Einbettungen von M in L und S die Menge der K-Einbettungen
von M in K. Wir behaupten, dass

|S] = |51]|52]
gilt. Dies beweist den Satz. Denn sind M/L und L/K separabel, dann folgt, dass
S| = |Si[|Se| = [L: K][M : L] = [M : K],
also ist M /K separabel. Ist umgekehrt M /K separabel, so folgt aus
S| =[M: K]=[M:L][L: K] > 55| = [S],
dass
[M : L] =|Ss| und [L : K] =|S5].

Also sind M/L und L/K separabel.

Es bleibt die Behauptung |S| = |Si||S2| zu zeigen. Wir beweisen:

(a) [S| > [S1][Sa].

(b) [S] < [S1][Sa].
Zu (a): Nach 2.10 existieren Fortsetzungen ¥;: L — L von o;: L — L fiir i =
1,...,n. Dies sind Isomorphismen. Dann ist fiir i = 1,... ,nund j =1,...,m die

Abbildung ¥; o 7;: M — L ein Element von S, da %; und 7; den Korper K fix
lassen.
Angenommen: Y; o 7; = ¥, o 7. Dann folgt

oi = (SioT)i = (Bkom), = o
und daher ¢ = k. Nun gilt
j =Y 1loS om=1.

Also j = [. Insgesamt habe wir |S| > |S1]|Ss| bewiesen.
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Zu (b): Sei 7 € S beliebig, d.h. 7: M — L ist ein K-Homomorphismus. Nun
ist 7, € S1. D.h. 7, = o fiir ein 4. Dann ist aber 2;1 or € Sy (¥; wie oben eine
Fortsetzung von o;), da

Ei_l OT|L == ldL
Es folgt, dass ¥;' o 7 = 7; fiir ein j ist. Also gilt
T=2,0T;
und daher
S| < [S1]]Se]-
0

Satz 5.15. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:
(i) L/K ist eine Galoiserweiterung.
(ii) L/K ist normal und separabel.
(iii) L ist der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms f € K[X].

Beweis. (iii) = (i): Dies wurde in 5.9 bewiesen.
(i) = (ii): Sei
G(L/K)={o1,...,0,} mit n=[L: K|.
Sei L der algebraische Abschluss von L und K. Betrachte:
Vi LS L—Lfiri=1,...,n.

Dies sind n verschieden K-Einbettungen von L nach L. Ist S die Menge aller K-
Einbettungen von L nach L, so gilt mit Hilfe von 5.13 (i), dass

S| =n=[L:K]=]|S].

Also |S| = [L : K]. Es folgt aus 5.13 (ii), dass L/K separabel ist.

Ferner gilt fiir jede K-Einbettungen ¢; von L nach L (das sind alle), dass 1;(L) C
L. Also ist L/K normal nach 3.9.

(ii) = (iii): Da L/K normal ist, folgt aus 3.9, dass L der Zerfillungskorper eines
Polynoms f € K[X] ist. Sei g ein irreduzibler Faktor von f und a eine Nullstelle
von ¢ in L. Dann ist g das Minimalpolynom von a. Da L/K separabel ist, muss ¢
separabel sein. Daher ist f separabel. O

Lemma 5.16. Sei GG eine abelsche Gruppe und a,b € G mit endlicher Ordnung. Ist
ord(a) = m und ord(b) = n, so existiert in G ein Element der Ordnung kgV(m, n).

Beweis. Sei zunéichst ggT(m,n) = 1. Es gilt
Ist

(ab)! = e,
dann folgt aus

nt — antbnt —

a €,
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dass m|t wegen ggT(m,n) = 1. Analog n|t und daher
ord(ab) = mn.

Also ist ab ein Element der Ordnung mn = kgV(m,n).
Seien nun m, n beliebig. Sei

kgV(m,n) = pi*---ppr
eine Primfaktorzerlegung von kgV(m,n). Definiere
my = H p und ng = H p;j.
ipilm 4upj teilt nicht m
Dann gilt
mo|m, noln, kgV(m,n) = mgng und ggT(mg,ng) = 1.

Sei m = mem' und n = nyn’. Es folgt

ord(a™) = mg und ord(b™) = ng.
Dann hat das Element a™ b" die Ordnung kgV(m, n). O

Korollar 5.17. Sei K ein Kérper und H eine endliche Untergruppe von K*. Dann
ist H zyklisch. Ist insbesondere K endlich, so ist K* eine zyklische Gruppe.

Beweis. Sei a € H ein Element mit maximaler Ordnung m und H,, die Untergruppe
von H, die aus allen Elementen besteht, deren Ordnung ein Teiler von m ist. Alle
Elemente von H,, sind Nullstellen des Polynoms

X™m -1,
so dass H,, hochstens m Elemente enthalten kann. Somit folgt
H,, = (a),

da (a) C H,,. Wir behaupten, dass bereits H = H,,. Wiare b € H \ H,,, so ist
ord(b) = n kein Teiler von m. Dann besitzt H aufgrund von 5.16 ein Element der
Ordnung kgV(m,n) > m im Widerspruch zu der Wahl von a und m. O

Satz 5.18. (Satz vom primitiven Element) Sei L/K eine endliche separable Korper-
erweiterung. Dann ist L/K einfach, d.h. es gibt ein Element a € L mit L = K(a).
Das Element a heifit primitives Element der Erweiterung.

Beweis. 1. Fall: |K| < co. Es folgt
L) = [L s K]|K| <
da L/K endlich ist. Aus 5.17 folgt, dass
L*={a) ={1,a,a® ...}

zyklisch ist. Also L = K(a).

2. Fall: |K| = c0. Sei L = K(ay,...,a,), f; das Minimalpolynom von a; iiber
K und f = [[, fi. Da die f; separabel sind, ist auch f separabel. Sei M O L
ein Zerfallungskorper von f. Nach 5.15 ist M/K eine Galoiserweiterung, die nur
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endlich viele Zwischenkorper besitzt. Daher besitzt auch L/K nur endlich viele Zwi-
schenkorper.

Betrachte fiir ¢ € L die Korper K(a; + cas) C L. Da |K| = oo, existieren
c1,Co € K mit ¢; # ¢y und

K(ay; + cias) = K(ay + coa2) = N.
Aus a; + c1a9, a1 + caa9 € N folgt (¢; — ¢2)ag € N. Da ¢y — ¢ # 0, ist ag € N und
daher auch a; € N. Dann ist aber bereits
L=K(ay + craz,a3,...,a,).

Eine Induktion ergibt die Behauptung L = K (a) fiir ein a € L. O






KAPITEL 4

Fortfiihrung der Gruppentheorie

1. Gruppenoperationen

Definition 1.1. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Gruppenoperation von
G auf X ist eine Abbildung

GxX—=X, (a2)a(x),
mit:
(i) Ist e das neutrale Element von G, so gilt e(z) = z fiir alle z € X.
(i) Fiir alle a,b € G und x € X gilt (ab)(x) = a(b(x)).
Man sagt G operiert auf X .
Beispiele 1.2. Es gilt:
(i) Fiir jede Menge X operiert S(X) auf X.
(ii) Sei G eine Gruppe, dann operiert G auf sich selber durch
GxG— G, (a,b)r ab.

Lemma 1.3. Sei G eine Gruppe und X eine Menge.

(i) Wenn G auf X operiert, dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphis-
mus ¢ : G — S(X) mit ¢(a)(z) = a(z) fir alle a € G und x € X.

(ii) Ist umgekehrt ¢ : G — S(X) ein Gruppenhomomorphismus, dann ist die
Abbildung

GxX —=X, (a,2)— pa)()
eine Gruppenoperation.

Somit entsprechen Gruppenoperationen von G auf X umkehrbar eindeutig den
Gruppenhomomorphismen G — S(X).

Beweis. Zu (i): Es ist zu zeigen, dass ¢ eine Abbildung von G nach S(X) ist. Als
erstes zeigen wir, dass ¢(a) € S(X) fiir a € G ist.

©(a) ist injektiv: Seien z1, 25 € X mit p(a)(z1) = ¢(a)(x2), d.h. a(z) = a(xs).
Dann ist

w1 = e(x1) = (a 'a)(z1) = a '(a(z1)) = a (a(xz)) = (0 'a)(z2) = e(z2) = 5.

Somit folgt die Behauptung.
©(a) ist surjektiv: Sei y € X. Dann ist

pla)(a™ () = ala™"(y)) = (aa™")(y) = e(y) = y.
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Es folgt, dass ¢(a) eine bijektive Abbildung ist. Als néchstes muss gezeigt werden,
dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Seien a,b € G. Es ist zu zeigen, dass
p(ab) = p(a)p(b). Sei x € X beliebig, dann gilt

p(ab)(z) = (ab)(z) = a(b(z)) = a(p(b)(2)) = ¢(a) (0 (b)(z)) = (p(a)p(b))(z).
Die Eindeutigkeit folgt durch die Definition.
Zu (ii): Sei e das neutrale Element von G. Dann folgt fiir x € X

e(x) = ¢(e)(z) = x,da p(e) das neutrale Element von S(X) ist.
Seien a,b € G und x € X, dann gilt

(ab)(z) = p(ab)(z) = (p(a)p(0))(x) = ¢(a)(p(b)(2)) = a(b(z)).

Definition 1.4. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert.

(i) G operiert treu auf X, wenn der zugehoérige Homomorphismus ¢: G —
S(X) injektiv ist (d.h. aus a(z) = b(x) fiir alle z € X folgt a = b).

(ii) Zwei Elemente x,y € X heiflen G-dquivalent (x ~ y), wenn ein a € G
existiert mit a(z) = y.

(iii) Die Aquivalenzklassen (Gz = {ax: a € G}) bzgl. ~ heiflen Bahnen von G
in X.
(iv) G operiert transitiv auf X, wenn es genau eine Bahn von G in X gibt (d.h.
fiir alle 2,y € X existiert ein a € G mit a(z) = y).
Beispiele 1.5. Betrachte:

(i) Die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1 operiert
auf der Gaufischen Zahlenebene (C). Diese Operation ist treu. Die Bahnen
sind die konzentrischen Kreise mit Mittelpunkt 0.

(ii) Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Durch Rechts- bzw.
Linksmultiplikation wird eine Operation von H auf G erklirt:

R: H— S(G), R(a)(b) = ba,

L:H— S(G), L(a)(b) = ab.
Die Bahnen bzgl. der Rechts- bzw. Linksmultiplikation sind die Links- bzw.
Rechtsnebenklassen von H.

Beispiel 1.6. Sei K ein Korper, I' die Galoisgruppe eines separablen Polynoms
f € K[X] mit deg(f) > 0 und N(f) die Nullstellen von f in einem Zerféllungskorper
von f. Dann gilt:

(i) I' operiert auf N(f) und kann als Untergruppe von S|n(y) interpretiert
werden.
(ii) Seien fi,..., f, dieirreduziblen Faktoren von f. Die Bahnen der Operation
von I' auf N(f) sind die Teilmengen N(f;) fiir i =1,...,n.
(iii) Ist f irreduzibel, so operiert I' transitiv auf N(f).

Lemma 1.7. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Dann ist X die
disjunkte Vereinigung der Bahnen von G.
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Beweis. Da X = U,cxGax gilt, ist zu zeigen, dass fiir z,y € X aus Gz N Gy # ()
schon Gx = Gy folgt. Sei z € Gx N Gy, etwa z = ax = by fiir a,b € G. Es folgt
2 = a~'by und somit Gz C Gy. Analog gilt Gy C Gz und daher Gz = Gy. OJ

Definition 1.8. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert.

(i) Ein Element x € X heifit Vertreter der Bahn Gz.

(ii) Ein Vertretersystem einer Familie (B;);c; paarweise disjunkter Bahnen ist
eine Familie (a;);c; mit a; € B;(B; = Ga;). Das Vertretersystem heifit
vollstindig, wenn X = U;c; B; gilt.

Definition 1.9. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert und =z € X.
Die Untergruppe G, = {a € G: a(x) = z} von G heifit die Isotropiegruppe (oder
Standgruppe) von z.

Satz 1.10. (Bahnengleichung) Sei G eine Gruppe, die auf einer endlichen nicht lee-
ren Menge X operiert und x4, ... ,z, ein vollstindiges Vertretersystem der Bahnen
von GG. Dann gilt

X|=>_[6:Gal

G ist hierbei nicht notwendigerweise endlich.

Beweis. Aus 1.7 folgt X = U;_,Gx; und daher gilt

X = 3 |Gl
i=1
Wir definieren fiir 7 = 1,... ,n eine bijektive Abbildung «;: G/G,, — Gz;. Dann
folgt

X =) 1G/Go| =) G : Ga)).
i=1 i=1
Fiir a € G definiere a(aGy,) = a(z;). Wir zeigen:
(1) «; ist wohldefiniert: Sei aG,, = bG,, und daher b='a € G,,. Es folgt
b(x;) = b(b ta(x;)) = (bb ta)(z;) = alw;)
und daher a(bGy,) = a(aG,,).
(2) «; ist surjektiv: Sei y € Gx; beliebig und y = a(z;) fiir ein a € G. Dann
ist a;(aGy,) = y.
(3) « ist injektiv: Seien a,b € G mit a(aG,,) = a(bGy,), d.h. a(z;) = b(z;).
Es folgt z; = b~ 'a(z;) und somit b~'a € G,,. Dies ist dquivalent zu
aGy, = bGy,

und daraus folgt die Behauptung.
O

Definition 1.11. Sei G eine Gruppe. Die Operation G x G — G, (a,b) — aba™"' =
b® heiflit Konjugation. Die Bahnen der Konjugation heiflen Konjugationsklassen von
G. Zwei Elemente a,b € G sind konjugiert, wenn ein ¢ € (G existiert mit b = a®.
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Definition 1.12. Sei GG eine Gruppe.
(i) Sei S C G. Die Untergruppe
Zs={b€ G:aba "t = b fiir alle a € S}

heifit der Zentralisator von S in G.
(ii) Die Untergruppe

Zg=1{b€G:aba " =b fiir alle a € G}

von G heifit das Zentrum von G.

Bemerkung 1.13. Z; besteht aus allen Elementen von GG, die mit allen Elementen
von G kommutieren. Die Gruppe G ist abelsch < G = Z4. Es ist

Go=Zy ={beG:bab™"' =a} ={b€G: ba=ab}.

Satz 1.14. (Klassengleichung) Sei G eine endliche Gruppe mit Zentrum Zg und
ai, ... ,a, ein Vertretersystem der Bahnen in G — Z; unter der Konjugation. Dann
gilt:

ord(G) = ord(Zg) + Z[G : Ziay)-
i=1
Beweis. Es gilt
aEZg¢>Z{a}=G¢>[G:Z{a}]:1

Sei @y, ..., Gy, bq,...,by, ein vollstindiges Vertretersystem der Bahnen von G unter
der Konjugation mit aq,... ,a, € G —Zg und by, ... , b, € Zg. Dann gilt nach 1.10
ord(G) =Y [G: Zpyl + Y G 1 Ziay] = 0rd(Ze) + Y (G : Ziay).
j=1 i=1 i=1

O

Korollar 1.15. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p” fiir ein
n > 0. Dann ist Zg # {e}.

Beweis. Ist G = Zg, so ist nichts zu zeigen. Sei nun G # Zg und a € G — Zg. Da
1 < [G: Zyay], ist Zyqy eine echte Untergruppe von G. Es folgt [G : Zqy]|ord(G) = p™
und daher [G : Z4)] = p™ fiirein 1 < m < n. Sei nun ay, ..., a, ein Vertretersystem
der Bahnen in G — Z; unter der Konjugation. Dann existieren Zahlen 1 < m; <n
mit [G : Ze;3] = p™. Somit

p" = ord(G) = ord(Zg) + Y _[G : Zjay] = ord(Ze) + > _p™.

i—=1 i=1

Es folgt plord(Zg) und daher Zg # {e}. O
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2. Endlich erzeugte abelsche Gruppen
Bemerkung 2.1. Sei
G={(a1,... ,apm) ={z101 + -+ 2map: 2 € Z}

eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Auch wenn das Erzeugendensystem nicht
verkiirzbar ist, so ist die Darstellung der Elemente von G nicht eindeutig.

Sei etwa G = Z/nZ und a; = 1 +nZ. Dann gilt G = (a;) und fiir jedes Element
a € G ist mit a = za; auch a = (z + n)ay.

Definition 2.2. Sei GG eine abelsche Gruppe.

(i) Ein Erzeugendensystem {a;};cr von G heifit Basis, wenn sich jedes Ele-
ment von G eindeutig als Z-Linearkombination endlich vieler der {a;}icr
schreiben lasst.

(ii) G heit frei, wenn G ein Basis besitzt.

Bemerkung 2.3. Fiir n € N mit n > 1 sei Z" die Menge der n-Tupel mit Koef-
fizienten aus Z und komponentenweiser Addition. Dann sind fiir ¢ = 1,... ,n die
Elemente e; = (0,...,0,1,0,...,0) mit der 1 an der i-ten Position eine Basis von
7. Daher ist Z" frei.

Satz 2.4. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe mit Erzeugendensystem
ai,...,a, und F eine freie abelsche Gruppe mit Basis fi,..., f, (z.B. Z™). Dann
gibt es einen Gruppenepimorphismus

p: F— G, fz = a;.
Ist H = Ker(y), so gilt G = F/H.
Beweis. Eindeutigkeit: Sei f =" | z f; € F mit z; € Z. Dann gilt

o(f) = ZZzSO(fz) = Zziai-

Existenz: Definiere
p: F =G, o(f)=) za;, wenn f =3 zf;.
i=1 i=1

Die Abbildung ist wohldefiniert, da die Koeffizienten z; durch f und die Basis f;
eindeutig bestimmt sind. Nun rechnet man leicht nach, dass ¢ ein Gruppenhomo-
morphismus ist.

Ist H = Ker(y), so folgt G = F//H aus dem Homomorphiesatz. O

Satz 2.5. Sei I eine endlich erzeugte abelsche Gruppe mit Basis fi,..., f,. Dann
gilt F = 7"

Beweis. Betrachte die Epimorphismen
po: F—=27Z" fi—efiri=1,...,n

und
V: " — F, e;— fifiri=1,... n.
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Dann folgt o1 = idz» und oy = idp. Daher sind die Abbildungen Isomorphismen
und es gilt F' = 7. OJ

Satz 2.6. Seien m,n € N mit m,n > 1. Dann gilt Z™ = Z" genau dann, wenn
m = n.

Beweis. Ist m = n, so folgt direkt, dass Z™ = Z".
Sei nun
p: " — 7"

ein gegebener Gruppenisomorphismus. Definiere
m
@3 an _)Qna (qla"' ;qn)HZQzS@(ez)
i=1

Dies ist eine Q-lineare Abbildung. Behauptung: ¢ ist injektiv. Dann folgt aus der
Linearen Algebra, dass m < n. Analog gilt n < m und daher m = n.
Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Sei

B(a1, - ) = Y aiples) = 0.
i=1

Schreibe ¢; = %t mit z; € Z und einem Hauptnenner £ € N der ¢;. Nach Multiplikation
mit ¢ folgt:

0= Zzicp(ei) = gp(z 2i€;).
i=1 i=1
Nun ist ¢ ein Isomorphismus, also Y ;" | z;e; = 0. Da die Elemente e; eine Basis fiir
7™ sind, folgt z; = 0 fiir alle ¢ und daher

(q1,---,q2) = (0,...,0).

Dies war zu zeigen. 0

Korollar 2.7. Sei F' eine e. e. freie abelsche Gruppe mit Basis fi,..., f,. Dann
besitzt jede andere Basis von F' ebenfalls die endliche Linge n. Man nennt n den
Rang von F'.

Beweis. Nach 2.5 ist F' = Z".
Angenommen F' besitzt eine unendlichen Basis oder eine Basis mit mehr als n
Elementen. Sei diese Basis ¢1,... ,9n, gni1,---. Dann ist gy, ... , g, eine Basis fiir

H={g1,...,9n:1). Es folgt,
ZMt' =2 H C F =27

Dann wiirde aber
Qn—l—l g Qn
als Inklusion von Vektorrdumen folgen (analog zum vorherigen Beweis). Dies ist ein
Widerspruch.
Daher muss die andere Basis die Gestalt gy, ..., g, mit m < n haben. Analog
gilt jedoch n < m und daher m = n. 0
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Definition 2.8. Seien G1,... ,G, Gruppen. Sei
Gy x - x G, ={(a,...,a:): a; € G;}.

Diese Menge ist mit der komponentenweise induzierten Verkniipfung eine Gruppe.
Sie heifit das direkte Produkt von G4, ... ,G,.
Beispiel 2.9. Betrachte:

(i) Z"=Zx -+ X L.

(ii) Seien G1,G2 C G Untergruppen von G. Genau dann wird durch

G1XG2—>G, (a,b)»—>ab

ein Gruppenisomorphismus gegeben, wenn gilt:
(a) Fiir alle a € G existieren b € G und ¢ € Gy mit a = be.
(b) G1, G5 sind Normalteiler von G.
(C) G1 ﬂ G2 = {6}
Beweis: Ubungsaufgabe.
Man schreibt dann G = G1 X Gy = G & G4 und nennt dies die innere
direkte Summe (Produkt) von G und Gs.

Satz 2.10. (Hauptsatz fiir abelsche Gruppen) Sei F' eine freie abelsche Gruppe vom

Rang n und U C F eine Untergruppe. Dann gibt es eine Basis by,... ,b, von F|
eine Zahl p < n und Zahlen ¢y,... ,¢, € N mit g;]e;4, fiir i =1,... ,p — 1, so dass
giby, ... ,epb, eine Basis von U ist. Insbesondere ist U eine freie abelsche Gruppe

vom Rang p < n.

Beweis. Fiir U = {0} ist nichts zu zeigen, also sei U # {0}.

Wir beweisen den Satz durch eine Induktion nach n. Sei n = 1, dann ist F' =
(b1) 2 Z und es gilt U 2 (1) C Z fiir ein Hauptideal (¢;). Daher ist U = (£,b;) und
die Behauptung folgt in diesem Falle.

Sei n > 1 und der Satz fiir beliebige freie abelsche Gruppen vom Rang kleiner
als n bewiesen. Sei wy,... ,w, eine beliebige Basis von F'.

Fiir u € U existiert eine Darstellung

— LU u : u
u=z{wy + -+ 2z w, mit z;' € Z.

Es existieren v € U mit Koeffizienten 2z > 0. Sei ¢; € N die kleinste positive Zahl,
die bei der Darstellung eines u € U bzgl. irgendeiner Basis von F' als Koeffizient
auftritt. Sei wq,... ,w, eine solche Basis von F' und

Uy = 21w + - - -+ 2pWy
ein solches Element. O.E. konnen wir z; = £; annehmen. Definiere das Ideal
L =(:uelU)CZ.

Wegen der Wahl von ¢; folgt I = (£1). Insbesondere teilt ¢ jedes z{ fiir u € U.
Nun teile die Koeffizienten z; von uy fiir © = 2, ... ,n durch £; mit Rest, also

2z = qie1 +rymit g, € 2,0 < r; <ey.
Beziiglich der Basis wq + q;w;, wo, ... ,w, von F' hat u; die Darstellung

uy = e1(wy + qw;) + 29w + - -+ TW; A+ -+ 2,Wh.
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Nach Wahl von £; muss dann aber r; = 0 fiir ¢ = 2,... ,n gelten, also z; = ¢;&;.
Definiere by = wy + gawo + - - - + ¢uw,,. Dann ist by, wo, ... ,w, eine Basis von F und
e1by = uy € U. Wegen I} = (g1) gilt

U="Zeiby + (UnN{wy,...,w,)).
Die Summe ist direkt, da by, ws, ... ,w, eine Basis ist. Wir kénnen also schreiben
U="Zeby ®U; mit Uy = (U N (wa,...,w,)).
Da U; Untergruppe der freien abelschen Gruppen F; = (ws, ... ,w,) vom Rang n—1

ist, gibt es eine Basis by,... ,b, von Fi, ein p < n und Zahlen e,,... ,c, € N mit
gileip fiir i =2,...,p, so dass eabs, ... ,e,b, eine Basis von U ist.
Trivialerweise ist by, ..., b, eine Basis von F' und €1by,... ,gpb, eine von U. Es

bleibt noch &1|ey zu zeigen. Betrachte u = £1by + £2by und teile £5 durch £; mit Rest,
d.h.

ga=gqe1+rmit g, r € Z,0<r <ey.
Da by + qby, b, . .. , b, eine Basis von F'ist und

u = 81([)1 + ng) + 7’[)2

ist, folgt wegen der Wahl von &1, dass r = 0 gilt. Also &1]es. OJ
Korollar 2.11. Sei G eine e. e. abelsche Gruppe. Dann existieren Zahlen r, &4, ... , ¢,
€ N mit g;|g;,; fiir i =1,... ,p — 1 und ein Isomorphismus

G2ZL"XL/e\L X --- XLy
Insbesondere ist G ein direktes Produkt zyklischer Gruppen.
Beweis. Aus 2.4 folgt, dass eine freie abelsche Gruppe F und eine Untergruppe
U C F existiert mit G = F/U.

Nach 2.10 existiert eine Basis by,...,b, von F' und eine Zahl p < n und Zahlen
E1y---,6p € Nmit g;]e;4 fiir i =1,...,p—1, so dass g1by, ... ,e,b, eine Basis von
U ist. Also o.E.

F=7b x---x1Zb,
und
U:Z81b1 X Xngbp QF
Sei r = n — p, dann folgt
G2ZL[e\L X - X L]yl x LT
mit den gewiinschten Eigenschaften. 0

Bemerkung 2.12. Es gilt:
(i) Sei
T(G) = {a € G: Es existiert ein n € N;n > 0 mit na = 0}.

T(QG) ist eine Untergruppe von G und heifit die Torsionsgruppe von G. Es
ist
G/T(G)=Z"
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und daher r = Rang(G/T(G)) eindeutig. Diese Zahl heifit der Rang von

G.
(ii) Man kann zeigen, dass die Zahlen ¢4, ... , £, ebenfalls eindeutig fiir G sind.
Diese Zahlen heiflien die Elementarteiler von G.
Korollar 2.13. Sei GG eine e. e. abelsche Gruppe. Dann existieren Zahlen r,ry,... , 7y
€ N, Primzahlen py,... ,ps und ein Isomorphismus

G227 XL/p'Lx - X L|pe.

Beweis. Nach dem chinesischen Restsatz lisst sich fir n € Z mit n = [[._, p’,
wobei pq,...,p; Primzahlen sind und sq,...,s; € N, jede Gruppe der Gestalt

Z/nZ
als Produkt
ZIpU'L X -+ X L[ p}‘Z
zerlegen. Dieser Sachverhalt und 2.11 beweisen die Behauptung. 0l

3. p-Gruppen und die Sylowsitze

Im Folgenden sei p stets eine Primzahl.
Definition 3.1. Eine Gruppe G heifit p-Gruppe, wenn die Ordnung von jedem
Element von G eine Potenz von p ist.
Satz 3.2. (Cauchy) Sei G eine endliche Gruppe mit plord(G). Dann gibt es ein
Element mit ord(a) = p.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch eine Induktion nach ord(G). Ist ord(G) = p,
so folgt aus dem 1. Kapitel, dass G = (a) zyklisch ist mit ord(a) = p.

Sei nun ord(G) > p. Betrachte die Konjugation auf G (G x G — G, (a,z) —
ara™'). Sei ay, ... ,a, ein Vertretersystem der Bahnen (Konjugationsklassen) in G \
Z. Dann gilt die Klassengleichung 1.14

ord(G) = ord(Zg) + Y [G 1 Zia,y)-
i=1
und 1 < ord(Z,) < ord(G). Existiert ein ¢ mit plord(Z,3), so folgt nach der
Induktionsannahme, dass es ein a € Zg,,; C G gibt mit ord(a) = p. Ansonsten teilt
p keine der Zahlen ord(Z,,;). Wegen

OI‘d(G) = [G . Z{ai}]ord(Z{ai})

und plord(G) muss dann p|[G : Zy,;] fiir alle 7 gelten. Dann folgt aus der Klassen-
gleichung
plord(Z(G)).

Ist ord(Z(G)) < G, so kann wieder wegen der Induktionsannahme ein Element
a € Z(G) C G der Ordnung p gefunden werden.

Es bleibt der Fall Z(G) = G zu zeigen, d.h. G ist abelsch. Dann kann nach 2.13
o.E.

G=7Z/p{'Z x --- X L|p3 7.
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mit ry,...,rs € Nund Primzahlen py,... , ps angenommen werden. Hierbei existiert
kein freier Summand, da G endlich ist. Man sieht, dass ord(G) = [[;_, p}". Da
plord(G), muss ein i existieren mit p = p;. Sei b € G mit ord(b) = p"i. Definiere
a = pii~'b. Dann gilt ord(a) = p. O

Korollar 3.3. Sei GG eine endliche Gruppe. Dann sind dquivalent:

(i) G ist eine p-Gruppe.
(i) ord(G) ist eine p-Potenz.

Beweis. (i) = (ii): Angenommen es existiert eine Primzahl ¢ # p mit ¢lord(G).
Dann existiert nach 3.2 ein Element a € G mit ord(a) = ¢ im Widerspruch zur
Annahme, dass G eine p-Gruppe ist.

(ii) = (i): Sei a € G. Dann gilt ord(a)|ord(G) und ord(a) muss daher eine Potenz
von p sein. [

Korollar 3.4. Sei G eine endliche p-Gruppe. Dann besitzt GG ein nicht triviales
Zentrum Zg.

Beweis. Dies folgt aus 1.15 und 3.3. Ol

Beispiel 3.5. Betrachte:
(i) Ist ord(G) = p, so gilt G =2 Z/pZ.
(ii) Sei ord(G) = p*. Dann ist G zu einer der beiden abelschen Gruppen
Z[p°L oder Z/pZ x L] pZ

isomorph (G ist abelsch und man kann den Hauptsatz der abelschen Grup-
pen anwenden).

Definition 3.6. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H C G heif3t p-Sylowunter-
gruppe, wenn gilt:

(i) H ist eine p-Gruppe.

(i) Ist H C @ C G eine p-Gruppe, so folgt H = Q.

Eine p-Sylowuntergruppe ist eine maximale p-Gruppe.

Bemerkung 3.7. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, so kann man aus dem Haupt-
satz fiir abelsche Gruppen folgern, dass genau eine p-Sylowuntergruppe H existiert.
Es ist

H ={a € G: ord(a) ist eine p-Potenz}.
Lemma 3.8. Sei G eine Gruppe. Dann existiert eine p-Sylowuntergruppe H C G.

Beweis. Sei P die Menge der p-Untergruppen von G. Dann ist P # (), da {e} €
P. Ferner ist P bzgl. der Inklusion partiell geordnet. Ist {H;};c; eine vollstéindig
geordnete Familie von p-Untergruppen von G, dann ist auch H = U;c;H; eine p-
Gruppe und daher eine obere Schranke der Familie in P. Nach dem Lemma von Zorn

existiert in P ein maximales Element P. Dies ist dann eine p-Sylowuntergruppe von
G. O
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Lemma 3.9. Sei GG eine endliche Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Fiir ein
x € X sei r die Anzahl der Elemente der Bahn Gz und G, = {a € G: a(z) = =z}
die Isotropiegruppe von x. Dann gilt:

ord(G) = ord(G,)r.
Beweis. Seien ay(x),. .. ,a,(z) die verschiedenen Elemente der Bahn von z mit a; €
G. Dann sind die Elemente

arh, ... ,a,b mit b € G,
alle verschieden. Denn wire a;b = a;b’ fiir b,b' € G, so ist
a;(z) = ai(b(z)) = aib(z) = a;b'(z) = a;(V'(x)) = a;(2),

also i = j. Dann folgt b = b'. Wir haben

ord(G) > ord(G,)r

bewiesen.
Ist a € G beliebig. Dann muss a(z) = a;(x) fiir ein i € {1,...,r} gelten. Es
folgt, dass a; 'a € G, gilt, da

a; 'a(z) = a; 'a;(v) = e(x) = 7.

e(
Also existiert ein b € U mit a = a;b. Somit ord(G)
ord(G) = ord(G,)r.

< ord(G;)r und insgesamt

O
Lemma 3.10. (Fundamentallemma) Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe mit

ord(G) = p™, die auf einer endlichen Menge X operiert. Sei Xo = {x € X: a(z) =
x,a € G} die Menge der Fixpunkte der Operation. Dann gilt

|X|=1|Xo| mod p.

Beweis. Nach 1.7 ist X die disjunkte Vereinigung der Bahnen der Operation und
daher
wobei Gz; die Bahnen mit |Gxz;| > 1 durchlduft. Nach 3.9 ist |Gx;| ein Teiler von
ord(G) = p™, also durch p teilbar. Daher folgt
|X|=1|Xo| mod p.
OJ

Bemerkung 3.11. Sei GG eine Gruppe und X die Menge aller Untergruppen von
G. Dann ist die Abbildung G x X — X, (a, H) = aHa ! eine Gruppenoperation
von G auf X (Beachte, dass aHa ' eine Gruppe ist). Diese heifit Konjugation. Ist
H C G eine Untergruppe, so heifit die Isotropiegruppe

N(H)={a€G:aHa ' = H}

der Normalisator von H. Man sieht, das H ein Normalteiler von N(H) ist. Ferner
gilt H <G genau dann, wenn G = N(H).
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Lemma 3.12. Sei H eine p-Gruppe von G. Dann gilt
[IN(H) : H =[G : H mod p.
Beweis. Definiere folgende Abbildung
HxG/H — G/H, (a,bH)+— abH.

Dies definiert eine Operation von H auf der Menge der Linksnebenklassen von H.
Sei

Xo={bH € G/H: abH = bH fiir a € H}
die Menge aller Fixpunkte dieser Operation. Es gilt
bH € X, < abH = bH fiir allea € H < b 'ab € H fiir allea € H &

bab~' € H fiir allea € H < bHb ' = H & b€ N(H).
Also ist Xy die Menge aller Linksnebenklassen bH mit b € N(H) und daher
| Xo| = [N(H) : H].
Ferner
|G/H| =[G : H]
und es folgt aus 3.10
[N(H): H =[G : H mod p.
(]
Korollar 3.13. Sei H eine p-Gruppe von G und p|[G : H], dann ist N(H) # H.
Beweis. Aus 3.12 folgt
[N(H): Hl=0 modp
und daher [N(H) : H] > 1, also N(H) # H. O
Satz 3.14. (1. Satz von Sylow) Sei G eine endliche Gruppe mit ord(G) = p™m und
p teilt nicht m. Dann gilt:

(i) Fiir i = 0,... ,n besitzt G eine Untergruppe der Ordnung p'.
(ii) Jede Untergruppe von G der Ordnung p* mit i € {0,...,n — 1} ist Nor-
malteiler in einer Untergruppe der Ordnung p'*'.

Beweis. Fiir n = 0 sind die Aussagen trivial, also sei n > 0. Zu (i): Wir konstruieren
induktiv eine Kette von Untergruppen
GnDGp1D...DGy={0}
derart, dass ord(G;) = p’ und G; < G;;;. Definiere Gy = {eg}. Sei nun schon die
Existenz von Gj, ... , Gy fiir 0 < i < n bereits gezeigt. Dann ist
(G : Gi] = ord(G) /ord(G;) = p"'m.

Da p|[G : G;] folgt aus 3.13, dass N(G;) # G;. Beachte, dass G; <« N(G;). Also ist
N(G;)/G; eine Gruppe mit plord(N(G;)/G;) (siehe 3.12).

Nach dem Satz von Cauchy 3.2 besitzt N(G;)/G; ein Element aG; mit ord(aG;) =
p fiir ein a € N(G;). Definiere G; 1 = (aG;) mit ord(G;;1) = p. Sei
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der kanonische Epimorphismus. Definiere
Giy1 = (Git1)
Dann ist G;,1 € N(G;) C G eine Gruppe. Da G;<N(G;), gilt auch G;<G; . Ferner
[Git1 1 Gi] = ord(Gi41/G;) = p. Daher
ord(Giy1) = [Gis1 = Gilord(G;) = pp’ = p'™.
Beachte, dass im Induktionsschritt auch (ii) bewiesen wurde. 0J
Korollar 3.15. Sei G eine endliche Gruppe mit ord(G) = p™m und p teilt nicht m.

Sei H eine p-Untergruppe von . Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) H ist eine p-Sylowuntergruppe.
(ii) p teilt nicht [G : H].
(iii) ord(H) = p™.
Insbesondere besitzt jede p-Sylowuntergruppen von G die Ordnung p™.
Beweis. (i) = (ii): Angenommen: p|[G : H]. Dann ist ord(H) = p’ mit 0 < i < n.
Aus 3.14 folgt dann aber die Existenz einer p-Gruppe P O H mit P # H. Dies ist
ein Widerspruch und daher gilt (ii).
(ii) = (iii): Es gilt
p"m =ord(G) =[G : H]ord(H).
Wegen der Voraussetzung muss ord(H) = p™ gelten.
(iii) = (i): Es kann keine p-Gruppe P geben mit P O H geben und P # H,
da dann ord(P) > p™ und ord(P)|ord(G) = p™m folgen wiirde. Dies ist aber nicht
moglich, also ist H eine p-Sylowuntergruppe. 0

Korollar 3.16. Sei GG eine Gruppe der Ordnung p™. Dann gibt es eine absteigende
Kette von Untergruppen

G=G,DG, 1D...0G,={0}
derart, dass ord(G;) = p’ und G; < G;1. Ferner ist G;,,/G; zyklisch.
Beweis. Aus dem Beweis von 3.14 folgt die Existenz einer Kette
G,D...DG,={0}
mit ord(G;) = p* und G; <G4 1. Nun ist
ord(Gi41/Gi) = [Gig1 = Gi] = p,

und daher ist G;;1/G; eine zyklische Gruppe. Schliesslich ist wegen ord(G) = p"
dann G = G,,. l

Bemerkung 3.17. Es gilt:

(i) Sei G eine endliche Gruppe, H eine p-Sylowuntergruppe und a € G. Dann
ist die Konjugierte aHa ' wieder eine p-Sylowuntergruppe.

(ii) Besitzt G nur eine p-Sylowuntergruppe, so ist diese wegen (i) ein Normal-
teiler in G.
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Beweis. Zu (i): Sei H' = aHa™'. Dann ist ord(H') = ord(H) eine p-Potenz. Wiire
P D H' eine p-Gruppe mit P # H', dann wiirde

a 'Pa>H

eine p-Gruppe mit a ' Pa # H sein. Dies ist ein Widerspruch, da H eine p-Sylow-
untergruppe ist. Also muss auch H' eine p-Sylowuntergruppe sein.
Zu (ii): Wegen (i) muss
aHao ' =H

fiir alle a € G gelten. Also ist H <. OJ

Satz 3.18. (2. Satz von Sylow) Sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt:

(i) Zu jeder p-Untergruppe H von G und jeder p-Sylowuntergruppe P von G
existiert ein @ € G mit aHa ' C P.
(ii) Je zwei p-Sylowuntergruppen sind konjugiert.

Beweis. Zu (i): Definiere folgende Abbildung
HxG/P — G/P, (a,bP)— abP.

Dies definiert eine Operation von H auf der Menge der Linksnebenklassen von P.
Sei
Xo={bP € G/P: abP = bP fiir a € H}
die Menge aller Fixpunkte dieser Operation. Aus 3.10 folgt
| Xo| =|G/P| mod p.

Aus 3.15 folgt, dass p nicht [G : P] = |G/ P] teilt. Daher ist | Xy| # 0. Es gibt dann ein
b € G mit abP = bP fiir alle @ € H. Dies ist dquivalent zu b='ab € P fiir alle a € H.
Somit gilt

b'Hb C P.
Dies zeigt die Behauptung.

Zu (ii): Seien P und P’ zwei p-Sylowuntergruppen von G. Dann existiert nach

(i) ein @ € G mit

aPa' C P'.
Wegen 3.15 haben je zwei p-Sylowuntergruppen die gleiche Ordnung. Ausserdem gilt

ord(P') = ord(P) = ord(aPa ).

Daher ist P’ = aPa~" und dies war zu zeigen. O

Satz 3.19. (3. Satz von Sylow) Sei G eine endliche Gruppe. Sei s, die Anzahl der
verschiedenen p-Sylowuntergruppen von G. Dann gilt:

(i) ord(G) =0 mod s,.

(ii) s, =1 mod p.
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Beweis. Zu (i): Sei X die Menge aller Untergruppen von G. Definiere folgende Ab-
bildung

GxX—X, (a,H)~ aHa "

Dies definiert eine Operation von G auf X. Sei P eine beliebige p-Sylowuntergruppe
von G. Dann ist s, nach 3.18 gerade die Anzahl der Elemente der Bahn von P unter
der definierten Operation. Wegen 3.9 ist daher s, ein Teiler von ord(G) und dies
bedeutet

ord(G) =0 mod s,.

Zu (ii): Sei X' die Menge aller p-Sylowuntergruppen von G' und P wieder eine
feste p-Sylowuntergruppe von G. Definiere die Operation

PxX — X', (a,H)— aHa™".
Sei X|, die Menge aller Fixpunkte dieser Operation, also
X, ={H € X": aHa ' = H fiir alle a € P}.
Behauptung: X = {P}. Es ist H € X genau dann, wenn P C N(H), wobei
N(H)={a € G:aHa ' = H}

der Normalisator von H ist. Es gilt immer H C N(H). Da P, H p-Sylowuntergruppen
von G sind, miissen sie dann auch p-Sylowuntergruppen von N(H) sein. Nach 3.18
sind P und H in N(H) konjugiert, also existiert ein a« € N(H) mit

P=aHa .

Aber nach Definition ist aHa™' = H und daher folgt P = H. Somit X = {P}.
Dann folgt aus 3.10

sp=|X'|=1X)| modp=1 mod p.
U

Satz 3.20. Seien p und ¢ Primzahlen mit p > ¢ und ¢ fp— 1. Dann ist jede Gruppe
der Ordnung pq zyklisch.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung pq. Nach dem Satz von Cauchy 3.2 besitzt
G ein Element a der Ordnung p und ein Element b der Ordnung ¢. Seien s, bzw.
s, die Anzahl der verschiedenen p-Sylowuntergruppen bzw. g-Sylowuntergruppen.
Nach 3.19 gilt s,|pg und p|(s, — 1). Es muss einer der folgenden Félle gelten:

) 5= 1
(ii) s, =p
(iii) s, = ¢
(iv) s, = pq

Der Fall (ii) kann nicht auftreten, da p nicht p — 1 teilt. (iii) bzw. (iv) sind nicht
moglich, da p > ¢ und daher p nicht ¢ —1 bzw. p nicht pg —1 teilt. Also muss s, =1
gelten. Dann ist aber (a) die einzige p-Sylowuntergruppe von G und diese muss nach
3.17 ein Normalteiler sein.
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Analog ist s, ein Teiler von pg und s, — 1 ist durch ¢ teilbar. ¢ teilt nicht pg — 1
und ¢ — 1. Ausserdem auch nicht p — 1 nach Voraussetzung. Daher muss s, = 1
gelten. Somit ist auch (b) ein Normalteiler von G.

Esist (a) N (b) = {e}. Sei H = (a,b). Es ist H = (a) x (b) (Ubungsaufgabe). Da
ord(H) > pq, folgt

G ={a) x (b) = Z/(p) x Z/(q) = Z/(pa).
O

Beispiel 3.21. Jede Gruppe der Ordnung 15 = 3 -5 oder 33 = 3 - 11 ist zyklisch.

4. Permutationsgruppen

Sei stets n € N. In diesem Abschnitt untersuchen wir die Gruppe S,,.
Definition 4.1. Fiir » € N | r > 2 heif}t ein ¢ € S, ein r-Zyklus, wenn es Zahlen
Jiy--- 5 Jr gibt mit o(j;) = jig fir i =1,...,r =1, 0(jr) = j1 und o(k) = k fiir
ke{l,...,n}\{j1,...,7}. Ein solcher Zyklus wird

(- )
geschrieben. 2-Zyklen heiflen auch Transpositionen.
Bemerkung 4.2. Es gilt:
(i) Eine Transposition (i,j) vertauscht i und j und ldsst alle anderen Zahlen
aus {1,...,n} fest. Esist (¢,5) "' = (4,7) und (4, )% = id.
(ii) Sei o = (ji,...,Jjr) ein r-Zyklus. Dann gilt
ord(c) =rund o' = (j,, ..., j1).

Fiir ein 7 € S,, rechnet man nach, dass

TJT_l = (T(jl)a te vT(jr))
gilt.

Definition 4.3. Zwei Permutationen o,7 € S,, heiflen disjunkt, wenn alle Zahlen,
die bei o bzw. 7 bewegt werden, bei 7 bzw. ¢ fest bleiben.
Bemerkung 4.4. Es ist:

(i) Z.B. sind (1,2) und (3,4) disjunkt, aber (1,2) und (2, 3) nicht.

(ii) Sind o, 7 € S,, disjunkt, so gilt coT =7 o00.
Satz 4.5. Jede Permutation o € S, lisst sich eindeutig (bis auf Reihenfolge der

Faktoren) als Produkt paarweiser disjunkter Zyklen zerlegen. Diese Zerlegung heifit
die Zyklenzerlequng von o.

Beweis. Sei H = (o) C S,,. Dann operiert H auf {1,...,n}.
Existenz der Zerlegung: Seien By, ..., B; die Bahnen der Operation von H mit
|B;| > 1 fiir i = 1,...,l. Definiere

0'(11,’) . O'(ZL’) € Bz fir z € Bi,
B fiir x € B;.
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Dann gilt 0; € S,. Da die Bahnen paarweise disjunkt sind folgt, dass auch die o;
paarweise disjunkt sind. Ferner gilt per Definition
og=010-+-00].

Nun muss noch gezeigt werden, dass die o; Zyklen sind. Sei |B;| = r; und fiir ein
x € B; sei m > 0 die kleinste Zahl mit ¢”(z) = x. Dann sind

r=0"(z),0(x),...,0" " (2)

paarweise verschieden und fiir jedes n € Z ist 0™ (x) = o’ (z) fiir ein j € {0,... ,m —
1}. Daher gilt
Bi = {z,0(x),... 0™ ' (x)}).

und m = r;. Ferner ist o; der r;-Zyklus

(z,0(x),...,0" (x)).
Eindeutigkeit: Sei

og=o0j0--00.
eine weitere Zerlegungen von o in ein Produkt paarweiser disjunkter Zyklen. Wir
beweisen die Aussage durch eine Induktion nach m = min{l, k}. Ist m = 0, so ist
o = idg, und die Behauptung ist trivial. Sei nun m > 0. Wihle = € {1,... ,n}
mit o(x) # x. Dann muss x € B; fiir ein i gelten. Ferner existiert ein eindeutiges
jeA{l,... k} mit oj(x) # x. Ist

oi = (Jis- - Jny)s
dann muss {j},...,7,.} die Bahn von x sein, da jedes andere o; das Element x
festhélt. Also B; = {ji,...,j;.}. Dies bedeutet aber o} = ;. Betrachte

000;1:alo---oai,loaiﬂo---oal.

:O'IIO---OU;-7100'9+10---OO';C.
Nach der Induktionsannahme hat o o o; * eine eindeutige Zyklendarstellung und es

folgt nach einer eventuellen Umnummerierung [ = k und o; = o} fiir j = 1,... 1.

OJ
Korollar 4.6. Jedes o € S,, ist Produkt von Transpositionen.
Beweis. Sei (ji,...,Jr) € S, ein beliebiger Zyklus. Dann gilt
(s 5 Jr) = (J1,52) © (J2, J3) © == © (Jr—1, Jir)-
Die Behauptung folgt aus diesem Sachverhalt und 4.5. U
Definition 4.7. Sei 0 € S,,. Die Abbildung

sign() = [ o) =oU) ¢ 1 _1y

j<i 1=
heifit das Signum von o. Ist j < i, aber o(j) > o(i), so heifit (j,7) ein Fehlstand
von o. Ist sign(o) = 1 bzw. sign(o) = —1, dann heifit o eine gerade bzw. ungerade
Permutation.

Beispiel 4.8. Sei 7 = (i,7) € S, eine Transposition, dann gilt sign(7) = —1.
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Satz 4.9. Sei 0 € S, beliebig und 7 = (k,l) € S, mit k < [ eine Transposition.
Dann gilt sign(o o 7) = sign(o) - sign(7) = —sign(o).

Beweis. Es gilt

: _1ro@) —a(r(j) _yyolr@) —or() vy 7)) — 7))
Slgn(O'OT) _31':12' i— _91-1 T(i)—T(j) Jl:[z i—
_pe) —otrG)
I O R
o(i1) —o(j7) olk)—ol(l o(1) —o(l
_ 11 (1—3'(])' (Iz_l(). 11 (1_1()
j<i, {40 }n{k,0}=0 j<i,j=k,i>l
o(i) — (k) o(k) —o(j) o) —a(j) .
j};[:l — j<i’]1:[]€’i:l - j};[:k = - sign(7)

= sign(o) - sign(7) = —sign(o).

Korollar 4.10. Es gilt:

(i) Ist o0 € S,, Produkt von m Transpositionen, dann

sign(o) = (=1)™.

(ii) Ist o ein r-Zyklus, dann ist sign(o) = (—1)".

Beweis. Zu (i): Dies ist nun trivial.
Zu (ii): Ist o = (j1,... ,jr) € Sp, dann gilt
(155 0r) = U1,J2) © (J2, 43) © . © (Jr—1, Jr)-
Die Behauptung folgt nun aus (i). O
Korollar 4.11. Die Abbildung
sign: S,, — {1,—1}, o~ sign(o)
ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis. Wir miissen fiir alle o, 7 € S,
sign(o o m) = sign(o)sign(m).
zeigen. Aus 4.6 folgt, dass
0=T10...0T, T =Tpt10...0Tpy,
mit Transpositionen 7;. Wegen 4.9 gilt
sign(o) - sign(m) = (—=1)"(—=1)" " = (—1)™ = sign(o o 7).

Definition 4.12. Die Menge
A, ={o € S,:sign(o) =1}

der geraden Permutationen heifit die alternierende Gruppe n-ten Grades.
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Bemerkung 4.13. Es gilt:

(i) A, ist ein Normalteiler von S,,, da A, der Kern eines Gruppenhomomor-
phismus ist.
(ii) Fir n > 1 gilt S,,/A, = {1, —1}. Daher folgt

S, A =2, ord(A,) = %n!.

5. Auflésbare Gruppen

Definition 5.1. Sei G eine Gruppe. Eine Kette von Untergruppen
G=Gy2G 222G, ={e}

von G heifit Normalrethe von G, wenn G;, < G; fiir i« = 0,...,n — 1 ist. Die
Faktorgruppen G;/G;.; heilen die Faktoren der Normalreihe. G heiit auflosbar,
wenn G eine Normalreihe mit abelschen Faktoren besitzt.
Beispiel 5.2. Es gilt:
(i) Jede abelsche Gruppe ist auflosbar.
(ii) Besitzt eine nicht abelsche Gruppe keine Normalteiler, so ist sie nicht
auflosbar.
(iii) Jede endliche p-Gruppe ist nach 3.16 auflosbar.
Definition 5.3. Sei G eine Gruppe. Fiir a,b € G heifit [a,b] = aba 1b~' der Kom-
mutator von a,b. Sei
G,G] = ([a,b]: a,b e G) CG
die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe von G. Sie heifit die Kommuta-
torgruppe von G (G ist abelsch genau dann, wenn [G, G] = {e}).
Bemerkung 5.4. Sei GG eine Gruppe. Dann gilt:
(i) [G, G] besteht aus endlichen Produkten von Kommutatoren aus G.
(i) [G,G]<G.
(iii) G/|G, G| ist abelsch.
(iv) Ist H <G mit G/H abelsch, dann gilt [G,G] C H.
Beweis. (i), (ii) und (iii) rechnet man leicht nach (Ubungsaufgabe).

Zu (iv): Seien a,b € G. Dann gilt o 'b"'H = b 'a 'H, da G/H abelsch ist.
Daher [a,b] = aba 'b~' € H und insgesamt folgt die Behauptung. O

Definition 5.5. Sei G eine Gruppe. Wir definieren induktiv
GO =G und GV = [¢W,GY).

Die Gruppe G heifit die i-te iterierte Kommutatorgruppe von G.
Bemerkung 5.6. Wegen 5.4 gilt:

i))G=GO OGN D...D0GW D ...

(i) GO+D o G,

(iii) G®/GUE+) ist abelsch.
Satz 5.7. Eine Gruppe G ist genau dann auflésbar, wenn ein n € N existiert mit

G = {e}.
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Beweis. Sei G™ = {e} fiir ein n € N. Dann ist
G =agWo 2@(1) D ...Qg(n) = {e}

wegen 5.6 eine Normalreihe mit abelschen Faktoren. Also ist G' auflosbar.
Sei nun G auflésbar und

G=G,2G D 2G,={e}

die zugehorige Normalreihe mit abelschen Faktoren. Wir zeigen per Induktion, dass
G C G, fiir alle i gilt. Dann ist G™ = {e}.

Fiir i = 0 ist G = G = G,. Sei nun 7 > 0 und G® C G, bereits bewiesen. Da
G;/Gi.1 abelsch ist, folgt aus 5.4, dass [G;, G;] C G;41. Dann

G =[GW,GY] C [G;,G] C Gipy.

Satz 5.8. Sei GG eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Dann gilt:

(i) Ist G auflosbar, so ist auch H auflosbar.
(ii) Gilt H <G, dann ist G genau dann auflosbar, wenn H und G/H auflésbar
sind.

Beweis. Sei G auflssbar. Dann existiert wegen 5.7 ein n € N mit G®™ = {e}. Da
H® C GO gilt H™ = {e} und daher ist H auflésbar. Dies zeigt (i).
Sei nun H ein Normalteiler und

e:G—G/H
der kanonische Epimorphismus. Durch eine Induktion folgt
(G/H)Y =2(GY)

fiir alle i. Dann ist (G/H)™ = {e} und auch G/H ist auflésbar.

Sei nun H <G und H, G/H auflssbar. Dann existiert ein n mit H™ = {e} und
(G/H)™ = {e}. Da

e(GM) = (G/H)™ = {e},
gilt G™ C H. Dann ist G®" C H™ = {e}. Somit ist auch G auflésbar. O
Lemma 5.9. Sei GG eine endliche abelsche Gruppe. Dann existiert eine Normalreihe
G=G,2G D 2G,={e}

mit zyklischen Faktoren G;/G, 1 (mit einer Potenz einer Primzahl als Ordnung).

Beweis. Nach dem Hauptsatz fiir abelsche Gruppen hat G o.E. die Gestalt
G =& Z/(p;')

mit Primzahlen pq,...,p, und sq,...,s, € N. Definiere
Gj = &2/ (v]).

Dann ist
G=Gy2G 222G, ={e}
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und

Gi/Gin =7/ (p,)" )
ist zyklisch (mit einer Potenz einer Primzahl als Ordnung). Dies war zu zeigen. [
Satz 5.10. Sei G eine endliche auflésbare Gruppe. Dann ldsst sich jede Normalreihe

mit abelschen Faktoren zu einer Normalreihe mit zyklischen Faktoren (mit einer
Potenz einer Primzahl als Ordnung) verfeinern.

Beweis. Sei

G=G,2G D 2G,={e}
die vorgegebene Normalreihe mit abelschen Faktoren. Da G;/G;,; abelsch ist, exi-
stiert nach 5.9 eine Normalreihe

Gi/Gii1=Gip DD Gy = {e}
mit zyklischen Faktoren (mit einer Potenz einer Primzahl als Ordnung). Sei
e: Gy — Gi/Giq

der kanonische Epimorphismus. Definiere G; ; = e7'(G; ;) fiir j = 0,... , n;. Beachte,
dass wegen Kapitel 1, 2.8 stets G; ;11 <G, ; gilt. Dann ist

Gij/Giji1 = (Gij/Git1)/(Gijir/Gi) = Gig/Gijn
zyklisch (mit einer Potenz einer Primzahl als Ordnung). Ferner G110 = Git1 = Gin,
und daher ist

G=Gy=Gi102G112...2G 1 =Gy =Gy ...

eine Normalreihe von G mit zyklischen Faktoren (mit einer Potenz einer Primzahl
als Ordnung). O

Satz 5.11. Sei n € N. Dann gilt:

(iig [A,, A,] = A, fiir n > 5.
) [An, Ay] = {id} fiir n = 2, 3.
)

Beweis. Zu (i): Da A, < S, und S, /A, abelsch, folgt aus 5.4 [S,,S,] C A,. Da
Ay = {id} folgt direkt [Sy,So] = A,. Die Gruppe A, wird fiir n > 3 von allen

3-Zyklen erzeugt (Ubungsaufgabe). Sei nun (i, j, k) € A, ein solcher Zyklus. Dann
ist

(i,5,k) = (i, k) (5, k) (6, &) =" (5, k) ™" = [(i, k), (J, k)] € [Sh, Snl.
Daher gilt A,, C [S,, S,] und somit A, = [S,, Sy
Zu (ii): Wihle paarweise verschiedene Zahlen i, j, k,I,m € {1,... ,n}. Dann gilt
(i, 5, k) = [(2,5,1), (i, k,m)] € [An, An].
Es folgt A, C [A,, A,] und somit A, = [A,, A,].
Zu (iii): Die Gruppen A, = {id} und A3 = {id, (1,2, 3),(1,3,2)} = ((1,2,3)) =
Z/(3) sind beide abelsch und daher ist der Kommutator trivial.
Zu (iv): Dies folgt durch eine direkte Rechnung (Ubungsaufgabe).

U
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Korollar 5.12. S, ist auflésbar genau dann, wenn n < 4.

Beweis. Die Behauptung folgt aus 5.7 und 5.11.



KAPITEL 5

Anwendungen der Galoistheorie

1. Der Fundamentalsatz der Algebra

Bemerkung 1.1. Folgende Eigenschaften des Korpers R werden in diesem Ab-
schnitt benutzt:

(i) Jedes Polynom f € R[X] ungeraden Grades hat eine Nullstelle in R.
(ii) Jedes a € R mit a > 0 hat eine Quadratwurzel. Hieraus folgt, dass jedes
z € C eine Quadratwurzel besitzt.

Die Aussagen iiber die reellen Zahlen lassen sich leicht mit dem Zwischenwertsatz
beweisen. Eine Gleichung z = x + iy = (a + ib)? fiihrt zu
1 1

1 1
02:§$i§ x2+y2undb2:—§x:t§ 1'2+y2

und dies ist 16sbar.

Satz 1.2. (Gauf) Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Sei a algebraisch {iber C. Wir miissen zeigen, dass a € C gilt. Dies beweist
die Behauptung.
Sei L = C(a). Da [C: R] =2 und [L : C] < oo folgt, dass [L : R] < co. Daher ist
a auch algebraisch iiber R. Sei ¢ € R[X] das Minimalpolynom von a iiber R. Sei K
der Zerfillungskorper von (X? + 1) - g. Dann ist K/R eine Galoiserweiterung, da R
vollkommen ist, und C C K. Wir zeigen, dass K = C gilt und hieraus folgt a € C.
Behauptung: G(K/R) ist eine 2-Gruppe. Da [C : R] = 2, gilt

2|[K : K] = ord(G(K/R)).

Sei H eine 2-Sylowuntergruppe von G(K/R) und M = K. Dann ist H = G(K/M)
und es folgt
[K:R]  ord(G(K/R))  ord(G(K/R))
[K:M]  ord(G(K/M))  ord(H)
Nun ist [G(K/R) : H| ungerade, weil H eine 2-Sylowuntergruppe von G(K/R) ist.
Somit ist [M : R] ungerade.

Nach dem Satz vom primitiven Element (Kapitel 3, 5.18) existiert ein z € M mit
M =R(x). Sei f € R[X] das Minimalpolynom von z iiber R. Dann ist deg(f) = [M :

R] ungerade, besitzt also eine Nullstelle in R. Da f irreduzibel ist, muss deg(f) = 1
gelten. Also M = R. Daher

(M :R] =

= [G(K/R) : H].

H = G(K/M) = G(K/R)
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und G(K/R) ist eine 2-Gruppe. Sei [K : R] = ord(G(K/R)) = 2™ fiir ein n > 1. Es
ist G(K/C) C G(K/R) und

ord(G(K/C)) = [K : C] = [K : R]/[C : R] = 2" 1.
Angenommen es gilt n > 1. Dann gibt es nach dem 1. Satz von Sylow eine Unter-
gruppe I' C G(K/C) mit ord(T") = 2"~2. Dann folgt
[K":C] = [K :Q/[K : K] = ord(G(K/C))/ord (T) = 2.

Wieder nach dem Satz vom primitiven Element existiert ein b € KT mit KT =
C(b). Sei h € C[X] das Minimalpolynom von b iiber C. Dann ist A irreduzibel und
deg(h) = 2. Ist h = X? +pX +¢ mit p, ¢ € C, dann existieren hierfiir die Nullstellen

2
—gi\/%—qec

Daher ist h reduzibel. Dies ist ein Widerspruch und es muss n = 1 gelten. Dies
bedeutet [K : C] =1 und
K =C.

2. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Sei M C C. In diesem Abschnitt sind wir an ” Konstruktionsproblemen mit Zirkel
und Lineal” interessiert. Sei

(i) G(M) die Menge aller Geraden g, die zwei verschiedene Punkte 2y, 2, € M
enthalten. Wir schreiben hierfiir ¢ = g(2q, 21). Es gilt

g(z0,21) = {20 +7(21 — 20): 7 € R}.

(ii) K(M) die Menge aller Kreise k£ mit Mittelpunkt 2, € M und Radius
r = |z; — 2o fiir zwei verschiedene Punkte z1, 2o € M. Ein Kreis wird mit
k = k(zo, 21, 29) bezeichnet. Es gilt

k(ZO,Zl,ZQ) = {Z e C: |Z - Zo| = |Zl — ZQ|}

Wir nehmen an, dass wir jede Gerade aus G(M) und jeden Kreis aus K (M) kon-
struieren kénnen. Durch folgende elementare Konstruktionsschritte lassen sich neue
Punkte gewinnen:

(i) Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden aus G(M).

(ii) Schnittpunkte einer Geraden aus G(M) und eines Kreises aus K(M).

(iii) Schnittpunkte zweier verschiedener Kreise aus K(M).
Definition 2.1. Sei M/ C C. Dann ist Kon(M) die Menge der Punkte z € C mit der
Eigenschaft, dass eine Kette M = M, C M; C --- C M, existiert, so dass z € M,
und M, entsteht aus M; ; durch Hinzunahme der Punkte, die aus M, ; durch einen
elementaren Konstruktionsschritt gewonnen werden. Kon (M) heifit die aus M durch
Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte.

Im Folgenden wollen wir stets 0,1 € M annehmen.
Bemerkung 2.2. Es gilt:



2. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL 85

(i) Kon(Kon(M)) = Kon(M).

(ii) Mit z € Kon(M) ist auch |z|] € Kon(AM), da |z| der Schnittpunkt der
Geraden ¢(0, 1) mit dem Kreis k(0, 0, z) ist. Ferner ist 771 als Schnittpunks
von ¢(0,z) und £(0,0, 1) konstruierbar.

(iii) Ist g(20,21) eine Gerade aus G(M). Dann ist die orthogonale Gerade ¢'
durch z € g(zp, z1) N Kon(M) konstruierbar. O. E. sei z = zy. Die Gerade
g(z0, 21) schneidet den Kreis k(z, 2, 21) in zwei Punkten 2, z]. Die Kreise
k(z1,21,21) und k(21, 21, 21) schneiden sich in einem Punkt w. Die Gerade
¢' ist dann gerade g(zg, w).

Satz 2.3. Sei M C C mit 0,1 € M. Dann ist Kon(M) ein Zwischenkérper von
C/QM UM) mit M ={z€ M: z€ M}.

Beweis. Wir zeigen:

(i) 21,22 € Kon(M) = 21 + 2o € Kon(M).
(ii) z € Kon(M) = —z € Kon(M).
(111) 21,22 € KOD(M) = 2129 € KOH(M)
(iv) z € Kon(M),z # 0 = z=! € Kon(M).

(v) z € Kon(M) = Z € Kon(M).

Aus (i)-(iv) folgt, dass Kon(M) ein Korper ist. Dieser muss Q enthalten: Aus 1 €
Kon(M) folgt n € Kon(AM) fiir alle n € N. Dann ist aber auch —n € Kon(M) und
schliefilich £ € Kon(M) fiir alle p, ¢ € Z. Durch (v) wird bewiesen, dass QMUM) C
Kon(M) (Die folgenden Beweise sollten man sich durch Skizzen verdeutlichen).

Zu (i): Die Kreise k(z1,0,25) und k(z9,0,21) schneiden sich in z; + 25 (Dies
entspricht der Vektoraddition). Daher ist 2, + 2, € Kon(M).

Zu (ii): Die Gerade ¢(0, z) und der Kreis £(0, 0, z) schneiden sich in —z. Daher
ist —z € Kon(M).

Zu (iii): O.E. gilt z; # 0 und 25 # 0. Es ist 2125 = 21%|22|. Daher reicht es, die
beiden Fille |25] = 1 und 2, € R" zu betrachten.

Sei |z5| = 1. Die Gerade ¢(0, z;) und der Kreis k(0,0, 1) schneiden sich in dem
Punkt 2. Der Kreis k(2-,1,25) und der Kreis k(0,0,1) schneiden sich in 2

1 z1]?
Schliesslic‘h schneiden sic|h ‘die Gerade ¢(0, ﬁ@) und der Kreis k(0,0,z;) in dem
Punkt zz,.

Sei nun 2z, € R". Wir unterscheiden wieder zwei Fille. Der erste Fall ist z; €
R*. Mit Hilfe von 2.2 (iii) ldsst sich die Figur eines Strahlensatzes konstruieren:
Betrachte die Punkte 1,2, auf der Geraden g¢(1, 25). Dann wird (die Lénge) z; auf
der senkrechten Geraden zu g(1, z9) durch 1 abgetragen und man erhélt einen Punkt
z3. Als néchstes wird eine Gerade durch 0 und 23 gezogen. Schliesslich wird eine
senkrechte Gerade zu ¢(1, z3) durch z, abgetragen um einen weiteren Punkt z4 zu
erhalten. Man erhélt dann direkt, dass z;2o € Kon(M) gilt, da dies die Linge der
Strecke zwischen z, und z4 ist.

Ist z; beliebig, dann ist |z;| und somit nach dem bisher bewiesenen |z;|z5 kon-
struierbar. Aber z;2, ist der Schnittpunkt des Kreises k(0, 0, |21]22) mit der Geraden
g(0, z1), also auch konstruierbar.
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Zu (iv): Es ist 27 = ()7'|2["". Da mit 2 auch % und [z| konstruierbar sind,
reicht es wieder die Félle |z| =1 und z € R" zu betrachten.

Sei |z| = 1. Der Kreis k(0,0, 1) und der Kreis k(1, 1, z) schneiden sich in 2! und
dies zeigt die Behauptung.

Sei z € R". Dies behandelt man wieder mit einer geeigneten Anwendung des
Strahlensatzes: Betrachte die Gerade durch 1, z. Dann wird (die Linge) 1 auf der
senkrechten Gerade zu g(1, z) durch den Punkt z abgetragen und eine Gerade durch
0 und dem neu konstruierten Punkt gezogen. Schliesslich wird eine senkrechte Gerade
zu g(1, z3) durch 1 abgetragen um einen weiteren Punkt 2’ zu erhalten. Die Linge
der Strecke zwischen 1 und 2’ ist 2~! und daher gilt z~! € Kon(M).

Zu (v): Der Kreis k(z, 1, z) schneidet die Gerade ¢(1,0) in 1 und einem weiteren
Punkt 2’. Dann ist Z Schnittpunkt der Kreise k(1,1, z) und k(Z, 1, z) (Dies ist eine
Spiegelung von z an ¢(1,0)). O

Satz 2.4. Sei M C C mit 0,1 € M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) z € Kon(M).
(ii) Es existiert eine Kérperkette QM UM) = Ly C L, C --- C L,,, € C mit
z2€Lpund [L;: L; |=2firi=1,... ,m.
(iii) Sei L der Zerfillungskorper des Minimalpolynoms von z iiber Q(M U M).
Dann ist [L : Q(M U M)] eine Potenz von 2.

Korollar 2.5. Sei M C C mit 0,1 € M, 2 € Kon(M) und f das Minimalpolynom
von z iiber Q(M U M). Dann ist deg(f) eine Potenz von 2.

Beweis. Sei L der Zerfillungskérper von f. Dann gilt deg(f)|[L : Q(M U M)], da
deg(f) = [Q(M U M)(2) : Q(M U M)].
Dies und 2.4 beweisen die Behauptung. O

Beispiele 2.6. Durch die bisherigen Ergebnisse lésst sich bereits die Unlésbarkeit
einiger klassischer Konstruktionsprobleme beweisen.

(i) (Quadratur des Kreises) Die Quadratur des Kreises ist nicht méglich, d.h.
es ist nicht moglich zu einem gegebenen Kreis (Mittelpunkt und Radius)
ein flichengleiches Quadrat mit Zirkel und Lineal zu konstruieren: Wir
nehmen an, dass der Kreis den Mittelpunkt 0 und den Radius 1 hat. Sein
Fldcheninhalt ist dann 7. Ein flichengleiches Quadrat hat die Kantenldnge
V7. Sei M = {0,1}. Dann gilt Q(M U M) = Q. Es ist zu entscheiden, ob
V/m € Kon(M) gilt. Nach 2.4 ist Kon(M)/Q algebraisch. Aber /7 ist
transzendent iiber Q. Also ist die Quadratur des Kreises nicht moglich.

(ii) (Delische Problem der Wiirfelverdoppelung) Es ist nicht moglich zu einem
gegebenen Wiirfel einen Wiirfel mit dem doppelten Volumen mit Zirkel und
Lineal zu konstruieren: Der vorgegebene Wiirfel besitze die Kantenldnge
1. Sei wieder M = {0,1}. Ein Wiirfel mit doppelten Volumen hat die
Kantenlinge v/2. Das Minimalpolynom von /2 ist X? — 2 und hat den
Grad 3. Also ist die Wiirfelverdoppelung nach 2.5 nicht moglich.
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(iii) (Dreiteilung eines Winkels) Im Allgemeinen ist es nicht moglich einen vor-
gegebenen Winkel mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile zu zerlegen:
Ein Winkel ist durch einen Punkt z € C mit |z] = 1 gegeben. Wir zeigen,
dass es 7. B. nicht moglich ist, den 60°-Winkel dreizuteilen. Sei M = {0, 1}.
Der 60°-Winkel ist aus M als Schnittpunkt des Einheitskreises £(0,0,1)
und k(1,0,1) elementar konstruierbar. Wére der 20°-Winkel konstruier-
bar, so miisste der Punkt cos(20°) 44 sin(20°) in Kon(M) liegen. Dann gilt
aber auch ¢ = 2c0s(20°) € Kon(M). Wir zeigen, dass ¢ das Minimalpoly-
nom f = X? —3X — 1 € Q[X] hat. Dies ist dann ein Widerspruch. f ist
irreduzibel wegen der Reduktionsmethode nach 2 und dem Satz von Gau$.
Es gilt
¢® —3c—1=8cos*(20°) — 6.cos(20°) — 1
= 2(4cos*(20°) — 3 ¢c0s(20°)) — 1 = 2cos(60°) — 1 =0,
da 4 cos®(20°) — 3 cos(20°) = cos(3z) (Additionstheoreme verwenden) und
2c0s(60°) — 1 = 0. Dies zeigt die Behauptung.
Bevor wir 2.4 beweisen, stellen wir einige Hilfsmittel zusammen.
Satz 2.7. Sei M C Cmit 0,1 € M und 2z € Kon(M). Dann ist auch \/z € Kon(M).

Beweis. O.E. ist z # 0. Mit z ist auch |z] und £ ein Element von Kon(M). Ferner
ist \/z =, /{5 - V/|2|- Daher reicht es, die Félle |2| = 1 und z € R zu betrachten.

Sei |z| = 1. Dann ist /z = ﬁi; (ausrechnen). Diese Zahl ist konstruierbar, denn

mit z,1 € Kon(M) folgt 1 + 2 € Kon(M) und schliesslich /2 € Kon(M).

Sei z € R*. Es ist 2 oder % grofler oder gleich 1. Ist eine der beiden Wurzeln
konstruierbar, dann auch die andere, da Kon(M) ein Kérper ist. Also kénnen wir
o.E. annehmen, dass z > 1 (z = 1 ist trivial). Beachte, dass % € Kon(M).

Der Kreis k(3,0,%) schneidet die senkrechte Gerade zu der Geraden ¢(0, z) im
Punkt 1 in einem Punkt 2’ = 1 + dy. Daher 2’ € Kon(M) und |2'| = /1 + y2. Nun
liegt 2" auf dem obigen Kreis und es gilt

Z\9 Z\92 2 Z\9 2
) =(1-= =1- — )
Cr=0-2p gt =124 (P +y

Daher z =1+ 4% und /z = || € Kon(M). O
Lemma 2.8. Sei M C C mit 0,1 € M. Dann gilt QM U M) = Q(M U M).

Beweis. Sei [ = Q(M U M). Dann ist L = {z € C: 7 € L} wieder ein Kérper mit

Q,M,M C L. Daher L C L. Nun gilt L C L = L und somit folgt die Behauptung.
O

Lemma 2.9. Sei L C C ein Teilkérper mit L = L. Dann gilt:

(i) Der Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden aus G(L) ist in L enthal-
ten.

(ii) Die Schnittpunkte einer Geraden aus G(L) mit einem Kreis aus K (L) sind
in L(y/w) fiir ein w € L enthalten.
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(iii) Die Schnittpunkte zweier verschiedener Geraden aus K (L) sind in L(y/w)
fiir ein w € L enthalten.

Beweis. Zu (i): Sei z Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden. Beachte, dass mit
q,q¢ € L auch ¢ — ¢’ € L gilt. Daher existieren

20 = Ty + 1Yo, 21 =T1+iy;, wo= Ty + iy, w;=xy+1iy; € L.
und 7, s € R mit
z =z + 12 = z) + 52.
Zerlegt man dies in Realteil und Imaginérteil, so erhélt man ein lineares Gleichungs-
system in r und s
To + rT) = T) + ST
o + riy; = iyy + Siy;.
in dem wegen L = L die Koeffizienten x, 71, 2}, 2}, ivo, iy1, iy}, iy} alle Elemente von
L sind. Dieses Gleichungssystem ist losbar, also muss die Losung auch in L liegen.
Zu (ii): Die Gerade sei durch {zo+rz;: r € R} mit zg = zg+iyo, 21 = z1+iy; € L
gegeben und der Kreis durch k(wy, wy, we) mit wy = z{, + iy}, wy, wy € L. Beachte,

dass [? = |w; — ws|? auch ein Element von L ist. Sei z ein Schnittpunkt der Geraden
und des Kreises. Dann ist z = 2y + rz; fiir ein r € R. Es gilt die Kreisbedingung

(ray + @0 — a5)” — (r(iyn) + (iyo) — (igg))” = I*.
Dies ist eine lineare oder quadratische Gleichung in r und auch hier sind wieder alle

Koeffizienten Elemente von L. Im ersten Fall folgt » € L und daher z € L. Man
kann w = 1 setzen. Im zweiten Fall gilt eine Gleichung der Form

r? 4+ pr+q¢=0mit p,q € L.

P p?
— T4,/
TTre VY 1

Mit w = % — q folgt, dass alle Schnittpunkte der Geraden und des Kreises in L(y/w)
enthalten sind.

Zu (iii): Mit z = z + 7y und analog zur Bezeichnung in (i) und (ii) erfiille z zwei
Kreisgleichungen der Form

Dann ist

(x — 20)* — (iy —iyo)®> =18
(& —25)* = (iy — iyy)* = (rp)*
mit xg, Ty, 1Yo, 1Yy, Ta, (ry)? € L. Durch eine Differenzbildung erhélt man
ax + b(iy) = ¢ mit a,b,c¢ € L und (a,b) # (0,0),

da dies nach Voraussetzung verschiedene Kreise sind, die sich schneiden. Die letz-
te Gleichung beschreibt eine Gerade aus G(L) und z ist ein Schnittpunkt dieser
Geraden mit den Kreisen. Aus (ii) folgt dann die Behauptung. O

Lemma 2.10. Sei L/K eine Korpererweiterung mit [L : K] = 2. Dann existiert ein
a € L mit a*> € K und L = K (a).
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Beweis. Es existiert ein b € L\ K mit L = K(b). Ist f € K[X] das Minimalpolynom
von b, so gilt deg(f) = 2. Daher ist f = X? 4+ pX + ¢ mit p,q € K. Dann ist aber

b:—§+\/”£—qoderb:—§—\/§—q. Seia:\/%—q. Dann ist K (a) = K (b)

und a® € K. O
Lemma 2.11. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung mit L = K(ay, ... ,an)
und L der algebraische Abschluss von L. Seien oy, ... , 0, die paarweise verschiede-

nen K-Homomorphismen von L nach L. Definiere
L'=K(oi(a;):i=1,...,nund j =1,...,m).
Dann gilt:

(i) L'/L ist eine endliche Korpererweiterung.
(ii) L'/K ist eine normale Korpererweiterung.

Beweis. Sei f; € K[X] das Minimalpolynom von q; tiber K fiir i = 1,...,m. Sei
M C L = K ein Zerfallungskorper der fi, ..., f,,. Dann ist M/K normal und M/L
endlich. Wir zeigen M = L'.

Es gilt f7* = f;, da 0; ein K-Homomorphismus ist. Ferner ist 0;(a;) wieder eine
Nullstelle von f;. Daher gilt L' C M.

Ist nun @ € M eine Nullstelle von einem f;. Dann kénnen wir einen K-Homomor-
phismus o : L — L' finden mit 0’(a;) = a (siehe Kapitel 3, 3.4). o induziert eine

Abbildung von L nach L und es gilt a € L'. Insgesamt folgt L' = M. O

Beweis. (von 2.4) (i) = (ii): Sei z € Kon(M). Dann existiert eine Kette
M=M,C---C My,
von Teilmengen von C und M; entsteht aus M;_; durch Hinzunahme der Elemen-

te, die aus einem elementaren Konstruktionsschritt gewonnen werden kénnen. Wir
beweisen durch eine Induktion nach ¢, dass eine Korperkette

Lo=Q(M; UM;) C L C--C Lyy1 C Ly

existiert mit [L2j+2 : L2j+1] S 2, [L2j+1 : L2]] S 2 und L2j+2 = L2j+2 fur] ==
0,...,%, so dass M; C Lg; o gilt. Sei nun die Aussage fiir © — 1 bewiesen. Sind
2o und z; diejenigen Elemente mit M; = M; ; U {zp, 2} (im Falle eines Elements
einfach zg = 2z; setzen), so folgt aus 2.9,_dass immer ein w € Lo; existiert mit
20,21 € Lo;(y/w). Beachte, dass auch W € Lo; = Ly;. Definiere Lo 11 = Lo;(y/w) und
L2i+2 = Lgi(\/@, \/ﬁ) Dann gllt
[Loivo : Loiy1] <2, [Loiyo : Loip1] <2, Lojto = Lojjo.
Ferner M; C Lo; o. Fiir i = m erhélt man schliesslich (ii), wenn man noch diejenigen
L; mit L; = L;_; entfernt.
(i) = (iii): Sei
QMUM)=ILyCLiC---CLy,CC
die Korperkette mit z € L,, und [L; : L;_y] = 2 fiir i = 2,...,m. Nach 2.10
existieren Elemente a; € L; mit L; = L;_{(a;) und a? € L;_;. Also entsteht L,, =
Lo(ay, ... ,an) durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln aus L.
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Konstruiere zu der endlichen Korpererweiterung L,,/Ly die Erweiterung L'/ L,
aus 2.11. Sind o4, ... , 0, die paarweise verschiedenen K-Homomorphismen von L,
nach L,, C C. Dann ist L' = Ly(oy(a;): i =1,...,nund j = 1,... ,m). Definiere
My mm = Ly und

Mk,l = Lg(ai(aj): 1 S l S kund 1 S] S l)
firk=1,... ,nund l=1,... ,m. Fiir [ > 1 ist My; = My, 1(0%(a;)) mit ox(a;)* €
My, 1. Ausserdem ist My = My n(0ox(ar)) mit ox(ar1)* € My,_1 m. Daher

[Mk,l : Mk’lfl] =2 und [Mk,l . Mkfl,m] =2

fiir die entsprechenden k,[. Dann ist

[L': L] = HH[Mk,l t M) - H[Mk,l t M1 ]
k=1 1=2 k=1
eine Potenz von 2. Beachte, dass L'/Ly normal und daher eine Galoiserweiterung
ist.

Ist nun L der Zerfillungskorper des Minimalpolynoms von z € L,, C L', dann
gilt L C L', da L'/Ly normal. Da [L : Ly]|[L' : L], ist auch [L : Ly] eine Potenz von
2 und dies war zu zeigen. o

(iii) = (i): Die Korpererweiterung L/Q(M U M) ist eine Galoiserweiterung und
die Galoisgruppe G' = G(L/Q(M U M)) hat als Ordnung eine Potenz von 2. Daher
ist G eine 2-Gruppe und auflésbar. Nach Kapitel 4, 3.16 lisst sich eine Kette von
Normalteilern

G=GyD-- DGy ={e}
finden mit G, /G, 1 = 7 /27 zyklisch. Sei K; = LY. Dann entspricht die Normalreihe
einer Kette von Zwischenkorpern

L=K,2 -2 Ky=QMUM)
mit
[L . Ki—l] . OI'd(G(L/Kl_l)) . OI'd(Gi_l)
[L:K;]  ord(G(L/K;)) — ord(G;)

Nach 2.10 ist K; = K; 1(a;) mit a? € K; ;. Wir zeigen per Induktion nach i, dass
K; C Kon(M) gilt. Fiir i = 0 ist dies trivial, also sei i > 0. Daa? € K; ; C Kon(M).
ist nach 2.7 auch a; € Kon(M). Dann ist aber K; = K;_1(a;) C Kon(M).

Somit ist z € K, C Kon(M). O

[Kz : Kifl] = = 2.

3. Einheitswurzeln

In diesem Abschnitt fixieren wir einen Kérper K sowie einen algebraischen Ab-
schluss K von K.

Definition 3.1. Sei n € N\ {0}. Ein Element ¢ € K heifit n-te Einheitswurzel,
wenn ¢ Nullstelle des Polynoms X" — 1 € K[X] ist. E,(K) sei die Menge der n-ten
Einheitswurzeln und K, der Zerfallungskorper von X" — 1.

Bemerkung 3.2. Beachte:
(i) Gilt char(K) fn, dann ist dass Polynom X™ — 1 separabel.
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(ii) E,(K) C K* ist eine Gruppe, da mit a,b € E,(K) auch ab™' € E,(K)
gilt.
Satz 3.3. Sei n € N\ {0} und char(K) fn. Dann gilt:
(i) K,/K ist eine Galoiserweiterung.
(ii) E,(K,) ist zyklisch von der Ordnung n.

Beweis. Zu (i): Siehe Kapitel 3, 5.9.

Zu (ii): Siehe Kapitel 3, 5.17. O
Definition 3.4. Ein Element ¢ € E,(K,) heifit primitive n-te Finheitswurzel, wenn
En(Kn) = () =A{1,...,¢" '}

Beispiel 3.5. Sei K = C und n = 4. Dann ist Ey = {£1,4i} und 4 sind die
primitiven 4-ten Einheitswurzeln.

Definition 3.6. Sei n € N\ {0}. Die Abbildung
©: N\ {0} = N, ne pn)=ord((Z/nZ)*)
heifit die Eulersche ¢-Funktion. Hierbei ist (Z/nZ)* die Einheitengruppe von Z/nZ.
Bemerkung 3.7. Es gilt
(Z/nZ)* ={a+nZ € Z/nZ: ggT(a,n) =1}
und daher
en)={ae{0,... ,n—1}: ggT(a,n) = 1}|.
Lemma 3.8. Es gilt:

(i) Fiir teilerfremde Zahlen m,n € N ist p(mn) = ¢(m)p(n).
(ii) Sei » € N mit Primfaktorzerlegung n = [[,_, p;’ und s; > 1. Dann ist

p(n) =TTizs (i — Dpj "
Beweis. Zu (i): Nach dem Chinesischen Restsatz existiert ein Ringisomorphismus
Z/mnZ — L]/mZ x Z/nZ.
Dieser induziert dann einen Isomorphismus
(Z)mnZ)" — (Z]/mZ)* x (Z/nZ)".

Dies beweist (i).
Zu (ii): Sei p eine Primzahl und s > 1. Die Elemente a € N mit 0 < a < p°® und
ggT(a,p) # 1 sind von der Form

0-p,1-p,...,(p" = Dp.
—p*~' = (p—1)p*". Dies und (i) zeigen (ii). O

S

Dabher ist p(p°®) =p

Satz 3.9. Sei n € N. Ein Element @ = a + Z erzeugt die additive zyklische Gruppe
Z/nZ genau dann, wenn a € (Z/nZ)*. Ist n # 0, so enthélt Z/nZ genau ¢(n)
Elemente, die Z/nZ als zyklische Gruppe erzeugen.

Beweis. Ein Element @ erzeugt Z/nZ genau dann, wenn 1 € (a). Dies ist genau
dann der Fall, wenn ein r € 7Z existiert mit 1 = ra = 7a. Letzteres ist dquivalent zu
a€(Z/nZ)". O
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Korollar 3.10. Sei n € N\ {0} mit char(K) fn. Dann gilt:

(i) K, enthilt genau ¢(n) primitive n-te Einheitswurzeln.

(ii) Sei ¢ € E,(K,) eine primitive Einheitswurzel. Dann ist (" fiir ein r € Z
genau dann eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn r + nZ € (Z/nZ)*,
d.h. ggT(r,n) = 1.

Beweis. Zu (i): Nach 3.3 ist E,(K,) =2 Z/nZ. Die Behauptung folgt dann aus 3.9.
Zu (ii): Ist ¢ € E,(K,) eine primitive Einheitswurzel, dann existiert der Isomor-
phismus

70T — E,(K,), T (.

Nun ist (" genau dann eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn 7 € (Z/nZ)*, also
ggT(r,n) =1. O

Satz 3.11. Sei n € N\ {0} mit char(K) fn. Dann gilt:

(i) Es gibt einen injektiven Gruppenhomomorphismus
G(K,/K) — (Z/nZ)".
(ii) K,/K ist eine (abelsche) Galoiserweiterung mit [K,, : Kl|p(n).

Beweis. Zu (i): Sei ¢ € K, eine n-te primitive Einheitswurzel. Ist 0 € G(K,/K),
dann gilt o(¢) = (™ fiir ein 1 < m < n, da o(¢) wieder eine Einheitswurzel und ¢
primitiv ist. Da o: E,(K,) — E,(K,) ein Automorphismus ist, folgt dass o(() eine
primitive n-te Einheitswurzel ist, d.h. ggT(m,n) = 1. Wir kénnen daher folgende
Abbildung definieren

a: G(K,/K) — (Z/nZ)*, o+ m+nZ

wobei m durch o(¢) = (™ gegeben wird (« ist wohldefiniert, da ¢ die Gruppe
E,(K,) = Z/nZ erzeugt). « ist trivialerweise ein Gruppenhomomorphismus. Ange-
nommen «(o) = 1+ nZ, d.h. 0(¢) = (. Dann ist 0 = id, da K,, = K(().

Zu (ii): K,/ K ist eine Galoiserweiterung (wegen (i) ist diese abelsch). Ferner gilt
(K, : K] = ord(G(K,/K))|ord(Z/nZ)* und ord(Z/nZ)* = ¢(n). O

Satz 3.12. Sei n € N\ {0}. Dann gilt [Q, : Q] = ¢(n).

Beweis. Aus 3.11 folgt direkt [Q,: Q] < ¢(n).

Sei nun ¢ € Q, eine n-te primitive Einheitswurzel und f das Minimalpolynom
von ¢ iiber Q. Da @, = Q(C), gilt deg(/) = [Q : Q.

Behauptung 1: Alle primitiven Einheitswurzeln sind Nullstellen von f. Dann
folgt [Qn: Q] > ¢(n) und somit der Satz.

Sei n € QQ, eine beliebige n-te primitive Einheitswurzel. Dann folgt n = (" mit
ggT(m,n) = 1.

Behauptung 2: Sei £ eine Einheitswurzel mit f(£) = 0 und p eine Primzahl mit
p /n. Dann ist f(£P) = 0. Hieraus folgt die 1. Behauptung, denn ist m = p;---p,
mit Primfaktoren p; fn, dann kann die 2. Behauptung induktiv angewendet werden.

Angenommen die 2. Behauptung wire falsch. Dann ist f(£P) # 0. Es ist X" —1 =
f(X)-h(X) mit h(X) € QX]. Da f normiert ist, ist auch A normiert und nach dem
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Lemma von GauB} gilt f(X),h(X) € Z[X]. Aus

0=(&")" =1 =r(E")h(&)
folgt nun h(£P) = 0. Dann ist aber £ eine Nullstelle von h(X?). Da f das Minimalpo-
lynom von £ war, ist dann hA(X?) = f(X)-¢(X) mit g(X) € Z[X]. Wir betrachten die

Reduktion modulo p. Hierbei sei fiir ein r(X) € Z[X] das Element r(X) € Z/pZ[X]
die entsprechende Restklassen. Dann folgt

F(X)g(X) = h(X?) = h(X)".

Dann haben aber f(X) und h(X) einen gemeinsamen Faktor. Dies ist ein Wider-
spruch, da
X" = 1= f(X)h(X)
separabel iiber Z/pZ ist. O
Korollar 3.13. Sei n € N\ {0}. Dann ist Q,/Q eine (abelsche) Galoiserweiterung
mit Galoisgruppe G(Q,/Q) = (Z/nZ)*.
Beweis. Dies folgt aus 3.11 und 3.12. U
Definition 3.14. Sei K ein Korper, n € N\ {0} mit char(K) fn und (i, ..., (om)
die primitiven n-ten Einheitswurzeln in K,,. Das Polynom
fo= (X =G) (X = Cpp)
heiit das n-te Kreisteilungspolynom (iiber K).
Satz 3.15. Sei n € N\ {0}. Dann gilt:
(i) deg(fn) = @(n).
(i) X* =1 =TTy, fa
(iii) Die Koeffizienten von f, sind von der Gestalt z -1 fiir z € Z, d.h. sie liegen
im Primring von K.

Beweis. Zu (i): Dies folgt direkt aus der Definition von f,,.

Zu (ii): Sei P; = {¢ € E,(K,): ord(¢) = d} fiir alle d € N mit d|n. Dann ist
E,(K,) die disjunkte Vereinigung der P; und es folgt

xr—1= ] &cd-0=]I[Ix-0=]]/
CEEL(Kn) dln CEPy d|n

Zu (iii): Sei P der Primring von K. Wir beweisen die Aussage durch eine Induk-
tion nach n. Der Fall n = 1 ist trivial, also sei n > 1. Dann ist

Xt"—1=fo [] fa
d|n,d#n
Sei g = [T, 4zn fa- Dann ist nach der Induktionsannahme g € P[X]. Teile X" — 1
durch g mit Rest in P[X], also

X"—1=qg+r
mit ¢,r € P[X] und deg(r) < deg(g). In K,[X] gilt dann
r=X"—1-4q9=fug—a9=(fo — a9
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Wegen deg(r) < deg(g) ist = 0 und somit f, = ¢ € P[X]. O
Beispiel 3.16. Sei p eine Primzahl. Dann gilt
XP—1=(X-1)(XP "+ + X +1).
Hierbei ist fi = X — 1 und f, = X?~'+---+ X + 1. Ferner ist
G(Q) = (Z/p2) 2 T/ (p~ ).
Bemerkung 3.17. Der Satz gibt eine Moglichkeit f,, induktiv zu berechnen, da

f= X" -1
" Hd|n,d;£nfd
Zum Beispiel ist f{ = X — 1 und f3 = X? + X + 1. Dann folgt
X9—1 X84 4+ X +1
= = =X+ X +1.
RS RIS CITS SNE) I G G AT

4. Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen

Zur Vereinfachung sei in diesem Abschnitt K stets ein Kérper mit char(K) = 0.
Dieser Abschnitt skizziert das Problem der Auflésbarkeit algebraischer Gleichungen.

Bemerkung 4.1. Eine Gleichung der Form
Xd—l—ad,le*l—i—---—l—ao =0

mit a; € K heifit eine algebraische Gleichung vom Grad d. Fiir algebraische Glei-
chungen vom Grad 2 sind Formeln zur Auflésung leicht herzuleiten. Auch fiir Glei-
chungen vom Grad 3 und 4 ist dies noch mdéglich (Stichwort: Cardanosche Formeln).
Fiir Gleichungen vom Grad > 5 ist dies i.a. nicht mehr moglich, wie wir sehen wer-
den.

Definition 4.2. Eine endliche Kérpererweiterung L/K heifit durch Radikale auf-
losbar (Radikalerweiterung), wenn es zu L einen Erweiterungskorper E sowie eine
Kette

K=FECE C---CE,=F

gibt, so dass E; 1 = E;(a;), wobei a; Nullstelle eines Polynoms der Form X™ —b; €
E;[X] fiir n; € N und b; € E; ist.
Bemerkung 4.3. Beachte, dass E/K separabel ist, da E;,/E; separabel fiir i =
0,...,m — 1. Dann ist auch L/K separabel.

Sei eine Radikalerweiterung vorgegeben. Dann ldsst a € FE,, sich darstellen als
a=3".¢j( "%/by)! mit ¢; € Ep_1. Jedes ¢; besitzt eine analoge Darstellung bzgl.

j
b1, usw. Die Elemente lassen sich also jeweils durch die Operationen +, —, -, /, i

gewinnen. Z. B. v/1 — v/5.

Definition 4.4. Eine endliche Kérpererweiterung heifit auflosbar, wenn eine Korper-
erweiterung £ D L existiert, so dass F/K eine endliche Galoiserweiterung mit
auflosbarer (im Sinne von Kapitel 4, 5.1) Galoisgruppe ist.
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Bemerkung 4.5. Eine endliche Galoiserweiterung L/K ist genau dann auflosbar,
wenn die Galoisgruppe G(L/K) auflosbar ist. Kann man L/K zu einer endlichen
Galoiserweiterung F/K mit auflésbarer Galoisgruppe vergrélern, so ist G(L/K) =
G(FE/K)/G(E/L) also Quotient einer auflésbaren Gruppe auflsbar.

Man kann nun zeigen, dass die beiden Auflésbarkeitkeitsbegriffe wie folgt zusam-
menhéngen.

Satz 4.6. Eine endliche Kérpererweiterung ist genau dann auflésbar, wenn sie durch
Radikale auflésbar ist.

Definition 4.7. Sei f € K[X] mit deg(f) > 0 und L ein Zerfillungskoérper von f.
Dann heifit f auflosbar bzw. durch Radikale auflosbar, wenn L/K auflésbar bzw.
durch Radikale aufésbar ist.

Korollar 4.8. Sei f € K[X] mit deg(f) > 0 und L ein Zerféllungskérper von f.
Dann sind dquivalent:

(i) f ist durch Radikale auflgsbar,
(ii) G(L/K) ist auflésbar.
Korollar 4.9. Es gilt:

(i) Alle nicht konstanten Polynome vom Grad < 4 sind durch Radikale auf-
16sbar.

(ii) Polynome vom Grad > 5 sind im Allgemeinen nicht durch Radikale auf-
16sbar.

Beweis. Zu (i): Sei f € K[X] mit n = deg(f) > 0 und L ein Zerféllungskorper von
f. Die Galoisgruppe G(L/K) von f kann als Untergruppe von S, aufgefasst werden.
Sy ist genau dann auflosbar, wenn n < 4 (Kapitel 4, 5.12). Ist nun n < 4, dann
folgt, dass G(L/K) als Untergruppe ebenfalls auflosbar ist. Daher ist in diesem Falle
L/K durch Radikale auflosbar. Dies zeigt (i).
Zu (ii). Zum Beispiel kann gezeigt werden, dass fiir f = X5 — 4X + 2 gilt
G(L/K) = Ss. Daher ist G(L/K) nicht auflosbar. O
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