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KAPITEL 1

Gruppentheorie

1. Grundbegri�e der Gruppentheorie

De�nition 1.1. Eine Menge G zusammen mit einer Verkn

�

upfung

� : G�G �! G; (a; b) 7! a � b = ab

hei�t Gruppe, wenn Folgendes gilt:

(i) � ist assoziativ, d.h. f

�

ur alle a; b; 
 2 G gilt (ab)
 = a(b
).

(ii) Es gibt ein Element e 2 G mit folgenden Eigens
haften:

(a) F

�

ur alle a 2 G gilt ea = a.

(b) Zu jedem a 2 G existiert ein b 2 G mit ba = e.

Die Gruppe hei�t abels
h (kommutativ), wenn zus

�

atzli
h gilt:

(iii) F

�

ur alle a; b 2 G gilt ab = ba.

Man s
hreibt (G; �) oder G f

�

ur die Gruppe. Das Element e hei�t das neutrale

Element der Gruppe. Das Element b aus (ii)(b) hei�t das inverse Element zu a und

man s
hreibt a

�1

.

Bemerkung 1.2. Es gilt:

(i) Das neutrale Element ist eindeutig.

(ii) Zu jedem Element ist das inverse Element eindeutig.

(iii) : : :

In 1.1 wurde die Gruppe multiplikativ ges
hrieben. In diesem Fall wird das neutrale

Element au
h mit 1 bezei
hnet. Alternativ l

�

asst si
h eine Gruppe additiv (mit einer

Verkn

�

upfung +) s
hreiben. Dann wird das neutrale Element au
h mit 0 und das

inverse Element zu a mit �a bezei
hnet.

Beispiel 1.3. Nun ein paar Beispiele:

(i) Die Menge der ganzen Zahlen Z mit der Addition als Verkn

�

upfung ist eine

abels
he Gruppe.

(ii) Die Menge der nat

�

urli
hen Zahlen N mit der Addition als Verkn

�

upfung ist

keine Gruppe.

(iii) G = fe; ag; e = neutrales Element, a

2

= aa = e ist eine abels
he Gruppe

mit zwei Elementen.

(iv) Eine Gruppe kann man dur
h eine Gruppentafel bes
hreiben:

� : : : b : : :

: : :

a a � b

: : :
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Sei G = fe; a; b; 
g. Die Menge G mit

� e a b 


e e a b 


a a e 
 b

b b 
 e a


 
 b a e

ist eine abels
he Gruppe. G mit

� e a b 


e e a b 


a a b 
 e

b b 
 e a


 
 e a b

ist au
h eine abels
he Gruppe.

(v) Sei X 6= ; ein Menge. Mit S(X) bezei
hnen wir die Menge aller bijek-

tiven Abbildungen von X na
h X. Die Menge S(X) zusammen mit der

Verkn

�

upfung als Abbildung ist eine Gruppe. S(X) hei�t die symmetris
he

Gruppe auf X. Speziell:

S

n

= S(f1; : : : ; ng):

Die Elemente von S(X) hei�en Permutationen. Falls jXj � 3, dann ist

S(X) ni
ht abels
h. Denn seien:

(a) x

1

; x

2

; x

3

2 X;

(b) '

1

2 S(X) mit '

1

(x

1

) = x

2

; '

1

(x

2

) = x

1

; '

1

(x

3

) = x

3

; '

1

(x) =

x sonst;

(
) '

2

2 S(X) mit '

2

(x

1

) = x

2

; '

2

(x

2

) = x

3

; '

2

(x

3

) = x

1

; '

2

(x) =

x sonst:

Dann gilt:

'

1

Æ '

2

6= '

2

Æ '

1

, etwa '

1

Æ '

2

(x

1

) = x

1

6= x

3

= '

2

Æ '

1

(x

1

):

Sei X endli
h und ' 2 S(X), dann kann ' wie folgt bes
hrieben werden:

(a)

�

x

1

x

2

: : :

'(x

1

) '(x

2

) : : :

�

(b) (Zyklens
hreibweise) Z.B.:

' : (x

1

; x

2

)(x

4

; x

5

; x

6

) f

�

ur

'(x

1

) = x

2

; '(x

2

) = x

1

;

'(x

4

) = x

5

; '(x

5

) = x

6

; '(x

6

) = x

4

;

'(x) = x sonst.

De�nition 1.4. Seien G;H Gruppen. Eine Abbildung ' : G �! H hei�t Gruppen-

homomorphismus, wenn f

�

ur alle a; b 2 G gilt: '(ab) = '(a) Æ '(b). Ein Gruppenho-

momorphismus ' hei�t
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(i) Monomorphismus, wenn ' injektiv ist,

(ii) Epimorphismus, wenn ' surjektiv ist,

(iii) Isomorphismus, wenn ' bijektiv ist.

Bemerkung 1.5. Man

�

uberlegt si
h, dass

(i) '(e

G

) = e

H

;

(ii) '(a

�1

) = '(a)

�1

:

Beispiel 1.6. Betra
hte:

(i) Jede beliebige Gruppe G l

�

asst si
h in eine symmetris
he Gruppe einbetten.

Genauer gilt, dass

' : G �! S(G); a 7! '(a)

mit

'(a) : G �! G; b 7! ab

ein Monomorphismus ist.

(ii) Sei G = fe; ag die Gruppe von 1.3 (iii), also a

2

= e. De�niere

' : Z �! G = fe; ag;

z 7!

(

e falls z gerade,

a falls z ungerade.

' ist ein Epimorphismus.

(iii) Die beiden Gruppen aus 1.3(iv) sind ni
ht isomorph, obwohl beide vier

Elemente besitzen.

De�nition 1.7. Sei G eine Gruppe. Eine ni
ht leere Teilmenge H von G (H � G)

hei�t Untergruppe von G, wenn:

(i) F

�

ur alle a; b 2 H gilt ab 2 H,

(ii) H zusammen mit der induzierten Abbildung H �H �! H; (a; b) 7! ab ist

eine Gruppe.

Lemma 1.8. Sei G eine Gruppe. Eine ni
ht leere Teilmenge H � G ist genau dann

eine Untergruppe von G, wenn f

�

ur alle a; b 2 H gilt:

ab

�1

2 H:

Dies ist das sogenannte Untergruppenkriterium.

Beweis. Ist H eine Untergruppe von G, so folgt direkt aus der De�nition, dass

ab

�1

2 H f

�

ur alle a; b 2 H gilt.

Gelte nun das Untergruppenkriterium f

�

ur eine Menge H � G. Dann gilt:

(i) Sei a 2 H 6= ; beliebig. Dann ist e = aa

�1

2 H.

(ii) Sei a 2 H beliebig. Dann ist na
h (i) e 2 H und es gilt a

�1

= ea

�1

2 H.

(iii) Sei a; b 2 H. Dann folgt na
h (ii), dass b

�1

2 H und somit ab = a(b

�1

)

�1

2

H.

Mit Hilfe dieser Aussagen folgt, dass H eine Gruppe, speziell eine Untergruppe von

G, ist. �

Beispiel 1.9. Betra
hte:
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(i) Die Teilmenge nZ, der dur
h n teilbaren ganzen Zahlen, ist eine Unter-

gruppe von Z.

(ii) In jeder der Gruppen aus 1.3 ist die Untergruppe mit zwei Elementen

enthalten.

Lemma 1.10. Seien G;H Gruppen und ' : G �! H ein Gruppenhomomorphismus.

Dann gilt:

(i) Im(') = fb 2 H : es gibt ein a 2 G mit '(a) = bg ist eine Untergruppe

von H.

(ii) Sei e

H

das neutrale Element von H. Ker(') = fa 2 G : '(a) = e

H

g ist eine

Untergruppe von G.

Im(') hei�t das Bild und Ker(') der Kern von '.

Beweis. (i) Seien b

1

; b

2

2 Im(') und a

1

; a

2

2 G mit '(a

1

) = b

1

, '(a

2

) = b

2

. Wir

zeigen, dass b

1

b

�1

2

2 Im('). Dann folgt aus 1.8 die Behauptung. Es gilt:

b

1

b

�1

2

= '(a

1

)'(a

2

)

�1

= '(a

1

)'(a

�1

2

) = '(a

1

a

�1

2

) 2 Im('):

(ii) Seien a

1

; a

2

2 Ker(') und somit '(a

1

) = '(a

2

) = e

H

. Wir zeigen, dass a

1

a

�1

2

2

Ker('). Es gilt:

'(a

1

a

�1

2

) = '(a

1

)'(a

�1

2

) = '(a

1

)'(a

2

)

�1

= e

H

e

�1

H

= e

H

:

Es folgt, dass a

1

a

�1

2

2 Ker(') und somit mit 1.8 die Behauptung. �

Korollar 1.11. Jede Gruppe G ist als Untergruppe in einer symmetris
hen Gruppe

enthalten.

Beweis. In 1.6 wurde gezeigt, dass ein Monomorphismus existiert, der G in S(G)

einbettet. Na
h einer Identi�kation von G mit dem Bild in S(G) folgt die Aussage.

�

De�nition 1.12. Sei G eine Gruppe, H � G eine Untergruppe und a 2 G beliebig.

(i) Die Menge aH = fab : b 2 Hg hei�t eine Linksnebenklasse von H.

(ii) Die Menge Ha = fba : b 2 Hg hei�t eine Re
htsnebenklasse von H.

(iii) Mit G=H bezei
hnen wir die Menge der Linksnebenklassen von H.

Bemerkung 1.13. Im Folgenden betra
hten wir nur Linksnebenklassen. Alle Aus-

sagen gelten jedo
h analog f

�

ur Re
htsnebenklassen.

Lemma 1.14. Seien aH und bH Linksnebenklassen von H in G. Dann sind folgende

Aussagen

�

aquivalent:

(i) aH = bH,

(ii) aH \ bH 6= ;,

(iii) a 2 bH,

(iv) b

�1

a 2 H.

Beweis. Gilt (i), so folgt direkt (ii), da H 6= ;.

Sei nun (ii) gegeben. Dann existiert ein 
 2 aH \ bH und 
 = ah

1

= bh

2

f

�

ur

h

1

; h

2

2 H. Dann ist a = bh

2

h

�1

1

2 bH und daher gilt (iii).
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Aus (iii) folgt

�

ahnli
h (iv). Gelte (iv), etwa b

�1

a = h 2 H. Dann ist a = bh 2 bH

und es folgt aH � bH. Mit b

�1

a 2 H ist au
h das inverse Element (b

�1

a)

�1

=

a

�1

b 2 H. Es folgt analog bH � aH und somit aH = bH. �

De�nition 1.15. Sei G eine Gruppe und H � G eine Untergruppe von G.

(i) Die Ordnung ord(G) von G ist die Anzahl der Elemente von G.

(ii) Der Index [G : H℄ von H in G ist de�niert als die Anzahl der Linksneben-

klassen von H.

Satz 1.16. (Lagrange) Sei G eine endli
he Gruppe und H eine Untergruppe von G.

Dann gilt:

ord(G) = [G : H℄ord(H):

Beweis. Seien a

1

; : : : ; a

r

so gew

�

ahlt, dass G=H = fa

1

H; : : : ; a

r

Hg und a

i

H 6= a

j

H.

Es folgt, dass

G =

r

[

i=1

a

i

H:

Wegen 1.14 ist diese Vereinigung disjunkt und somit ord(G) =

P

r

i=1

ja

i

Hj. Die

Abbildung

H �! a

i

H; b 7! a

i

b

ist bijektiv, also gilt jHj = ja

i

Hj. Daher

ord(G) =

r

X

i=1

ja

i

Hj = rjHj = [G : H℄ord(H):

�

Korollar 1.17. Sei G eine Gruppe mit ord(G) ist eine Primzahl. Dann besitzt G

keine e
hten Untergruppen, d.h. feg und G sind die einzigen Untergruppen von G.

De�nition 1.18. Sei G ein Gruppe und a 2 G.

(i) Wir bezei
hnen mit

ord(a) =

(

1; falls a

n

6= e f

�

ur alle n > 0;

inffn 2 N : a

n

= eg:

die Ordnung von dem Element a.

(ii) F

�

ur z 2 Z ist

a

z

=

8

>

<

>

:

a

z

f

�

ur z > 0;

e f

�

ur z = 0;

(a

�1

)

�z

f

�

ur z < 0:

Lemma 1.19. Sei G eine endli
he Gruppe und a 2 G. Dann gilt:

(i) ord(a) <1,

(ii) ord(a)jord(G),

(iii) (kleiner Fermats
he Satz) a

ord(G)

= e.
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Beweis. Zu (i): Die Menge H = fa

z

: z 2 Zg ist eine Untergruppe von G. Da G

endli
h ist folgt, dass au
h H endli
h ist. Somit ist ord(a) eine endli
he Zahl.

Zu (ii): Die Menge H = fa; a

2

; : : : ; a

ord(a)

= eg bildet eine Untergruppe von G.

Es gilt ord(H) = ord(a). Die Behauptung folgt aus 1.16.

Zu (iii): Es gilt

a

ord(G)

= (a

ord(a)

)

ord(G)=ord(a)

= e:

�

2. Normalteiler, Faktorgruppen, Isomorphies

�

atze

Problem: Sei G eine Gruppe. Wel
he Untergruppen sind Kern eines Gruppenho-

momorphismus ' : G �! G

0

f

�

ur eine Gruppe G

0

.

Sei H = Ker('), dann gilt Ker(') = aKer(')a

�1

f

�

ur alle a 2 G.

De�nition 2.1. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H � G hei�t Normalteiler,

wenn aHa

�1

= H f

�

ur alle a 2 G gilt. Wir s
hreiben hierf

�

ur H / G.

Bemerkung 2.2. Die Bedingung l

�

asst si
h ums
hreiben zu aH = Ha, d.h. die

zugeh

�

origen Links- und Re
htsnebenklassen von H in G stimmen

�

uberein.

Konstruktion 2.3. Sei G eine Gruppe und H / G. Wir erkl

�

aren auf G=H eine

Gruppenstruktur. Sei aH; bH 2 G=H, dann de�nieren wir aH � bH = abH. Dieses

Produkt ist wohlde�niert. Sei a

1

H = a

2

H und b

1

H = b

2

H. Dann gilt a

�1

1

a

2

; b

�1

1

b

2

2

H und somit

(a

1

b

1

)

�1

a

2

b

2

= b

�1

1

a

�1

1

a

2

b

2

= (b

�1

1

(a

�1

1

a

2

)b

1

)(b

�1

1

b

2

) 2 H:

Also a

1

b

1

H = a

2

b

2

H. G=H ist zusammen mit dieser Abbildung eine Gruppe (H ist

das neutrale Element; a

�1

H ist das inverse Element zu aH).

Satz 2.4. Sei G eine Gruppe und H / G. Dann gilt:

(i) G=H ist zusammen mit der Verkn

�

upfung

G=H �G=H �! G=H; aH � bH 7! abH

eine Gruppe. Sie hei�t die Faktorgruppe von G modulo H.

(ii) Die Abbildung

" : G �! G=H; a 7! aH

ist ein Epimorphismus und hei�t der kanonis
he Epimorphismus. Es gilt

Ker(") = H.

Korollar 2.5. Sei G eine Gruppe und H � G eine Untergruppe. Genau dann ist

H / G, wenn H = Ker(') f

�

ur einen geeigneten Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Ist H = Ker('), so habe wir s
hon gesehen, dass H / G. Wenn umgekehrt

H/G gilt, so istH = Ker("), wobei " der kanonis
he Epimorphismus von G �! G=H

ist. �
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Satz 2.6. (Die universelle Eigens
haft der Faktorgruppe) Seien G, G

0

Gruppen,

H / G und ' : G �! G

0

ein Gruppenhomomorphismus mit H � Ker('). Dann gibt

es genau einen Gruppenhomomorphismus '

0

: G=H �! G

0

mit ' = '

0

Æ ", d.h.

folgendes Diagramm ist kommutativ:

G=H G

0

-

'

0

'

�

�

�

�

�R

G

?

"

:

Es gilt Ker('

0

) = Ker(')=H = "(Ker(')) und Im('

0

) = Im(').

Beweis. Eindeutigkeit von '

0

: Sei aH 2 G=H f

�

ur ein a 2 G. Dann ist

'

0

(aH) = '

0

Æ "(a) = '(a):

und somit folgt die Behauptung

Existenz von '

0

: Sei aH 2 G=H f

�

ur ein a 2 G. Wir de�nieren '

0

(aH) = '(a).

Als erstes ist zu zeigen, dass '

0

wohlde�niert ist. Sei aH = bH f

�

ur a; b 2 G, d.h.

a

�1

b 2 H. Da H � Ker('), folgt e

G

0

= '(a

�1

b) = '(a)

�1

'(b): Daher '(a) = '(b).

'

0

ist ein Gruppenhomomorphismus: Seien aH; bH 2 G=H f

�

ur a; b 2 G. Dann

gilt

'

0

(aHbH) = '

0

(abH) = '(ab) = '(a)'(b) = '

0

(aH)'

0

(bH):

Sei aH 2 Ker('

0

). Dann gilt e = '

0

(aH) = '(a) und es folgt a 2 Ker('). Daher

Ker('

0

) � Ker(')=H. Sei umgekehrt a 2 Ker('). Es folgt, dass '

0

(aH) = '(a) = e

und somit Ker('

0

) � Ker(')=H. Insgesamt folgt die Behauptung. �

Korollar 2.7. (Homomorphiesatz) Seien G;G

0

Gruppen und ' : G �! G

0

ein Grup-

penhomomorphismus. Dann ist die induzierte Abbildung '

0

: G=Ker(') �! Im(')

ein Isomorphismus.

Satz 2.8. Seien G;G

0

Gruppen und ' : G �! G

0

ein Gruppenhomomorphismus.

Dann gilt:

(i) Ist U

0

� G

0

eine Untergruppe von G

0

, so ist '

�1

(U

0

) eine Untergruppe von

G.

(ii) Ist U

0

� G

0

ein Normalteiler von G

0

, so ist '

�1

(U

0

) ein Normalteiler von

G.

(iii) Ist U � G eine Untergruppe, so ist '(U) eine Untergruppe von G

0

.

(iv) Ist U � G ein Normalteiler und ' surjektiv, so ist '(U) ein Normalteiler

von G

0

.

(v) Ist ' surjektiv, so induziert ' eine Bijektion der Menge aller Untergruppen

(Normalteiler) von G, die Ker(') umfassen, auf die Menge aller Untergrup-

pen (Normalteiler) von G

0

.

Beweis. Wir zeigen:
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(i) Seien a; b 2 '

�1

(U

0

). Dann ist '(ab

�1

) = '(a)'(b)

�1

2 U

0

. Daher ist

ab

�1

2 '

�1

(U

0

) und na
h dem Untergruppenkriterium 1.8 ist '

�1

(U

0

) eine

Untergruppe.

(ii) Sei a 2 G und b 2 '

�1

(U

0

) beliebig. Es ist '(aba

�1

) = '(a)'(b)'(a)

�1

2

U

0

, da U

0

ein Normalteiler ist. Es folgt, dass a'

�1

(U

0

)a

�1

� '

�1

(U

0

) und

daher a'

�1

(U

0

)a

�1

= '

�1

(U

0

). Also ist '

�1

(U

0

) ein Normalteiler von G.

(iii) Seien a

0

; b

0

2 '(U) mit '(a) = a

0

und '(b) = b

0

. Dann ist a

0

(b

0

)

�1

=

'(a)'(b)

�1

= '(ab

�1

) 2 '(U), da ab

�1

2 U gilt. Wieder na
h dem Unter-

gruppenkriterium folgt, dass '(U) eine Untergruppe ist.

(iv) Seien a

0

2 G

0

und b

0

2 '(U) mit b

0

= '(b). Die Abbildung ' ist sur-

jektiv und es folgt, dass ein a 2 G existiert mit '(a) = a

0

. Dann ist

a

0

b

0

(a

0

)

�1

= '(a)'(b)'(a)

�1

= '(aba

�1

) 2 '(U), da U ein Normalteiler ist

und daher aba

�1

2 U gilt. Es folgt, dass a

0

'(U)(a

0

)

�1

� '(U) und somit

a

0

'(U)(a

0

)

�1

= '(U). Daraus folgt die Behauptung.

(v) Behauptung: F

�

ur eine Untergruppe Ker(') � U � G ist U = '

�1

('(U)).

Es gilt immer U � '

�1

('(U)). Sei a 2 '

�1

('(U)). Da '(a) 2 '(U),

existiert ein b 2 U mit '(a) = '(b). Daher

'(ab

�1

) = '(a)'(b)

�1

= '(a)'(a)

�1

= e

G

0

und somit ab

�1

= 
 2 Ker(') � U . Es folgt a = 
b 2 U und dies zeigt die

Behauptung.

Da ' surjektiv ist, gilt analog f

�

ur jede Untergruppe V � G

0

, dass

V = '('

�1

(V )). Dies zeigt (v).

�

Satz 2.9. (1. Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, H � G eine Untergruppe, N /G.

Dann gilt:

(i) HN = fab : a 2 H; b 2 Ng ist eine Untergruppe von G.

(ii) N / HN .

(iii) Der kanonis
he Homomorphismus " : H �! HN=N; a 7! aN ist ein Epi-

morphismus mit Ker(") = H \N . Insbesondere ist H \N / H und

H=(H \N)

�

=

HN=N:

Beweis. Zu (i): Sei a

1

b

1

; a

2

b

2

2 HN mit a

1

; a

2

2 H und b

1

; b

2

2 N . Dann ist

a

1

b

1

(a

2

b

2

)

�1

= a

1

b

1

b

�1

2

a

�1

2

= (a

1

a

�1

2

)(a

2

(b

1

b

�1

2

)a

�1

2

) 2 HN:

Aus dem Untergruppenkriterium 1.8 folgt die Behauptung.

Zu (ii): Es gilt N / HN , da N / G vorausgesetzt wurde.

Zu (iii): Na
h (ii) gilt N /HN und somit ist HN=N eine Gruppe. Es ist lei
ht zu

�

uberpr

�

ufen, dass " ein Gruppenhomomorphismus ist. Sei nun aN 2 HN=N beliebig

mit a = b
 2 HN f

�

ur ein b 2 H und 
 2 N . Dann gilt

aN = b
N = (bN)(
N) = bN = "(b):

Somit ist " ein Epimorphismus. Als n

�

a
hstes zeigen wir Ker(") = H \ N . Es gilt

H \ N � N � Ker("). Sei nun a 2 Ker(") � H. Dann ist N = "(a) = aN und
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daher a 2 N . Es folgt, dass a 2 H \N und insgesamt H \ N = Ker("). Na
h dem

Homomorphiesatz 2.7 gilt nun H=(H \N)

�

=

HN=N . �

Beispiel 2.10. Sei G = S

3

, H = fid; (1; 2)g, N = fid; (1; 2; 3); (1; 3; 2)g. Dann

ist H kein Normalteiler und N ist ein Normalteiler von G. Es gilt HN = G und

H \N = fidg. Na
h dem 1. Isomorphiesatz folgt

S

3

=N = HN=N

�

=

H=H \N = H:

Satz 2.11. (2. Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, H /G, N /G und N � H. Dann

gibt es einen kanonis
hen Epimorphismus " : G=N �! G=H mit Ker(") = H=N .

Insbesondere gilt

(G=N)=(H=N)

�

=

G=H:

Beweis. De�niere " wie folgt:

" : G=N �! G=H; aN 7! aH:

Da N � H gilt, ist diese Abbildung wohlde�niert und man sieht lei
ht, dass " ein

Epimorphismus ist. Es bleibt zu zeigen, dass Ker(") = H=N gilt. Sei aN 2 H=N mit

a 2 H. Dann gilt "(aN) = aH = H und somit aN 2 Ker("). Sei nun aN 2 Ker("),

dann ist H = "(aN) = aH und daher a 2 H. Es folgt, dass Ker(") = H=N . Na
h

dem Homomorphiesatz 2.7 gilt nun (G=N)=(H=N)

�

=

G=H. �

3. Zyklis
he Gruppen

Konstruktion und De�nition 3.1. Sei G eine Gruppe und ; 6= S � G ein

Teilmenge. Wir bezei
hnen mit hSi die kleinste Untergruppe von G, die S enth

�

alt.

Man

�

uberlegt si
h, dass

hSi =

\

S�U�G; U Untergruppe

U

= fa 2 G : Es gibt a

1

; : : : ; a

r

2 G und "

1

; : : : ; "

r

2 f1;�1g mit a = a

"

1

1

� � �a

"

r

r

g:

hSi hei�t die von S erzeugte Untergruppe. Ist S = fag, so s
hreiben wir kurz

hai(= fa

z

: z 2 Zg). Die Gruppe hai hei�t die von a erzeugte zyklis
he Untergruppe

von G. Ist G = hai, so hei�t G eine zyklis
he Gruppe.

Korollar 3.2. Jede zyklis
he Gruppe ist abels
h.

Beispiele 3.3. Es gilt:

(i) Die ganzen Zahlen Z zusammen mit der Addition sind eine zyklis
he Grup-

pe.

(ii) Sei G eine endli
he Gruppe und a 2 G. Die Untergruppe

fa; a

2

; : : : ; a

ord(a)

= eg

ist zyklis
h.

(iii) Sei n 2 N und Z

n

die von (1; : : : ; n) erzeugte Untergruppe von S

n

. Dann

ist Z

n

zyklis
h von der Ordnung n. Insbesondere ist f

�

ur jede Primzahl p

die zyklis
he Gruppe Z

p

von der Ordnung p. Der folgende Satz zeigt, dass

es keine weiteren Gruppen von Primzahlordnung existieren.
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Satz 3.4. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p. Dann ist G

isomorph zu Z

p

.

Beweis. Sei e 6= a 2 G. Dann ist ord(a) = p, da ord(a)jp gilt. Insbesondere ist

G = hai zyklis
h. Betra
hte den Homomorphismus

Z

n

�! G; (1; : : : ; p)

i

7! a

i

:

Dies ist ein Isomorphismus und beweist den Satz. �

Lemma 3.5. Sei H � Z eine Untergruppe. Dann existiert ein m 2 Z mit H = mZ.

Insbesondere ist H eine zyklis
he Gruppe.

Beweis. Ist H = f0g, so k

�

onnen wir m = 0 w

�

ahlen. Sei also H 6= f0g. Mit z 2 H

ist au
h �z 2 H, also existieren positive Zahlen in H. Sei m die kleinste positive

Zahl in H. Wir behaupten, dass mZ = H. Es gilt immer mZ � H. Sei nun a 2 H.

Dividiere a dur
h m mit Rest, d.h. es existieren zwei Zahlen q; r 2 Z mit 0 � r < m

und a = qm + r. Wegen r = a � qm 2 H und der Wahl von m folgt r = 0, also

a = qm. Somit gilt mZ = H. �

Satz 3.6. Sei G eine zyklis
he Gruppe. Dann gilt:

G

�

=

(

Z; falls ord(G) =1;

Z=mZ; falls ord(G) <1:

Insbesondere existiert zu jedem n 2 N eine zyklis
he Gruppe der Ordnung n.

Beweis. Mit Hilfe von 2.7 und 3.5 l

�

asst si
h die Behauptung lei
ht beweisen. �

Satz 3.7. Sei G eine zyklis
he Gruppe. Dann gilt:

(i) Ist ' : G �! G

0

ein Gruppenhomomorphismus f

�

ur eine Gruppe G

0

, so sind

Ker(') und Im(') zyklis
he Gruppen.

(ii) Jede Untergruppe H � G ist zyklis
h.

Beweis. Zu (i): Sei ' : G �! G

0

ein Gruppenhomomorphismus. Es folgt aus der

De�nition einer zyklis
hen Gruppe, dass Im(') zyklis
h ist. Ker(') � G ist eine

Untergruppe von G und somit bleibt (ii) zu zeigen.

Zu (ii): SeiG eine zyklis
he Gruppe undH � G eine Untergruppe. Sei ferner " : Z

�! G ein Epimorphismus. "

�1

(H) ist eine Untergruppe von Z und somit zyklis
h

na
h 3.5. Dann ist H = "("

�1

(H)) wieder zyklis
h. �



KAPITEL 2

Ringtheorie

1. Grundbegri�e der Ringtheorie

De�nition 1.1. Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkn

�

upfungen

+: R �! R (Addition) und

.

: R �! R (Multiplikation), so dass folgende Bedingun-

gen erf

�

ullt sind:

(i) (R;+) ist eine abels
he Gruppe mit neutralem Element 0.

(ii)

.

ist assoziativ, d.h. f

�

ur alle a; b; 
 2 R gilt (ab)
 = a(b
).

(iii) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. f

�

ur alle a; b; 
 2 R gilt a(b+
) = ab+a


und (b+ 
)a = ba + 
a.

Der Ring hei�t Ring mit 1, wenn ein Element 1 2 R existiert, so dass f

�

ur alle a 2 R

gilt 1a = a = a1. Der Ring hei�t kommutativ, wenn f

�

ur alle a; b 2 R gilt ab = ba.

Bemerkung 1.2. In einem Ring kann au
h 1 = 0 gelten, z.B. wenn R = f0g. Es

gelten die Re
henregeln:

(i) 0a=a0=0,

(ii) a(-b)=-ab=(-a)b,

(iii) (-a)(-b)=ab,

(iv) ...

Vorsi
ht, es gilt ni
ht in jedem Ring die K

�

urzungsregel. Wir betra
hten im Folgenden

nur kommutative Ringe R 6= ; mit 1.

De�nition 1.3. Sei R ein Ring.

(i) Ein Element a 2 R hei�t Nullteiler, wenn ein 0 6= b 2 R existiert mit

ab = 0.

(ii) R hei�t ein Integrit

�

atsberei
h (oder nullteilerfrei), wenn R keine Nullteiler

au�er 0 besitzt.

(iii) Ein Element a 2 R hei�t Einheit, wenn ein b 2 R existiert mit ab = 1.

(iv) Die Menge der Einheiten E

R

von R bildet hinsi
htli
h der Multiplikation

eine Gruppe. Sie hei�t die Einheitengruppe von R.

(v) S � R hei�t ein Unterring von R, wenn S mit der induzierten Verkn

�

upfung

von R ein Ring ist. Das Paar S � R hei�t dann eine Ringerweiterung.

Beispiele 1.4. Betra
hte:

(i) Z ist ein Integrit

�

atsring mit E

Z

= f�1; 1g.

(ii) R ist ein K

�

orper genau dann, wenn E

R

= R n f0g.

(iii) Seien R

1

; : : : ; R

n

Ringe. Dann ist R = R

1

� : : : � R

n

mit komponenten-

weiser Addition und Multiplikation ein Ring. Es gilt 1

R

= (1

R

1

; : : : ; 1

R

n

),

0

R

= (0

R

1

; : : : ; 0

R

n

) und E

R

= E

R

1

� � � � � E

R

n

. F

�

ur n � 2 ist R kein
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Integrit

�

atsberei
h, da

(0; 1; 0; : : : )(1; 0; 0; : : : ) = (0; 0; 0; : : : ):

De�nition 1.5. Seien R und S Ringe. Eine Abbildung ' : R �! S hei�t ein Ring-

homomorphismus, wenn f

�

ur alle a; b 2 R gilt

'(a + b) = '(a) + '(b); '(ab) = '(a)'(b) und '(1) = 1:

Ein Ringhomomorphismus ' hei�t

(i) Monomorphismus, wenn ' injektiv ist.

(ii) Epimorphismus, wenn ' surjektiv ist.

(iii) Isomorphismus, wenn ' bijektiv ist.

Die Ringe R; S sind isomorph, wenn ' ein Isomorphismus ist. Man s
hreibt dann

R

�

=

S.

De�nition 1.6. Seien R; S Ringe und ' : R �! S ein Ringhomomorphismus.

(i) Die Menge Ker(') = fa 2 R : '(a) = 0g hei�t der Kern von '.

(ii) Die Menge Im(') = f'(a) 2 S : a 2 Rg hei�t das Bild von '.

Bemerkung 1.7. Es gilt:

(i) Im(') ist ein Unterring von S.

(ii) Ker(') ist i.A. kein Unterring von R, da i.A. 1 =2 Ker(').

(iii) ' induziert einen Gruppenhomomorphismus E

R

�! E

S

zwis
hen den Ein-

heitengruppen von R und S.

De�nition 1.8. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge I � R hei�t ein Ideal, wenn:

(i) (I;+) ist eine Untergruppe von (R;+).

(ii) F

�

ur alle a 2 R und b 2 I gilt ab 2 I.

Beispiele 1.9. Sei R ein Ring.

(i) f0g und R sind die trivialen Ideale von R.

(ii) R ist ein K

�

orper genau dann, wenn f0g und R die einzigen Ideale von R

sind.

(iii) Sei S ein weiterer Ring und ' : R �! S ein Ringhomomorphismus. Dann

ist Ker(') ein Ideal von R. Ist insbesondere R ein K

�

orper, so ist ' entweder

die Nullabbildung oder injektiv.

(iv) Genau die Mengen nZ sind die Ideale von Z.

(v) Ein Ideal von der Form (a) = fra : r 2 Rg hei�t Hauptideal von R.

Lemma und De�nition 1.10. Sei R ein Ring und (J

i

)

i2I

eine Familie von Idealen

von R. Dann gilt:

(i) Der Dur
hs
hnitt

T

i2I

J

i

ist ein Ideal von R.

(ii) Die Summe

P

i2I

J

i

= f

P

i2I

a

i

: a

i

2 J

i

; fast alle a

i

= 0g ist ein Ideal von

R.

Beispiel 1.11. Sei R ein Ring und I; J Ideale in R. Dann ist I + J = fa + b : a 2

I; b 2 Jg. Z.B. 4Z+ 6Z = 2Z.

De�nition 1.12. Sei R ein Ring und fa

i

g

i2I

eine Familie von Elementen von R.

Das von dieser Familie erzeugte Ideal ist das kleinste Ideal, das alle a

i

enth

�

alt. Es
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wird mit (a

i

)

i2I

bezei
hnet. Wird J von a

1

; : : : ; a

n

2 R erzeugt, so s
hreibt man

J = (a

1

; : : : ; a

n

) = f

P

n

i=1

r

i

a

i

: r

i

2 Rg.

De�nition 1.13. Sei R ein Ring und J

1

; : : : ; J

n

Ideale von R. Dann ist

J

1

� � �J

n

= (a

1

� � �a

n

: a

i

2 J

i

)

das Produkt der Ideale J

1

; : : : ; J

n

.

Lemma 1.14. Sei R ein Ring und I; J; J

0

Ideale von R. Dann gilt:

(i) I(JJ

0

) = (IJ)J

0

.

(ii) IJ � I \ J .

Bemerkung 1.15. In 1.14 (ii) gilt im Allgemeinen keine Glei
hheit. Zum Beispiel:

(4)(6) = (24) und (4) \ (6) = (12).

De�nition 1.16. Ein Ring R hei�t Hauptidealring, wenn jedes Ideal I von R ein

Hauptideal ist, d.h. I = (a) f

�

ur ein a 2 R.

Satz 1.17. Der Ring Z ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I � Z ein Ideal. Dann ist (I;+) eine Untergruppe von (Z;+), also hat I

na
h Kapitel 1, 3.5 die Gestalt nZ = (n) f

�

ur ein n 2 Z. Die zeigt die Behauptung. �

2. Restklassen- und Quotientenringe

Konstruktion 2.1. Sei R ein Ring und I � R ein Ideal. Sei R=I = fa+ I : a 2 Rg.

Da I ein Normalteiler von R ist, ist dies eine (additive) Gruppe. Wir erkl

�

aren nun

au
h ein Produkt auf R=I. Seien a

1

+ I; a

2

+ I 2 R=I. Setze (a

1

+ I)(a

2

+ I) =

a

1

a

2

+ I. Diese De�nition ist unabh

�

angig von der Wahl der Repr

�

asentanten. Seien

etwa a

1

+ I = b

1

+ I und a

2

+ I = b

2

+ I, d.h. a

1

� b

1

= 


1

2 I und a

2

� b

2

= 


2

2 I.

Dann gilt

b

1

b

2

= (a

1

� 


1

)(a

2

� 


2

) = a

1

a

2

+ (


1




2

� a

1




2

� a

2




1

) 2 a

1

a

2

+ I:

Daraus folgt, dass a

1

a

2

+ I = b

1

b

2

+ I. Man sieht nun lei
ht, dass R=I ein Ring ist.

Dieser Ring hei�t der Restklassenring (Faktorring) von R modulo I.

Bemerkung 2.2. F

�

ur a+ I = b + I s
hreibt man au
h a � b mod I.

Satz 2.3. Sei R ein Ring und I � R ein Ideal. Dann gilt:

(i) Die Abbildung " : R �! R=I ist ein surjektiver Ringhomomorphismus und

Ker(") = I. " hei�t der kanonis
he Epimorphismus.

(ii) (Die universelle Eigens
haft des Restklassenrings) Sei S ein weiterer Ring

und ' : R �! S ein Ringhomomorphismus mit I � Ker('). Dann existiert

genau ein Ringhomomorphismus '

0

: R=I �! S mit ' = '

0

Æ ". Es gilt

Im('

0

) = Im(') und Ker('

0

) = Ker(')=I � R=I.

Beweis. Der Beweis verl

�

auft analog zu dem entspre
henden Beweis in der Gruppen-

theorie (Die universelle Eigens
haft der Faktorgruppe). �

Korollar 2.4. Es gilt:

(i) (Homomorphiesatz) Seien R; S Ringe und ' : R �! S ein (Ring-) Epimor-

phismus. Dann gilt R=Ker(') ' S.
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(ii) (Isomorphiesatz) Sei R ein Ring und I; J � R Ideale mit J � I. Dann gilt

R=I ' (R=J)=(I=J).

Beweis. Die Beweise verlaufen analog zu den entspre
henden Beweisen in der Grup-

pentheorie. �

De�nition 2.5. Sei R ein Ring und I; J � R Ideale. I und J hei�en teilerfremd

(koprim), wenn I + J = R gilt.

Bemerkung 2.6. In der Zahlentheorie wird meist folgender Satz bewiesen. F

�

ur

zwei Zahlen m;n 2 Z gilt (m) + (n) = Z genau dann, wenn n und m teilerfremd

sind.

Satz 2.7. (Chinesis
her Restsatz) Sei R ein Ring und I

1

; : : : ; I

n

paarweise teiler-

fremde Ideale von R. Dann ist die Abbildung

' : R �! R=I

1

� � � � �R=I

n

; a 7! (a+ I

1

; : : : ; a+ I

n

)

ein Epimorphismus mit Ker(') =

T

n

i=1

I

i

. Insbesondere gilt

R=(

n

\

i=1

I

i

) ' R=I

1

� � � � � R=I

n

:

Beweis. Man sieht lei
ht, dass ' ein Ringhomomorphismus ist und das Ker(') =

T

n

i=1

I

i

gilt. Es bleibt zu zeigen, dass ' surjektiv ist.

Behauptung: F

�

ur i = 1; : : : ; n existieren Elemente x

i

mit x

i

� 1 mod I

i

und

x

i

� 0 mod I

j

f

�

ur j 6= i. Ist dann (a

1

+I

1

; : : : ; a

n

+I

n

) 2 R=I

1

�� � ��R=I

n

beliebig

gew

�

ahlt, dann gilt

'(a

1

x

1

+ � � �+ a

n

x

n

) = (a

1

x

1

+ I

1

; : : : ; a

n

x

n

+ I

n

) = (a

1

+ I

1

; : : : ; a

n

+ I

n

)

und somit ist ' surjektiv. Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Sei im Folgenden

i 2 f1; : : : ; ng fest gew

�

ahlt. F

�

ur j 6= i gilt na
h Voraussetzung I

i

+ I

j

= R, also

existiert ein a

j

2 I

i

und b

j

2 I

j

mit a

j

+ b

j

= 1. Dann gilt

1 =

Y

j 6=i

(a

j

+ b

j

) = 


i

+ x

i

mit 


i

2 I

i

und x

i

2

Y

j 6=i

I

j

:

Es gilt x

i

� 1 = 


i

2 I

i

, x

i

2 I

j

f

�

ur j 6= i. Also x

i

� 1 mod I

i

und x

i

� 0 mod I

j

f

�

ur j 6= i. �

Korollar 2.8. Seien b

1

; : : : ; b

n

2 Z paarweise teilerfremde Zahlen. Dann ist das

simultane Kongruenzsystem x � a

i

mod (b

i

) f

�

ur i = 1; : : : ; n und beliebige Zahlen

a

1

; : : : ; a

n

2 Z l

�

osbar. Die L

�

osung ist eindeutig modulo b

1

� � � b

n

.

Beweis. F

�

ur beliebige i; j gilt (b

i

) + (b

j

) = Z und (b

i

b

j

) = b

i

\ b

j

. Nun folgt die

Behauptung aus 2.7. �

Bemerkung 2.9. Der Beweis von 2.7 zeigt au
h, wie eine L

�

osung in 2.8 gewonnen

werden kann.

De�nition 2.10. Sei R ein Ring. Ein Ideal P � R hei�t Primideal, wenn P 6= R

und wenn f

�

ur alle a; b 2 R mit ab 2 P folgt, dass a 2 P oder b 2 P gilt.
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Lemma 2.11. Sei n 2 Z; n > 1. Dann ist (n) genau dann ein Primideal, wenn n

eine Primzahl ist.

Beweis. Sei (n) ein Primideal, n = dm f

�

ur d;m 2 Z und o.E. d > 1; m � 1. Dann

ist dm 2 (n). Es folgt, dass d 2 (n) oder m 2 (n). Da 1 � m = n=d < n, gilt

m =2 (n). Somit d = 
n 2 (n). Nun folgt d = 
n = 
dm, also 1 = 
m und daher

1 = 
. Insgesamt gilt d = n. Es folgt, dass n eine Primzahl ist.

Sei nun n eine Primzahl. Ist ab 2 (n) f

�

ur a; b 2 Z, dann gilt njab. Da n eine

Primzahl ist, folgt nja oder njb. Also a 2 (n) oder b 2 (n). �

Satz 2.12. Sei R ein Ring und P � R ein Ideal. Folgende Aussagen sind

�

aquivalent:

(i) P ist ein Primideal,

(ii) R=P ist ein Integrit

�

atsberei
h.

Beweis. (i) ) (ii): Sei P 6= a + P; b + P 2 R=P . Also gilt a =2 P und b =2 P . Da P

ein Primideal ist, folgt ab =2 P , also ab + P 6= P .

(ii)) (i): Seien a; b 2 R mit ab 2 P . Es folgt, dass P = ab+P = (a+P )(b+P ).

Da R=P ein Integrit

�

atsberei
h ist, gilt a+P = P oder b+P = P . Dies ist

�

aquivalent

zu a 2 P oder b 2 P . �

De�nition 2.13. Sei R ein Ring. Ein IdealM � R hei�t ein maximales Ideal, wenn

M 6= R und f

�

ur alle Ideale I � R mit M � I folgt, dass I =M oder I = R gilt.

Lemma 2.14. (Zorn) Sei M 6= ; eine partiell geordnete Menge. Besitzt jede to-

tal geordnete Teilmenge von M eine obere S
hranke in M, dann besitzt M ein

maximales Element.

Satz 2.15. Sei R ein Ring und I 6= R ein Ideal. Dann existiert ein maximales Ideal

M � R mit I �M .

Beweis. Sei M die Menge der Ideale J 6= R mit I � J . Dann ist M 6= ;, da

I 2 M. Mit der Inklusion ist M partiell geordnet. Sei (J

k

)

k2K

eine vollst

�

andig

geordnete Teilmenge von M. Man sieht lei
ht, dass I �

S

i2K

J

i

= J ein Ideal ist.

Angenommen J = R. Dann w

�

are 1 2 J und somit 1 2 J

k

f

�

ur ein k 2 K. Dann ist

J

k

= R ein Widerspru
h. Also gilt J 6= R und es ist J 2 M eine obere S
hranke f

�

ur

(J

k

)

k2K

.

Na
h 2.14 besitzt M ein maximales Element M . Dieses Element ist dann das

gesu
hte maximale Ideal. �

Satz 2.16. Sei R ein Ring undM � R ein Ideal. Folgende Aussagen sind

�

aquivalent:

(i) M ist ein maximales Ideal,

(ii) R=M ist ein K

�

orper.

Beweis. (i) ) (ii): Sei M ein maximales Ideal. Sei 0 6= a +M 2 R=M beliebig mit

a =2 M . Betra
hte das Ideal M � J = M + (a). Es gilt J 6= M und daher J = R.

Dann ist 1 2 J , d. h. es existiert ein b 2 R und ein 
 2M mit 1 = ba+ 
. Somit ist

(b+M)(a +M) = ba +M = 1 +M . Also ist b +M das inverse Element zu a+M

und R=M ist ein K

�

orper.

(ii) ) (i): Sei M � J � R ein Ideal mit M 6= J . Sei a 2 J n M . Dann ist

a+M 6=M inR=M . DaR=M ein K

�

orper ist, existiert ein b 2 Rmit (b+M)(a+M) =
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ba +M = 1 +M . Es folgt, dass 1 � ba 2 M , also 1 2 (a) +M � J . Somit J = R

und M ist ein maximales Ideal. �

Korollar 2.17. Maximale Ideale sind Primideale.

Beweis. SeiM ein maximales Ideal in einem Ring R. Na
h 2.16 ist R=M ein K

�

orper,

also insbesondere ein Integrit

�

atsberei
h. Aus 2.12 folgt, dassM ein Primideal ist. �

Beispiel 2.18. Maximale in Z sind die Ideale (p) f

�

ur eine Primzahl p. Das Ideal (0)

ist das einzige Primideal in Z, das ni
ht maximal ist.

Satz 2.19. Sei R ein Ring. Folgende Aussagen sind

�

aquivalent:

(i) (0) ist ein Primideal,

(ii) R ist ein Integrit

�

atsberei
h.

Beweis. Betra
hte die Abbildung id : R �! R. Es ist Ker(id) = (0) und na
h dem

Homomorphiesatz gilt R

�

=

R=(0). Die Behauptung folgt aus 2.12. �

Satz 2.20. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h mit endli
h vielen Elementen. Dann ist R

ein K

�

orper.

Beweis. Sei 0 6= a 2 R beliebig. Die Abbildung '

a

: R �! R; b 7! ab ist injektiv, da R

ein Integrit

�

atsberei
h ist. Da jRj <1 folgt, dass '

a

bijektiv ist. Somit 1 2 Im('

a

),

d.h. es existiert ein b 2 R mit 1 = ba. Dies zeigt die Behauptung. �

Konstruktion 2.21. (Quotientenringe) Sei R ein Integrit

�

atsberei
h, T = R n f0g.

Wir de�nieren auf der Menge der Paare f(a; b) : a 2 R; b 2 Tg eine

�

Aquivalenz-

relation: (a

1

; b

1

) � (a

2

; b

2

) , a

1

b

2

= a

2

b

1

. Die

�

Aquivalenzklasse (a; b) wird mit

a

b

bezei
hnet. Die Menge der

�

Aquivalenzklassen bezei
hnen wir mit Q(R). De�niere

Addition und Multiplikation auf Q(R) wie folgt:

a

1

b

1

.

a

2

b

2

=

a

1

a

2

b

1

b

2

und

a

1

b

1

+

a

2

b

2

=

a

1

b

2

+ a

2

b

1

b

1

b

2

:

Die De�nitionen sind unabh

�

angig von der Wahl der Repr

�

asentanten und (Q(R);+;

.

)

ist ein K

�

orper mit

1

1

als Einselement, ...

Satz 2.22. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h. Dann gilt:

(i) (Q(R);+;

.

) ist ein K

�

orper.

(ii) Die Abbildung � : R �! Q(R); a 7!

a

1

ist ein Monomorphismus und wird

die kanonis
he Einbettung genannt.

(iii) (Universelle Eigens
haft des Quotientenk

�

orpers) Sei ' : R �! K ein Ring-

homomorphismus in einen K

�

orper K. Dann gibt es genau einen K

�

orperho-

momorphismus '

0

: Q(R) �! K mit ' = '

0

Æ �, d.h. folgendes Diagramm

ist kommutativ:

Q(R) K

-

'

0

'

�

�

�

�

�R

R

?

�

:
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Beweis. Eindeutigkeit: Sei

a

b

2 Q(R) beliebig. Dann gilt

'

0

(

a

b

) = '

0

(

a

1

�

1

b

) = '

0

(

a

1

� (

b

1

)

�1

) = '

0

(

a

1

) � '

0

(

b

1

)

�1

= '

0

(�(a)) � '

0

(�(b))

�1

= '(a) � '(b)

�1

:

Existenz: Zeige, dass die Abbildung '

0

mit '

0

(

a

b

) = '(a) � '(b)

�1

die gew

�

uns
hten

Eigens
haften hat. �

3. Teilbarkeitstheorie in Integrit

�

atsberei
hen

De�nition 3.1. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h und a; b 2 R. Das Element a hei�t

ein Teiler von b, wenn ein 
 2 R existiert mit b = a
. Man s
hreibt hierf

�

ur ajb. Das

Element a hei�t assoziiert zu b, wenn ajb und bja gilt. Dies wird mit a � b bezei
hnet

(Bemerkung: � ist eine

�

Aquivalenzrelation).

Lemma 3.2. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h und a; b; 
; d 2 R. Dann gelten folgende

Re
henregeln:

(i) ajb und bj
) aj
.

(ii) ajb und aj
) ajb� 
.

(iii) ajb und ajb+ 
) aj
.

(iv) ajb und 
jd) a
jbd.

(v) ajb, (a) � (b).

(vi) a � b, (a) = (b), a = 
b mit 
 2 E

R

.

Beweis. Diese Regeln re
hnet man lei
ht na
h. �

De�nition 3.3. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h. Ein Element 0 6= a 2 R n E

R

hei�t

irreduzibel, wenn f

�

ur b; 
 2 R mit a = b
 stets b 2 E

R

oder 
 2 E

R

gilt.

Satz 3.4. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h und Hauptidealring. F

�

ur ein 0 6= a 2 R sind

folgende Aussagen

�

aquivalent:

(i) a ist irreduzibel,

(ii) (a) ist ein maximales Ideal.

Beweis. (i) ) (ii): Sei (a) � (b) � R ein Ideal mit b 2 R. Da a 2 (b) existiert

ein 
 2 R mit a = b
. Nun folgt wegen der Irreduzibilit

�

at von a, dass b 2 E

R

oder


 2 E

R

. Dies ist

�

aquivalent zu (b) = R oder (a) = (b). Daher ist (a) ein maximales

Ideal.

(ii)) (i): Sei a = b
 mit b; 
 2 R. Nun gilt (a) � (b) � R. Da (a) ein maximales

Ideal ist, folgt (a) = (b) oder (b) = R. Gilt (b) = R, dann ist b 2 E

R

, da dann 1 2 (b).

Sonst ist (a) = (b), also existiert ein d 2 R mit ad = b. Es folgt, dass a = b
 = ad


und somit 1 = d
. Daher gilt 
 2 E

R

. Insgesamt folgt die Behauptung. �

De�nition 3.5. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h. Eine Folge von Elementen (a

n

)

n2N

mit a

n

2 R n f0g hei�t Teilerkette, wenn f

�

ur alle n 2 N a

n+1

ja

n

gilt. In R gilt der

Teilerkettensatz, wenn jede Teilerkette (a

n

)

n2N

station

�

ar wird, d.h. es gibt ein n

0

2 N

mit a

n

� a

n+1

f

�

ur n � n

0

.
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Beispiel 3.6. In Z gilt der Teilerkettensatz. Sei (a

n

)

n2N

ein Teilerkette in Z. Die

Menge fja

n

j : n 2 Ng besitzt ein kleinstes Element ja

n

0

j. Da ja

n+1

j � ja

n

j f

�

ur alle

n 2 N gilt, folgt a

n

� a

n+1

f

�

ur n � n

0

.

Satz 3.7. In R gelte der Teilerkettensatz. Dann l

�

asst si
h jedes Element 0 6= a 2

RnE

R

als Produkt a = b

1

� � � b

n

mit endli
h vielen irreduziblen Elementen b

1

; : : : ; b

n

darstellen (das Produkt ist ni
ht notwendigerweise eindeutig).

Beweis. Sei a 2 R ein beliebiges Element. Angenommen a l

�

asst si
h ni
ht als Pro-

dukt von endli
h vielen irreduziblen Elementen s
hreiben. Wir de�nieren induktiv

ein Kette von Elementen (a

n

)

n2N

mit a

n+1

ja

n

, a

n

6� a

n+1

und a

n

l

�

asst si
h f

�

ur alle

n 2 N ni
ht als Produkt von endli
h vielen irreduziblen Elementen s
hreiben. Dies

ist ein Widerspru
h zur Voraussetzung, dass in R der Teilerkettensatz gilt.

F

�

ur n = 0 setze a

0

= a. Sei n > 0 und die Kette a

0

; : : : ; a

n

bereits konstruiert.

a

n

kann ni
ht irreduzibel sein, also existieren 0 6= b; 
 2 R n E

R

mit a

n

= b
. Wegen

der Wahl von a

n

k

�

onnen b und 
 si
h ni
ht beide als Produkt von endli
h vielen

irreduziblen Elementen s
hreiben lassen. L

�

asst si
h etwa b ni
ht so s
hreiben, dann

setze a

n+1

= b. Dies zeigt die Behauptung. �

Lemma 3.8. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h und ein Hauptidealring. Dann gilt in R

der Teilerkettensatz.

Beweis. Sei (a

n

)

n2N

ein Teilerkette in R. Da a

n+1

ja

n

f

�

ur alle n 2 N gilt, folgt

(a

0

) � (a

1

) � : : : � (a

n

) � : : :

Sei I =

S

n2N

(a

n

). Dann ist I ein Ideal, insbesondere ein Hauptideal. Also existiert

ein b 2 R mit I = (b). Sei n

0

so gew

�

ahlt, dass b 2 a

n

0

gilt. Dann ist (a

n

) = (a

n+1

)

f

�

ur n � n

0

und somit a

n

� a

n+1

f

�

ur n � n

0

. �

De�nition 3.9. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h und 0 6= p 2 R n E

R

. Das Element p

hei�t ein Primelement, wenn f

�

ur alle a; b 2 R mit pjab folgt, dass pja oder pjb gilt.

Bemerkung 3.10. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h. Dann gelten folgende Regeln:

(i) Seien p; q 2 R, p ein Primelement und p � q ) q ist ein Primelement.

(ii) Sind p; q 2 R Primelemente mit pjq ) p � q.

(iii) Ist p 2 R ein Primelement mit pja

1

� � �a

n

) pja

i

f

�

ur ein i 2 f1; : : : ; ng.

Lemma 3.11. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h und 0 6= p 2 R n E

R

. Dann gilt:

(i) p ist ein Primelement , (p) ist ein Primideal.

(ii) p ist ein Primelement ) p ist irreduzibel.

Beweis. Zu (i): Dies folgt direkt aus den De�nitionen von Primelement und Prim-

ideal.

Zu (ii): Sei p ein Primelement und p = ab f

�

ur a; b 2 R. Da pjab gilt, folgt pja

oder pjb. Gelte etwa pja, dann existiert ein 
 2 R mit p
 = a. Somit folgt aus

p = ab = p
b, dass 1 = 
b gilt. Also ist b 2 E

R

. Damit ist p irreduzibel. �

Satz 3.12. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h und Hauptidealring, 0 6= p 2 R nE

R

. Dann

sind folgende Aussagen

�

aquivalent:

(i) p ist ein Primelement,
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(ii) p ist irreduzibel,

(iii) (p) ist ein maximales Ideal.

Beweis. In 3.4 und 3.11 wurde bereits (i)) (ii) und (ii), (iii) bewiesen. Es bleibt

zu zeigen, dass (iii) ) (i) gilt. Ist (p) ein maximales Ideal, so ist (p) ein Primideal

na
h 2.17. Aus 3.11 (i) folgt die Behauptung. �

Lemma 3.13. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h und 0 6= a 2 R. Seien a = p

1

� � � p

m

=

q

1

� � � q

n

zwei Darstellungen von a als Produkt von Primelementen. Dann gilt:

(i) m = n.

(ii) Na
h einer geeigneten Umnummerierung gilt p

i

� q

i

.

Die Darstellung von Primelementen ist also im Wesentli
hen eindeutig.

Beweis. Wir beweisen den Satz dur
h eine Induktion na
h l = minfm;ng. O.E. ist

l = m.

F

�

ur l = 1 folgt wegen p

1

jq

1

� � � q

n

, dass p

1

jq

i

f

�

ur ein i 2 f1; : : : ; ng und somit

na
h 3.10 p

1

� q

i

, etwa q

i

= "p

1

f

�

ur ein " 2 E

R

. Au�erdem gilt na
h K

�

urzen dur
h

p

1

, dass 1 = "q

1

� � � q

i�1

q

i+1

� � � q

n

. Also gilt n = 1 und damit die Behauptung.

Sei nun l > 1. Es gilt p

m

jq

1

� � � q

n

und daher wieder p

1

jq

i

f

�

ur ein i 2 f1; : : : ; ng.

O.E. i = n und daher p

m

� q

n

, etwa q

m

= "p

n

f

�

ur ein " 2 E

R

. Na
h K

�

urzen gilt

p

1

� � � p

m�1

= "q

1

� � � q

n�1

mit minfm� 1; n� 1g < l. Na
h der Induktionsvorausset-

zung gilt m � 1 = n � 1 , m = n und na
h einer geeigneten Nummerierung gilt

p

i

� q

i

f

�

ur i = 1; : : : ; n� 1. �

De�nition 3.14. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h. R hei�t faktoriell, wenn si
h jedes

Element 0 6= a 2 R n E

R

eindeutig als Produkt von Primelementen s
hreiben l

�

asst.

Bemerkung 3.15. SeiR ein faktorieller Ring, 0 6= a 2 R und P ein Vertretersystem

der Primelemente von R. Dann besitzt a die Darstellung

a = "

Y

p2P

p

v

p

(a)

mit " 2 E

R

, v

p

(a) 2 N und fast alle v

p

(a) = 0.

Korollar 3.16. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h und Hauptidealring, dann ist R fakto-

riell.

Beweis. Dies folgt aus 3.7, 3.8, 3.12 und 3.13. �

De�nition 3.17. Ein Integrit

�

atsberei
h R zusammen mit einer Abbildung Æ : Rnf0g

�! N hei�t ein euklidis
her Ring, wenn f

�

ur alle Elemente a; b 2 R mit b 6= 0 Elemente

q; r 2 R existieren mit

(i) a = qb + r,

(ii) r = 0 oder Æ(r) < Æ(b).

Die Abbildung Æ wird mit Grad- oder Normabbildung von R bezei
hnet.

Beispiel 3.18. Z bildet zusammen mit der Betragsfunktion j � j einen euklidis
hen

Ring. Jeder K

�

orper ist aus trivialen Gr

�

unden ein euklidis
her Ring.
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Satz 3.19. SeiR ein euklidis
her Ring. Dann istR ein Integrit

�

atsberei
h und Haupt-

idealring. Insbesondere gilt:

R ist ein euklidis
her Ring

) R ist ein Integrit

�

atsberei
h und Hauptidealring

) R ist ein faktorieller Ring:

Beweis. Sei I � R ein beliebiges Ideal. Ist I = (0), so ist I ein Hauptideal. Sei also

I 6= (0). De�niere m = minfÆ(a) : a 2 I; a 6= 0g und 0 6= a 2 I mit Æ(a) = m.

Behauptung: I = (a). Es gilt immer (a) � I. Sei nun 0 6= b 2 I. Dann existieren

q; r 2 R mit b = qa + r und r = 0 oder 0 � Æ(r) < Æ(a). Da r = b � qa 2 I folgt

wegen der Wahl von a, dass r = 0 und b = qa 2 (a) gilt. �

De�nition 3.20. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h. Seien a

1

; : : : ; a

n

2 R.

(i) d 2 R hei�t gr

�

osster gemeinsamer Teiler von a

1

; : : : ; a

n

, wenn gilt:

(a) dja

i

f

�

ur i = 1; : : : ; n.

(b) Ist e 2 R mit eja

i

f

�

ur i = 1; : : : ; n, so gilt ejd.

Wir s
hreiben dann ggT(a

1

; : : : ; a

n

) f

�

ur d.

(ii) v 2 R hei�t kleinstes gemeinsames Vielfa
hes von a

1

; : : : ; a

n

, wenn gilt:

(a) a

i

jv f

�

ur i = 1; : : : ; n.

(b) Ist u 2 R mit a

i

ju f

�

ur i = 1; : : : ; n, so gilt vju.

Wir s
hreiben dann kgV(a

1

; : : : ; a

n

) f

�

ur v.

Bemerkung 3.21. ggT(a

1

; : : : ; a

n

) und kgV(a

1

; : : : ; a

n

) sind bis auf Assoziiertheit

eindeutig.

Satz 3.22. Sei R ein faktorieller Ring, a

1

; : : : ; a

n

2 R n f0g, P ein Vertretersystem

der Primelemente von R und

a

i

= e

i

Y

p2P

p

v

p

(a

i

)

f

�

ur i = 1; : : : ; n

die Primfaktorzerlegungen von a

1

; : : : ; a

n

. Dann existieren ggT und kgV und es gilt

ggT(a

1

; : : : ; a

n

) =

Y

p2P

p

min(v

p

(a

1

);::: ;v

p

(a

n

))

;

kgV(a

1

; : : : ; a

n

) =

Y

p2P

p

max(v

p

(a

1

);::: ;v

p

(a

n

))

:

Beweis. Man bea
hte, dass f

�

ur

Y

p2P

p

v

p

(a)

j

Y

p2P

p

v

p

(b)

v

p

(a) � v

p

(b) f

�

ur alle p 2 P gelten muss. Nun folgt die Behauptung. �
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Satz 3.23. (Euklidis
her Algorithmus) Sei R ein euklidis
her Ring mit Gradabbil-

dung Æ. F

�

ur Elemente a; b 2 R n f0g betra
hte man die Folge z

0

; z

1

; : : : 2 R, die

induktiv gegeben ist dur
h:

z

0

=a

z

1

=b

z

i+1

=

(

der Rest der Division von z

i�1

dur
h z

i

, falls z

i

6= 0,

0 sonst:

Dann gibt es einen kleinsten Index n 2 N mit z

n+1

= 0. F

�

ur dieses n gilt z

n

=

ggT(a; b).

Beweis. Na
h der De�nition der Folge (z

i

)

i2N

hat man f

�

ur i > 0 und unter der

Voraussetzung z

i

6= 0 eine Glei
hung der Form

z

i�1

= q

i

z

i

+ z

i+1

mit Æ(z

i+1

) < Æ(z

i

) oder z

i+1

= 0:

Die Folge Æ(z

i

) ist f

�

ur i > 0 und z

i

6= 0 streng monoton fallend. Daher hat die Menge

N = fÆ(z

i

) : z

i

6= 0g ein Minimum und es kann nur endli
h viele z

i

6= 0 geben. Sei n

minimal mit z

n+1

= 0.

Behauptung: z

n

teilt z

i

f

�

ur 0 � i < n. Wir beweisen die Behauptung dur
h eine

Induktion na
h n � i. F

�

ur n � 1 folgt dies aus der Glei
hung z

n�1

= q

n

z

n

. Sei die

Aussage f

�

ur n� i gezeigt. Aus der Glei
hung

z

n�i�1

= q

n�i

z

n�i

+ z

n�i+1

folgt aus der Induktionsvoraussetzung z

n

jz

n�i+1

und z

n

jz

n�i

, dass z

n

jz

n�i�1

. Insbe-

sondere gilt z

n

jz

0

= a und z

n

jz

1

= b.

Sei 
 2 R mit 
ja und 
jb. Wir zeigen dur
h eine Induktion na
h i, dass 
jz

i

gilt.

Insbesondere 
jz

n

und es folgt z

n

= ggT(a; b). F

�

ur i = 0 und i = 1 gilt 
jz

i

na
h

Voraussetzung. Sei nun i > 1. Wegen der Glei
hung

z

i�1

= q

i

z

i

+ z

i+1

und der Induktionsvoraussetzung gilt 
jz

i+1

. �

Bemerkung 3.24. Dur
h den Beweis des Satzes 3.23 l

�

asst si
h eine explizite Dar-

stellung des ggT's dur
h a und b gewinnen. Man muss ledigli
h die Glei
hungen

r

�

u
kw

�

arts au


�

osen.

Bemerkung 3.25. Mit dem ggT(a; b) hat man in der Situation von 3.23 au
h den

kgV(a; b) bestimmt, da

ab = ggT(a; b)kgV(a; b)

gilt.

4. Polynomringe

Konstruktion 4.1. Sei R � S eine Ringerweiterung und fa

i

g

i2I

eine Teilmenge

von S. Der Ring R[fa

i

g

i2I

℄ ist der kleinste Unterring P � S mit den Eigens
haften

(i) R � P ,

(ii) F

�

ur i 2 I gilt a

i

2 P .
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Ist I = f1; : : : ; ng endli
h, dann s
hreiben wir R[a

1

; : : : ; a

n

℄. Man sagt au
h, dass

R[fa

i

g

i2I

℄ aus R dur
h Adjunktion der Elemente fa

i

g

i2I

von S entsteht.

Beispiel 4.2. Betra
hte:

(i) S = C [X; Y ℄, R = C , I = f1g und a

1

= X. Dann ist R[X℄ � S ein

Polynomring

(ii) S = C , R = R, I = f1g und a

1

= i. Dann ist R[i℄ = S kein Polynomring,

da i

2

+ 1 = 0 gilt.

Lemma 4.3. Sei R � S eine Ringerweiterung und a

1

; : : : ; a

n

2 S. Dann gilt

R[a

1

; : : : ; a

n

℄ = fa 2 S : a =

X

(m

1

;::: ;m

n

)2N

n




(m

1

;::: ;m

n

)

a

m

1

1

� � �a

m

n

n

mit 


(m

1

;::: ;m

n

)

2 R

und fast alle 


(m

1

;::: ;m

n

)

= 0g:

Beweis. Sei

P = fa 2 S : a =

X

(m

1

;::: ;m

n

)2N

n




(m

1

;::: ;m

n

)

a

m

1

1

� � �a

m

n

n

mit 


(m

1

;::: ;m

n

)

2 R

und fast alle 


(m

1

;::: ;m

n

)

= 0g:

Dann ist P ein Unterring von S, der a

1

; : : : ; a

n

enth

�

alt. Ist P

0

ein weiterer Unterring

von S mit dieser Eigens
haft, so gilt P � P

0

. Dies zeigt die Behauptung. �

Konstruktion 4.4. Sei R ein Ring und

R[X

1

; : : : ; X

n

℄ =

f(


(m

1

;::: ;m

n

)

)

(m

1

;::: ;m

n

)2N

n

: 


(m

1

;::: ;m

n

)

2 R; fast alle 


(m

1

;::: ;m

n

)

= 0g:

De�niere die Addition

(


(m

1

;::: ;m

n

)

) + (d

(m

1

;::: ;m

n

)

) = (


(m

1

;::: ;m

n

)

+ d

(m

1

;::: ;m

n

)

)

und die Multiplikation

(


(m

1

;::: ;m

n

)

)(d

(m

1

;::: ;m

n

)

) = (f

(m

1

;::: ;m

n

)

)

mit

f

(m

1

;::: ;m

n

)

=

X

(s

1

;::: ;s

n

)+(t

1

;::: ;t

n

)=(m

1

;::: ;m

n

)




(s

1

;::: ;s

n

)

d

(t

1

;::: ;t

n

)

:

Sei

e

(m

1

;::: ;m

n

)

=

(

1 (m

1

; : : : ; m

n

) = (0; : : : ; 0);

0 sonst:

Man re
hnet nun na
h, dass R[X

1

; : : : ; X

n

℄ ein Ring mit 1 = (e

(m

1

;::: ;m

n

)

) und 0 = (0)

ist. Man nennt R[X

1

; : : : ; X

n

℄ den Polynomring in n Unbestimmten (Variablen)

�

uber

R. F

�

ur n = 1 ist

R[X℄ = f(


m

)

m2N

: 


m

2 R; fast alle 


m

= 0g:

der

�

ubli
he Polynomring in einer Variablen.
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Satz 4.5. Sei R ein Ring. Dann entsteht der Ring S = R[X

1

; : : : ; X

n

℄ aus dem Ring

R

�

=

f(a

(m

1

;::: ;m

n

)

: a

(m

1

;::: ;m

n

)

= 0 f

�

ur (m

1

; : : : ; m

n

) 6= (0; : : : ; 0); a

(0;::: ;0)

2 Rg

dur
h Adjunktion der Elemente X

i

= (Æ

i

(m

1

;::: ;m

n

)

) mit

Æ

i

(m

1

;::: ;m

n

)

=

(

1 falls (m

1

; : : : ; m

n

) = "

i

;

0 sonst.

Beweis. Na
hre
hnen. �

Bemerkung 4.6. Jedes Element f 2 R[X

1

; : : : ; X

n

℄ besitzt eine eindeutige Dar-

stellung als Polynom

f =

X

(m

1

;::: ;m

n

)

a

(m

1

;::: ;m

n

)

X

m

1

1

� � �X

m

n

n

:

Satz 4.7. (Die universelle Eigens
haft des Polynomrings) Seien R und S Ringe,

' : R �! S ein Ringhomomorphismus und a

1

; : : : ; a

n

2 S. Dann gibt es einen ein-

deutig bestimmten Ringhomomorphismus �: R[X

1

; : : : ; X

n

℄ �! S mit

(i) �

jR

= ',

(ii) �(X

i

) = a

i

f

�

ur i = 1; : : : ; n.

Ist insbesondere S = R[a

1

; : : : ; a

n

℄, so ist � ein Epimorphismus.

Beweis. Eindeutigkeit: Existiert � und ist

f =

X

(m

1

;::: ;m

n

)

a

(m

1

;::: ;m

n

)

X

m

1

1

� � �X

m

n

n

2 R[X

1

; : : : ; X

n

℄;

so gilt

�(f)

=

X

(m

1

;::: ;m

n

)

�(a

(m

1

;::: ;m

n

)

)�(X

1

)

m

1

� � ��(X

n

)

m

n

=

X

(m

1

;::: ;m

n

)

'(a

(m

1

;::: ;m

n

)

)a

m

1

1

� � �a

m

n

n

:

Existenz: De�niere

�(f) =

X

(m

1

;::: ;m

n

)

'(a

(m

1

;::: ;m

n

)

)a

m

1

1

� � �a

m

n

n

und re
hnen na
h, dass � eine Homomorphismus ist (dies folgt im Wesentli
hen

daraus, dass ' ein Homomorphismus ist). �

Korollar 4.8. Sei n 2 N und R ein Ring. Dann gilt

R[X

1

; : : : ; X

n

℄[X

n+1

℄

�

=

R[X

1

; : : : ; X

n+1

℄:

Beweis. Sei S = R[X

1

; : : : ; X

n+1

℄. Betra
hte den Monomorphismus (Einbettung)

' : R �! S; a 7! a:

Setze a

1

= X

1

; : : : ; a

n

= X

n

, dann existiert na
h 4.7 ein eindeutiger Homomorphis-

mus �: R[X

1

; : : : ; X

n

℄ �! S mit
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(i) �

jR

= ',

(ii) �(X

i

) = a

i

f

�

ur i = 1; : : : ; n.

Man bea
hte, dass � injektiv ist. Nun betra
hte den Homomorphismus

'

0

= �: R[X

1

; : : : ; X

n

℄ �! S

und setze a

0

1

= X

n+1

. Wieder na
h 4.7 existiert ein eindeutig bestimmter Homomor-

phismus �

0

: R[X

1

; : : : ; X

n

℄[X

n+1

℄ �! S mit

(i) �

0

jR[X

1

;::: ;X

n

℄

= '

0

= �,

(ii) �(X

n+1

) = a

0

1

= X

n+1

.

�

0

ist der gesu
hte Isomorphismus. �

De�nition 4.9. Sei R ein Ring und S = R[X

1

; : : : ; X

n

℄.

(i) Sei m = (m

1

; : : : ; m

n

) 2 N

n

. Ein Element X

m

1

1

� � �X

m

n

n

2 S hei�t Monom.

Man nennt (m

1

; : : : ; m

n

) den Multigrad und jmj = m

1

+ � � � + m

n

den

Totalgrad von X

m

1

1

� � �X

m

n

n

.

(ii) Sei f =

P

(m

1

;::: ;m

n

)

a

(m

1

;::: ;m

n

)

X

m

1

1

� � �X

m

n

n

2 S beliebig. De�niere

deg(f) =

(

maxfm

1

+ : : :+m

n

: a

m

6= 0g f 6= 0;

�1 f = 0:

Dann hei�t deg(f) der Grad von f .

Ist insbesondere n = 1 und 0 6= f =

P

m2N

a

m

X

m

. Dann gilt deg(f) =

maxfm : a

m

6= 0g. Das Element a

deg(f)

=Leit(f) hei�t dann der LeitkoeÆ-

zient. f hei�t normiert, wenn Leit(f) = 1.

Bemerkung 4.10. Seien f; g 2 R[X℄, deg(f) = m, deg(g) = n, a

m

= Leit(f) und

b

m

= Leit(g). Dann gilt:

(i) deg(f + g) � maxfdeg(f); deg(g)g. Es gilt Glei
hheit genau dann, wenn

(a) deg(f) 6= deg(g),

(b) oder f = g = 0,

(
) oder deg(f) = deg(g) und a

n

+ b

n

6= 0.

(ii) deg(fg) � deg(f) + deg(g). Es gilt Glei
hheit genau dann, wenn

(a) f = 0 oder g = 0,

(b) oder f 6= 0, g 6= 0 und a

m

b

n

6= 0 (z.B. in einem Integrit

�

atsberei
h).

Satz 4.11. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h. Dann gilt:

(i) R[X

1

; : : : ; X

n

℄ ist ein Integrit

�

atsberei
h.

(ii) E

R[X

1

;::: ;X

n

℄

= E

R

.

Beweis. Zu (i): Wir beweisen (i) dur
h eine Induktion na
h n. Sei n = 1 und 0 6=

f; g 2 R[X℄. Dann gilt na
h 4.10, dass deg(fg) = deg(f) deg(g) 6= 0 und daher

fg 6= 0. Also ist R[X℄ ein Integrit

�

atsberei
h. F

�

ur n > 1 folgt die Aussage aus 4.8

und der Induktionsannahme wegen R[X

1

; : : : ; X

n

℄ = R[X

1

; : : : ; X

n�1

℄[X

n

℄.

Zu (ii): Au
h (ii) wird dur
h eine Induktion bewiesen. Sei n = 1. Man bea
hte,

dass f

�

ur ein 0 6= f 2 R[X℄ gilt deg(f) = 0 genau dann, wenn f 2 R. Es gilt immer

E

R

� E

R[X℄

. Sei nun f 2 E

R[X℄

. Dann ist f 6= 0 und es existiert ein 0 6= g 2 R[X℄ mit

1 = fg. Also 0 = deg(1) = deg(fg) = deg(f)+deg(g). Somit ist deg(f) = deg(g) = 0
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und daher f; g 2 R, speziell f; g 2 E

R

. F

�

ur n > 1 folgt die Behauptung wieder aus

4.8 und der Induktionsannahme wegen

E

R[X

1

;::: ;X

n

℄

= E

R[X

1

;::: ;X

n�1

℄[X

n

℄

= E

R[X

1

;::: ;X

n�1

℄

= E

R

:

�

Satz 4.12. (Division mit Rest) Sei R ein Ring, f; g 2 R[X℄, g 6= 0 und Leit(g) 2 E

R

.

Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome q; r 2 R[X℄ mit

(i) f = qg + r,

(ii) deg(r) < deg(g).

Beweis. Existenz: Ist f = 0, so setze q = r = 0. Sei nun f 6= 0. Wir beweisen den

Satz dur
h eine Induktion na
h deg(f).

Sei deg(f) = 0. Ist deg(g) = 0, so gilt g 2 E

R

. Dann k

�

onnen wir q = g

�1

f und

r = 0 w

�

ahlen und erhalten f = qg. Ist deg(g) > 0, dann sind q = 0 und r = f die

gesu
hten Elemente mit f = 0g + r.

Sei nun deg(f) > 0. Im Falle deg(f) < deg(g), kann wieder q = 0 und r = f

gew

�

ahlt werden. Betra
hte also deg(f) � deg(g). Sei m = deg(f), n = deg(g),

a

m

= Leit(f) und b

n

= Leit(g). De�niere

q

1

= b

�1

n

a

m

X

n�m

und f

1

= f � q

1

g:

Dann ist deg(f

1

) < deg(f). Na
h der Induktionsannahme existieren q

2

; r 2 R[X℄

mit f � q

1

g = f

1

= q

2

g + r und deg(r) < deg(g). Somit

f = (q

1

+ q

2

)g + r:

W

�

ahle nun q = q

1

+ q

2

.

Eindeutigkeit: Sei

f = q

1

g + r

1

= q

2

g + r

2

mit deg(r

1

); deg(r

2

) < deg(g):

Also (q

1

� q

2

)g = r

2

� r

1

. Es gilt deg(r

2

� r

1

) � maxfdeg(r

1

); deg(r

2

)g < deg(g).

Auf der anderen Seite ist deg((q

1

� q

2

)g) = deg(q

1

� q

2

)+ g, da Leit(g) 2 E

R

. Somit

deg(g) + deg(q

1

� q

2

) = deg(r

2

� r

1

) < deg(g):

Dies ist nur f

�

ur q

1

= q

2

und r

1

= r

2

m

�

ogli
h. Dies zeigt die Eindeutigkeit. �

Korollar 4.13. Sei K ein K

�

orper. Dann ist K[X℄ zusammen mit der Abbildung

deg ein euklidis
her Ring. Insbesondere ist K[X℄ ein Hauptidealring und faktoriell.

De�nition 4.14. Sei R � S eine Ringerweiterung und 0 6= f =

P

m2N

a

m

X

m

2

R[X℄. Ein Element b 2 S hei�t Nullstelle von f in S, wenn f(b) =

P

m2N

a

m

b

m

= 0

gilt, also ist f ist im Kern des Einsetzungshomomorphismus

R[X℄ �! S; f 7! f(b):

Satz 4.15. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h und 0 6= f 2 R[X℄ ein Polynom vom Grad

n.

(i) b 2 R ist genau dann eine Nullstelle von f , wenn (X � b)jf in R[X℄.

(ii) f besitzt h

�

o
hstens n Nullstellen in R.
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Beweis. Zu (i): Gilt (X� b)jf , so ist f = (X� b)g. Also f(b) = (b� b)g = 0. Sei nun

b eine Nullstelle von f . Teile f mit Division dur
h Rest dur
h X�b. Dann existieren

q; r 2 R[X℄ mit f = q(X�b)+r und deg(r) � 0. Es gilt 0 = f(b) = q(b)0+r(b) = r(b)

und daher r = 0, da r 2 R ein Widerspru
h geben w

�

urde. Also gilt (X � b)jf .

Zu (ii): Wir beweisen die Aussage dur
h eine Induktion na
h deg(f). Ist deg(f) =

0, so ist f 2 R und f kann keine Nullstellen besitzen. Sei nun deg(f) > 0. Falls f

keine Nullstelle besitzt, ist ni
hts zu zeigen. Sei also b eine Nullstelle von f . Na
h (i)

gilt f = (X� b)g f

�

ur ein g 2 R[X℄ mit deg(g) = deg(f)�1. Na
h der Induktionsan-

nahme hat g h

�

o
hstens n�1 Nullstellen in R. Da b

0

genau dann eine Nullstelle von f

ist, wenn b

0

eine Nullstelle von (X� b) oder von g ist, hat f h

�

o
hstens n� 1+1 = n

Nullstellen. �

5. Der Satz von Gau�

Satz 5.1. (Gau�) Sei R ein faktorieller Ring, dann ist au
h der Polynomring R[X℄

faktoriell.

Korollar 5.2. Sei R ein faktorieller Ring, dann ist f

�

ur n 2 N ; n � 1 au
h der

Polynomring R[X

1

; : : : ; X

n

℄ faktoriell.

Beweis. Dies folgt aus 4.8 und 5.1. �

Bemerkung 5.3. Dur
h den Satz von Gau� sieht man, dass es faktorielle Ringe

gibt, die keine Hauptidealringe sind. Z. B. ist f

�

ur einen K

�

orper K der Ring K[X; Y ℄

faktoriell. Dieser Ring ist aber kein Hauptidealring.

Lemma 5.4. Sei R ein faktorieller Ring, P ein Repr

�

asentantensystem der Prim-

elemente von R. Dann besitzt jedes Element 0 6= x =

a

b

2 Q(R) eine eindeutige

Darstellung

x = "

Y

p2P

p

v

p

(x)

mit " 2 E

R

, v

p

(x) 2 Z und fast alle v

p

(x) = 0. Insbesondere ist x 2 R genau dann,

wenn alle v

p

(x) 2 N .

Beweis. Existenz: Sei

a = "

a

Y

p2P

p

v

p

(a)

und b = "

b

Y

p2P

p

v

p

(b)

mit "

a

; "

b

2 E

R

, v

p

(a); v

p

(b) 2 N und fast alle v

p

(a) = 0 bzw. v

p

(b) = 0. Dann ist

x = "

a

"

�1

b

Y

p2P

p

v

p

(a)�v

p

(b)

:

O.E. kann angenommen werden, dass immer v

p

(a) = 0 oder v

p

(b) = 0 gilt.

Eindeutigkeit: Sei

x = "

0

Y

p2P

p

v

0

p

(x)
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eine weitere Darstellung. De�niere


 =

Y

p2P;v

0

p

(x)�0

p

v

0

p

(x)

und d =

Y

p2P;v

0

p

(x)<0

p

�v

0

p

(x)

:

Dann ist x =




d

, also ad = 
b:Wegen der Wahl von a; b; 
; d und der Eindeutigkeit der

Primfaktorzerlegung in R folgt nun a = 
 und b = d und damit die Behauptung. �

De�nition 5.5. Sei R ein faktorieller Ring, P ein Repr

�

asentantensystem der Prim-

elemente von R und 0 6= f =

P

a

n

X

n

2 Q(R)[X℄. Dann:

(i) v

p

(f) = minfv

p

(a

n

) : a

n

6= 0g.

(ii) I(f) =

Q

p2P

p

v

p

(f)

hei�t der Inhalt von f . Dieser Ausdru
k ist de�niert,

aber abh

�

angig von P.

(iii) f hei�t primitiv, wenn I(f) 2 E

R

(d.h. der ggT der KoeÆzienten ist 1).

Beispiel 5.6. F

�

ur normierte Polynome f 2 R[X℄ gilt, dass f primitiv ist.

Lemma 5.7. Sei R ein faktorieller Ring und P ein Repr

�

asentantensystem der Prim-

elemente von R.

(i) Sei a 2 Q(R) und f 2 Q(R)[X℄. Dann ist I(af) = I(a)I(f) = "aI(f) f

�

ur

ein " 2 E

R

. Ist a =

Q

p2P

p

v

p

(a)

, so kann " = 1 gew

�

ahlt werden.

(ii) Sei 0 6= f 2 Q(R)[X℄. Dann gibt es ein g 2 R[X℄, g primitiv, I(g) = 1 und

f = I(f)g.

(iii) Sei f 2 R[X℄ irreduzibel und deg(f) > 0. Dann ist f primitiv.

(iv) Sei f 2 R[X℄ primitiv und in Q(R)[X℄ irreduzibel. Dann ist f in R[X℄

irreduzibel.

Beweis. Zu (i): Sei f =

P

n2N

a

n

X

n

Dann ist v

p

(af) = minfv

p

(aa

n

) : a

n

6= 0g =

v

p

(a) + v

p

(f). Somit

I(af) =

Y

p2P

p

v

p

(af)

=

Y

p2P

p

v

p

(a)

Y

p2P

p

v

p

(f)

= "aI(f)

f

�

ur ein " 2 E

R

. Ist a =

Q

p2P

p

v

p

(a)

, so kann " = 1 gew

�

ahlt werden.

Zu (ii): Sei g = I(f)

�1

f . Dann ist f = I(f)g. Ferner I(g) = I(f)

�1

I(f) = 1 2 E

R

und somit ist g primitiv. Sei f =

P

n2N

a

n

X

n

. Es ist v

p

(I(f)

�1

a

n

) � 0 f

�

ur alle p 2 P,

also ist g 2 R[X℄.

Zu (iii): Na
h (ii) ist f = I(f)g und g 2 R[X℄ primitiv. Au�erdem deg(g) =

deg(f) > 0. Da f irreduzibel ist, muss I(f) 2 E

R[X℄

gelten. Dann ist I(f) 2 E

R

und

somit f primitiv.

Zu (iv): Sei f = gh mit g; h 2 R[X℄. Da f irreduzibel

�

uber Q(R)[X℄ ist, muss

g 2 Q(R) n f0g oder h 2 Q(R) n f0g gelten. Sei etwa g 2 Q(R) n f0g. Dann

ist "gI(h) = I(gh) = I(f) 2 E

R

. Da I(h) 2 R gilt, folgt g 2 E

R

. Dies war zu

zeigen. �

Beispiel 5.8. Sei f(X) = 2X, also I(f) = 2. Dann ist f in Q [X℄ irreduzibel, aber

ni
ht in Z[X℄, da hier 2 keine Einheit ist.



32 2. RINGTHEORIE

Lemma 5.9. (Gau�) Sei R ein faktorieller Ring und P ein Repr

�

asentantensystem

der Primelemente von R. Seien 0 6= f; g 2 Q(R)[X℄. Dann gilt:

I(fg) = I(f)I(g):

Beweis. Sei f = I(f)f

1

und g = I(g)g

1

mit f

1

; g

1

2 R[X℄ primitiv und I(f

1

) =

I(g

1

) = 1. Dann ist

fg = I(f)I(g)f

1

g

1

und damit

I(fg) = I(f)I(g)I(f

1

g

1

)

Es gen

�

ugt zu zeigen, dass I(f

1

g

1

) = 1 gilt. Wir k

�

onnen also o. E. annehmen, dass

f; g 2 R[X℄ und I(f) = I(g) = 1 gilt.

Dann ist zu zeigen, dass f

�

ur alle p 2 P gilt v

p

(fg) = 0. Sei p 2 P fest gew

�

ahlt,

deg(f) = m, deg(g) = n

f =

m

X

i=0

a

i

X

i

; g =

n

X

j=0

b

j

X

j

; fg =

m+n

X

k=0




k

X

k

;

mit 


m+n

= a

m

+b

n

. Es ist z. z., dass ein k 2 f0; : : : ; m+ng existiert mit v

p

(


k

) = 0,

d.h p 6 j


k

. Da I(f) = 1, existiert ein maximales r 2 f0; : : : ; ng mit p teilt ni
ht a

r

.

W

�

ahle analog s 2 f0; : : : ; mg maximal mit p teilt ni
ht b

s

. Dann ist




r+s

=

X

i+j=r+s

a

i

b

j

= a

r

b

s

+

X

i>0

a

r+i

b

s�i

+

X

i>0

a

r�i

b

s+i

:

F

�

ur i > 0 gilt pja

r+i

b

s�i

, da pja

r+i

. F

�

ur i < 0 gilt pja

r�i

b

s+i

, da pjb

s+i

. Da aber p

ni
ht a

r

b

s

teilt (p ist ein Primelement), folgt, dass p ni
ht 


r+s

teilt. Dies zeigt die

Behauptung. �

Korollar 5.10. Sei R ein faktorieller Ring. Seien 0 6= f 2 R[X℄ mit deg(f) > 0.

Dann sind folgende Aussagen

�

aquivalent:

(i) f ist irreduzibel in R[X℄,

(ii) f ist irreduzibel in Q(R)[X℄ und f ist primitiv.

Beweis. (ii) ) (i): Dies wurde in 5.7 gezeigt.

(i) ) (ii): Na
h 5.7 ist f primitiv. Insbesondere gilt I(f) 2 E

R

. Sei nun f = gh

mit g; h 2 Q(R)[X℄. Dann folgt I(f) = I(g)I(h). Somit

I(f)

�1

f = I(g)

�1

gI(h)

�1

h:

Da I(f)

�1

f irreduzibel in R[X℄ und I(g)

�1

g; I(h)

�1

h 2 R[X℄ gilt, folgt o.E., dass

I(g)

�1

g 2 E

R[X℄

= E

R

. Also g 2 E

Q(R)[X℄

= Q(R) n f0g.

�

Korollar 5.11. Sei R ein faktorieller Ring. Seien 0 6= f; g 2 R[X℄, f primitiv,

h 2 Q(R)[X℄ und g = fh. Dann gilt h 2 R[X℄. D. h. teilt f ein Element g in

Q(R)[X℄, dann teilt f das Element g in R[X℄.

Beweis. Es ist I(g) = I(f)I(h). Da f primitiv ist, gilt I(f) 2 E

R

. Also I(h) =

I(f)

�1

I(g) 2 R und daher h 2 R[X℄. �
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Beweis. (Beweis des Satzes von Gau�) Sei R ein faktorieller Ring, 0 6= f 2 R[X℄ n

E

R

. Der Ring Q(R)[X℄ ist ein euklidis
her Ring, also faktoriell. Somit existieren

f

1

; : : : ; f

n

2 Q(R)[X℄ irreduzibel mit f = f

1

� � � f

n

. Sei 
 =

Q

n

i=1

I(f

i

) und

~

f

i

=

I(f

i

)

�1

f

i

. Dann folgt

I(

~

f

i

) = 1;

~

f

i

2 R[X℄; f = 


n

Y

i=1

~

f

i

mit 
 = I(f) 2 R:


 ist ein Produkt von Primelementen von R, die au
h Primelemente von R[X℄ sind

(

�

Ubungsaufgabe).

~

f

i

ist primitiv und irreduzibel in Q(R)[X℄. Na
h 5.10 sind

~

f

i

irreduzibel in R[X℄.

Es bleibt folgende Behauptung zu zeigen: Ist f 2 R[X℄ irreduzibel und primitiv,

dann ist f ein Primelement.

Sei g; h 2 R[X℄ mit f jgh in R[X℄. Insbesondere gilt f jgh in Q(R)[X℄. Da f

irreduzibel in Q(R)[X℄ folgt, dass f ein Primelement in Q(R)[X℄ ist. Somit f jg oder

f jh in Q(R)[X℄. Da f primitiv ist, folgt aus 5.11, dass f jg oder f jh in R[X℄. Also

ist f ein Primelement in R[X℄. �

6. Irreduzibilit

�

atskriterien f

�

ur Polynome

Problem: Wel
he Polynome sind irreduzibel in R[X℄ (bzw. in Q(R)[X℄)? Teilt

man dur
h den Inhalt, so kann o.E. angenommen werden, dass die Polynome primitiv

sind.

Satz 6.1. (Eisensteins
hes Irreduzibilit

�

atskriterium) Sei R ein faktorieller Ring, 0 6=

f =

P

n

i=0

a

i

X

i

2 R[X℄ primitiv, deg(f) = n > 0. Weiter sei p 2 R ein Primelement

mit p 6 ja

n

, pja

i

f

�

ur i = 0; : : : ; n � 1, p

2

6 ja

0

. Dann ist f irreduzibel in R[X℄ und

somit au
h in Q(R)[X℄.

Beweis. Angenommen f = gh mit g =

P

n

g

i=0

b

i

X

i

, h =

P

n

h

i=0




i

X

i

, deg(g) = n

g

und

deg(h) = n

h

. O.E. gilt n

g

; n

h

> 0, da f primitiv ist. (W

�

are etwa n

g

= 0, so w

�

urde

aus I(g)I(h) = I(f) 2 E

R

folgen, dass g 2 E

R

).

Da pja

0

= b

0




0

, folgt pjb

0

oder pj


0

. Sei o.E. pj


0

. Dann kann ni
ht pjb

0

gelten, da

sonst p

2

ja

0

ein Widerspru
h w

�

are. Da p 6 ja

n

= b

n

g




n

h

folgt, dass p 6 jb

n

g

und p 6 j


n

h

.

Sei nun r = minfj : p 6 j


j

g. Es gilt 0 < r � n

h

< n = n

h

+ n

g

. Betra
hte

a

r

= b

0




r

+

r

X

i=1

b

i




r�i

:

Es gilt p 6 jb

0




r

und pjb

i




r�i

f

�

ur i = 1; : : : r wegen der Wahl von r. Somit gilt p 6 ja

r

.

Dies ist ein Widerspru
h zur Voraussetzung, da 0 < r < n. �

Beispiel 6.2. Sei p eine Primzahl, dann ist X

n

� p irreduzibel in Z[X℄.

Lemma 6.3. Sei R ein Integrit

�

atsberei
h. Dann gilt:

(i) Sei ' : R �! R ein Automorphismus und a 2 R. Dann ist a irreduzibel

genau dann, wenn '(a) irreduzibel ist.
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(ii) Sei a 2 R und " 2 E

R

. Dann ist die Abbildung ' : R[X℄ �! R[X℄; f(X) 7!

f("X + a) ein Automorphismus. Insbesondere ist f(X) irreduzibel genau

dann, wenn f("X + a) irreduzibel ist.

Beweis. Zu (i): Trivial.

Zu (ii): Man sieht lei
ht, dass ' ein Homomorphismus ist. Die Abbildung

 : R[X℄ �! R[X℄; f(X) 7! f("

�1

(X � a))

ist die Umkehrabbildung zu '. Somit ist ' ein Automorphismus. �

Beispiel 6.4. Behauptung: Sei p eine Primzahl, dann ist f(X) =

P

p�1

i=0

X

i

irredu-

zibel in Z[X℄.

Die Behauptung ist

�

aquivalent zu: f(X + 1) =

P

p�1

i=0

(X + 1)

i

ist irreduzibel in

Z[X℄. Es gilt (X � 1)f(X) = X

p

� 1. Also Xf(X + 1) = (X + 1)

p

� 1 und somit

f(X + 1) =

(X + 1)

p

� 1

X

=

P

p

i=1

�

p

i

�

X

i

X

=

p�1

X

i=0

�

p

i+ 1

�

X

i

:

Nun sieht man, dass f(X + 1) irreduzibel na
h dem Eisensteinkriterium ist.

Satz 6.5. (Reduktionsmethode) Sei R faktoriell, 0 6= f =

P

n

i=0

a

i

X

i

primitiv,

deg(f) = n, P � R ein Primideal, a

n

=2 P , R = R=P und f =

P

n

i=0

a

i

X

i

2 R[X℄

mit a

i

= a

i

+ P . Wenn f irreduzibel in R[X℄ ist, so folgt, dass f irreduzibel in

Q(R)[X℄ und R[X℄ ist.

Beweis. Es gen

�

ugt zu zeigen, dass f irreduzibel in R[X℄ ist.

Angenommen: f = gh mit g; h 2 R[X℄, deg(g) > 0 und deg(h) > 0. Der kanoni-

s
he Epimorphismus " : R �! R induziert einen Epimorphismus

" : R[X℄ �! R[X℄;

X

b

i

X

i

7!

X

b

i

X

i

:

Da na
h Voraussetzung a

n

6= 0 gilt folgt, dass deg(f) = deg(f) � 1. Es ist deg(g) �

deg(g) und deg(h) � deg(h). Da

deg(f) = deg(g) + deg(h) � deg(g) + deg(h) = deg(f) = deg(f);

folgt deg(g) = deg(g) und deg(h) = deg(h). Dann ist f = gh reduzibel ein Wider-

spru
h zur Voraussetzung. �

Beispiel 6.6. Problem: Ist f = X

4

+ 3X + 1 irreduzibel in Q [X℄ bzw. Z[X℄?

Betra
hte Reduktion mod 2, also f = X

4

+X + 1 in Z=2Z[X℄.

X und X + 1 sind die einzig m

�

ogli
hen Linearfaktoren in Z=2Z[X℄. Da f(0) =

f(1) = 1 besitzt f keine Linearfaktoren.

X

2

, X

2

+X, X

2

+ 1 und X

2

+X +1 sind die einzigen m

�

ogli
hen quadratis
hen

Polynome. Keines von diesen teilt f (ausre
hnen).

Also ist f irreduzibel in Z=2Z[X℄ und somit f irreduzibel in Z[X℄.
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K

�

orpertheorie

1. Endli
he und algebrais
he K

�

orpererweiterungen

De�nition 1.1. Sei L ein K

�

orper und K ein Teilk

�

orper.

(i) Dann hei�t das Paar K � L eine K

�

orpererweiterung. Man s
hreibt hierf

�

ur

L=K.

(ii) Die K-Vektorraumdimension dim

K

(L) = [L : K℄ hei�t der Grad von L

�

uber K. Die K

�

orpererweiterung hei�t endli
h oder unendli
h, je na
hdem

ob [L : K℄ endli
h oder unendli
h ist.

Bemerkung 1.2. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung. Dann ist L = K genau dann,

wenn [L : K℄ = 1.

Satz 1.3. Seien L=K und M=L K

�

orpererweiterungen. Dann gilt die Gradformel:

[M : K℄ = [M : L℄[L : K℄:

Beweis. Sei [M : L℄ <1 und [L : K℄ <1. W

�

ahle eine L-Vektorraumbasis v

1

; : : : ; v

r

von M und eine K-Vektorraumbasis w

1

; : : : ; w

s

von L. Wir behaupten, dass v

i

w

j

,

i = 1; : : : ; r, j = 1; : : : ; s eine K-Vektorraumbasis von M ist. Daraus folgt dann die

Gradformel.

Sei x 2 M . Dann existieren l

i

2 L mit x =

P

r

i=1

l

i

v

i

. F

�

ur jedes l

i

gibt es a

ij

2 K

mit l

i

=

P

s

j=1

a

ij

w

j

. Dann folgt

x =

r

X

i=1

s

X

j=1

a

ij

w

j

v

i

und somit sind die Elemente v

i

w

j

ein K-Vektorraumerzeugendensystem von M=K.

Seien b

ij

2 K mit

0 =

r

X

i=1

s

X

j=1

b

ij

v

i

w

j

=

r

X

i=1

(

s

X

j=1

b

ij

w

j

)v

i

:

Da die v

i

linear unabh

�

angig

�

uber L sind, folgt f

�

ur i = 1; : : : ; r

s

X

j=1

b

ij

w

j

:

Da die w

j

linear unabh

�

angig

�

uber K sind, folgt f

�

ur i = 1; : : : ; r und j = 1; : : : ; s,

dass b

ij

= 0 gilt. Also sind die Elemente v

i

w

j

linear unabh

�

angig und sie bilden somit

eine K-Basis von M .
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Wir haben dar

�

uber hinaus gezeigt, dass mit [M : L℄ � m und [L : K℄ � n folgt

[M : K℄ � mn. Ist somit [M : L℄ = 1 oder [L : K℄ = 1, dann ist au
h [M : K℄ =

1. �

Korollar 1.4. Seien L=K, M=L K

�

orpererweiterungen und [M : K℄ endli
h. Dann

ist [L : K℄ endli
h und [L : K℄j[M : K℄.

Korollar 1.5. Seien L=K, M=L K

�

orpererweiterungen und [M : K℄ eine Primzahl.

Dann ist L =M oder L = K.

Beispiel 1.6. Es ist [Q(

p

3) : Q ℄ = 2. Also besitzt Q (

p

3)=Q keine Zwis
henk

�

orper.

De�nition 1.7. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung. Ein Element a 2 L hei�t algebra-

is
h

�

uber K, wenn ein 0 6= f 2 K[X℄ existiert mit f(a) = 0. Falls a ni
ht algebrais
h

ist, so hei�t a transzendent

�

uber K.

Beispiel 1.8. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung.

(i) Alle Elemente a 2 K sind algebrais
h

�

uber K, da f

�

ur f(X) = X � a gilt

f(a) = 0.

(ii) Ist K = Q und L = C , so ist

p

2 algebrais
h und e transzendent

�

uber K.

Satz 1.9. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung und a 2 L algebrais
h

�

uber K. Dann

existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom f 2 K[X℄ kleinsten Grades

mit f(a) = 0. Ferner ist f ein Primelement und somit irreduzibel. f hei�t das

Minimalpolynom von a

�

uber K. Ist g 2 K[X℄ ein weiteres Polynom mit g(a) = 0,

dann gilt f jg.

Beweis. Sei

' : K[X℄ �! L; g 7! g(a)

der Einsetzungshomomorphismus. Da a algebrais
h ist folgt Ker(') 6= f0g. Dann ist

Ker(') = (f) f

�

ur ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom 0 6= f 2 K[X℄. f

ist das normierte Polynom kleinsten Grades mit der Eigens
haft f(a) = 0.

Nun ist K[X℄=(f) � L ein Unterring des Integrit

�

atsberei
hs L. Daher ist (f) ein

Primideal und somit f ein Primelement. �

De�nition 1.10. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung und a 2 L. De�niere

[a : K℄ =

(

deg(f) falls a algebrais
h

�

uber K ist mit Minimalpolynom f;

1 falls a transzendent

�

uber K ist:

[a : K℄ hei�t der Grad von a

�

uber K.

Beispiel 1.11. Es ist [

p

2: Q ℄ = 2 und [

p

2: C ℄ = 1.

Lemma 1.12. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung und fa

i

g

i2I

� L. Dann existiert

ein kleinster Teilk

�

orper L

0

� L mit

(i) K � L

0

,

(ii) a

i

2 L

0

f

�

ur i 2 I.

Dieser wird mit K(fa

i

g

i2I

) bezei
hnet. Man sagt, dass K(fa

i

g

i2I

) aus K dur
h

Adjunktion der Elemente fa

i

g

i2I

entsteht.

Satz 1.13. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung und a 2 L. Dann sind

�

aquivalent:

(i) a ist algebrais
h

�

uber K,
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(ii) K(a) = K[a℄,

(iii) [K(a) : K℄ <1.

Beweis. (i) ) (ii): Sei f das Minimalpolynom von a und

' : K[X℄ �! K[a℄; g 7! g(a)

' ist surjektiv, Ker(') = (f) und es folgt, dass K[X℄=(f)

�

=

K[a℄. Da f irreduzibel

ist gilt, dass (f) ein maximales Ideal und somit K[a℄ ein K

�

orper ist.

Es gilt immer K[a℄ � K(a). Da aber K(a) der kleinste K

�

orper mit a als Element

ist, der K enth

�

alt, gilt K[a℄ = K(a).

(ii)) (iii): Es ist

K(a) = K[a℄

�

=

K[X℄=(g)

f

�

ur ein g =

P

n

i=0

a

i

X

i

2 K[X℄ mit a

n

= 1. Hierbei ist g 6= 0, da K[X℄ kein K

�

orper

ist ((0) ist kein maximales Ideal), und deg(g) > 0.

Wir zeigen, dass (die Bilder von) f1; X; : : : ; X

n�1

g ein K-Vektorraum Erzeu-

gendensystem von K(a) bilden. Insbesondere ist dann [K(a) : K℄ � n < 1. Da

K(a) = K[a℄, sind die X

i

f

�

ur i � 0 ein Erzeugendensystem von K(a). Wir beweisen

dur
h eine Induktion na
h i, dass si
h X

i

als Linearkombination von 1; X; : : : ; X

n�1

darstellen l

�

asst. Daraus folgt die Behauptung

F

�

ur i < n ist dies trivial, also sei nun i � n. Da g(a) = 0, existiert eine Glei
hung

X

n

= �

n�1

X

i=0

a

i

X

i

in K[X℄=(g):

Dann ist

X

i

= X

n

X

i�n

= �

n�1

X

j=0

a

j

X

j

X

i�n

:

Na
h der Induktionsannahme l

�

asst si
h X

j

X

i�n

als Linearkombination von 1; X;

: : : ; X

n�1

darstellen und daher au
h X

i

.

(iii)) (i): Da [K(a) : K℄ <1 gilt, sind die Elemente 1; a; a

2

; : : : linear abh

�

angig.

Daher existieren a

i

2 K mit

n

X

i=0

a

i

a

i

= 0

De�niere f =

P

n

i=0

a

i

X

i

2 K[X℄. Dann ist a algebrais
h

�

uber K. �

Korollar 1.14. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung und a 2 L. Dann gilt:

[K(a) : K℄ = [a : K℄:

Beweis. Ist a transzendent

�

uber K, dann gilt [a : K℄ = 1 na
h De�nition und

[K(a) : K℄ =1 na
h 1.13.

Sei nun a algebrais
h

�

uber K mit Minimalpolynom f =

P

n

i=0

a

i

X, a

n

= 1.

Dann ist per De�nition [a : K℄ = n. Im Beweis von 1.13 wurde s
hon gezeigt, dass

K(a) = K + Ka + : : : + Ka

n�1

. Es bleibt zu zeigen, dass 1; a; : : : ; a

n�1

linear
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unabh

�

angig

�

uber K sind. W

�

aren 1; a; : : : ; a

n�1

linear abh

�

angig, so w

�

urden b

i

2 K

existieren mit

n�1

X

i=0

b

i

a

i

= 0:

De�niere g =

P

n�1

i=0

b

i

X

i

2 K[X℄. Dann gilt g(a) = 0 und deg(g) < n = deg(f).

Dies ist ein Widerspru
h, da f das Minimalpolynom von a ist. �

Beispiel 1.15. Betra
hte die K

�

orpererweiterung R=Q . Sei p eine Primzahl und

0 6= n 2 N . Dann ist na
h dem Eisensteins
hen Kriterium das Polynom f = X

n

� p

irreduzibel und somit das Minimalpolynom von

n

p

p. Daher ist

n

p

p algebrais
h mit

[Q (

n

p

p) : Q ℄ = n. Insbesondere kann R=Q ni
ht endli
h sein.

De�nition 1.16. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung.

(i) L=K hei�t algebrais
h, wenn jedes Element a 2 L algebrais
h

�

uber K ist.

(ii) L=K hei�t endli
h erzeugt, wenn a

1

; : : : ; a

n

2 L existieren mit

L = K(a

1

; : : : ; a

n

):

(iii) L=K hei�t eine einfa
he K

�

orpererweiterung, wenn ein a 2 L existiert mit

L = K(a).

Bemerkung 1.17. Es gilt:

K(a

1

; : : : ; a

n

) = Q(K[a

1

; : : : ; a

n

℄) = f

f(a

1

; : : : ; a

n

)

g(a

1

; : : : ; a

n

)

: f; g 2 K[X

1

; : : : ; X

n

℄; g 6= 0g:

Satz 1.18. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen

�

aquiva-

lent:

(i) [L : K℄ <1 (d.h. L=K ist endli
h),

(ii) L=K ist algebrais
h und L=K ist endli
h erzeugt.

Beweis. (i))(ii): Ist L=K endli
h, so existieren a

1

; : : : ; a

n

2 L mit

L = Ka

1

+ � � �+Ka

n

:

Es folgt direkt, dass L = K(a

1

; : : : ; a

n

) endli
h erzeugt ist.

Ist nun a 2 L beliebig, dann gilt na
h der Gradformel [K(a) : K℄ <1. Dann ist

a algebrais
h

�

uber K na
h 1.13.

(ii))(i): Seien a

1

; : : : ; a

n

2 L mit L = K(a

1

; : : : ; a

n

). F

�

ur alle i ist

K(a

1

; : : : ; a

i

)=K(a

1

; : : : ; a

i�1

)

einfa
h und algebrais
h, da a

i

bereits algebrais
h

�

uber K ist. Daher gilt

[K(a

1

; : : : ; a

i

) : K(a

1

; : : : ; a

i�1

)℄ = n

i

<1:

Nun beweist man dur
h eine einfa
he Induktion

[L : K℄ =

Y

i

n

i

<1:

Daher ist L=K endli
h. �

Korollar 1.19. Jede endli
he K

�

orpererweiterung ist algebrais
h.
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Bemerkung 1.20. Aus einer endli
h erzeugten K

�

orpererweiterungen L=K folgt

ni
ht, dass L=K endli
h ist. Betra
hte etwa Q (e)=Q . Es gibt algebrais
he K

�

orperer-

weiterungen, die ni
ht endli
h sind.

Lemma 1.21. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung. De�niere

K = fa 2 L : a algebrais
h

�

uber Kg:

Dann ist K ein K

�

orper. Dieser hei�t der algebrais
he Abs
hluss von K in L.

Beweis. Seien a; b 2 K und b 6= 0. Behauptung: a + b; a � b; ab; ab

�1

2 K. Daraus

folgt dann, dass K ein K

�

orper ist.

Es gilt a + b; a � b; ab; ab

�1

2 K(a; b). Wir zeigen, dass K(a; b)=K algebrais
h

ist. Daraus folgt die Behauptung.

Es gen

�

ugt zu zeigen, dass [K(a; b) : K℄ < 1 gilt. Da a algebrais
h

�

uber K ist,

gilt [K(a) : K℄ <1.

Sei g 2 K[X℄ das Minimalpolynom von b

�

uber K. Es gilt g(b) = 0. Ferner ist g 2

K(a)[X℄. Also ist b algebrais
h

�

uber K(a). Sei f 2 K(a)[X℄ das Minimalpolynom

von b

�

uber K(a). Wir wissen, dass f jg in K(a)[X℄. Daher gilt

[K(a; b) : K(a)℄ � [K(b) : K℄ <1

Na
h der Gradformel folgt

[K(a; b) : K℄ = [K(a; b) : K(a)℄[K(a) : K℄ <1:

�

Beispiel 1.22. Sei etwa

Q = fa 2 C : a algebrais
h

�

uber Qg:

Es ist Q =Q algebrais
h. Aber [Q : Q ℄ =1, da etwa f

�

ur eine Primzahl p und 0 6= n 2

N immer

n

p

p 2 Q mit [Q (

n

p

p) : Q ℄ = n gilt.

Korollar 1.23. Seien M=L und L=K K

�

orpererweiterungen. Dann sind folgende

Aussagen

�

aquivalent:

(i) M=K ist algebrais
h,

(ii) M=L und L=K sind algebrais
h.

Beweis. Ist M=K ist algebrais
h, so folgt direkt, dass M=L und L=K algebrais
h

sind.

Seien nun M=L und L=K algebrais
h. W

�

ahle a 2 M beliebig. Da a algebrais
h

�

uber L ist, existiert ein Polynom 0 6= f =

P

n

i=0

a

i

X

i

2 L[X℄ mit f(a) = 0. Dann ist

a bereits

�

uber dem K

�

orper K(a

0

; : : : ; a

n

) algebrais
h. Daraus folgt

[K(a

0

; : : : ; a

n

; a) : K(a

0

; : : : ; a

n

)℄ <1:

Da L=K algebrais
h ist, sind die Elemente a

i

algebrais
h

�

uber K. Eine Induktion

zeigt

[K(a

0

; : : : ; a

n

) : K℄ <1:

Na
h der Gradformel gilt nun

[K(a

0

; : : : ; a

n

; a) : K℄ = [K(a

0

; : : : ; a

n

; a) : K(a

0

; : : : ; a

n

)℄[K(a

0

; : : : ; a

n

) : K℄ <1;
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also ist K(a

0

; : : : ; a

n

; a) algebrais
h

�

uber K. Dies bedeutet speziell, dass a algebra-

is
h

�

uber K ist. �

2. Der algebrais
he Abs
hluss eines K

�

orpers

De�nition 2.1. Ein K

�

orper K hei�t algebrais
h abges
hlossen, wenn jedes Polynom

f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0 eine Nullstelle in K besitzt.

Beispiel 2.2. (Gau�) Der K

�

orper der komplexen Zahlen C ist algebrais
h abge-

s
hlossen.

Satz 2.3. Sei K ein K

�

orper und 0 6= f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0. Dann gibt es eine

endli
he K

�

orpererweiterung L=K und ein a 2 L mit f(a) = 0. Ist f irreduzibel, so

kann L = K[X℄=(f) gew

�

ahlt werden.

Beweis. Ist f ni
ht irreduzibel, so w

�

ahle einen irreduziblen Faktor von f .

Also kann o.E. angenommen werden, dass f irreduzibel ist. Dann ist (f) ein

maximales Ideal und L = K[X℄=(f) ein K

�

orper mit [L : K℄ = deg(f) < 1. Man

bilde die Komposition von Abbildungen

K ,! K[X℄

"

! K[X℄=(f) = L;

wobei " der kanonis
he Epimorphismus ist. Die resultierende Abbildung K �! L ist

injektiv und wir k

�

onnen L als Erweiterungsk

�

orper von K au�assen, indem wir K

mit seinem Bild in L identi�zieren. Sei nun a = "(X). Ist f =

P

n

i=0

b

i

X

i

2 K[X℄,

dann gilt

f(a) =

n

X

i=0

b

i

a

i

= "(

n

X

i=0

b

i

X

i

) = "(f) = 0:

D.h. a ist Nullstelle von f . �

Satz 2.4. Sei K ein K

�

orper. Dann sind folgende Aussagen

�

aquivalent:

(i) K ist algebrais
h abges
hlossen.

(ii) Jedes Polynom f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0 zerf

�

allt in Linearfaktoren.

(iii) Falls f 2 K[X℄ irreduzibel ist, dann folgt deg(f) = 1.

(iv) Ist L=K algebrais
h, so folgt L = K.

Beweis. (i) ) (ii)) (iii): Trivial.

(iii)) (iv): Sei a 2 L. Da a algebrais
h

�

uber K ist, existiert ein Minimalpolynom

f 2 K[X℄ mit f(a) = 0. Nun ist f irreduzibel, hat also na
h Voraussetzung den

Grad 1. Somit ist f = X + b mit b 2 K. Dann gilt

0 = f(a) = a+ b, a = �b 2 K:

Insgesamt folgt L = K.

(iv)) (i): Sei f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0. Na
h 2.3 existiert ein K

�

orper L und ein

a 2 L mit f(a) = 0. Nun ist K(a)=K algebrais
h, also K(a) = K und insbesondere

a 2 K. �

De�nition 2.5. Sei K ein K

�

orper. Ein K

�

orper K hei�t algebrais
her Abs
hluss von

K, wenn gilt

(i) K=K ist algebrais
h,
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(ii) K ist algebrais
h abges
hlossen.

Satz 2.6. Sei K ein K

�

orper. Dann besitzt K einen algebrais
hen Abs
hluss.

Beweis. Wir beweisen den Satz in drei S
hritten:

(i) Es existiert eine K

�

orpererweiterung L

1

=K, so dass alle f 2 K[X℄ mit

deg(f) > 0 eine Nullstelle in L

1

besitzen.

(ii) Betra
hte die Kette

K � L

1

� : : : � L

n

� : : : ;

wobei alle f 2 L

n

[X℄ mit deg(f) > 0 eine Nullstelle in L

n+1

besitzen.

De�niere L =

S

L

n

. Dann ist L ein algebrais
h abges
hlossener K

�

orper.

(iii) Sei K der algebrais
he Abs
hluss von K in L. Dann ist K ein algebrais
her

Abs
hluss von K.

Zu (i): Sei S die Menge der Polynome f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0 und M =

K[fX

f

g

f2S

℄. Betra
hte das Ideal I = (f(X

f

) : f 2 S) � M .

Behauptung: I 6=M . Angenommen I =M . Dann existieren f

1

; : : : ; f

n

2 S und

g

1

; : : : ; g

n

2M mit

1 = f

1

(X

f

1

)g

1

+ � � �+ f

n

(X

f

n

)g

n

:

In dieser Glei
hung kommen nur endli
h viele Variablen X

1

; : : : ; X

m

vor und o.E.

gilt X

i

= X

f

i

, also

1 = f

1

(X

1

)g

1

(X

1

; : : : ; X

m

) + � � �+ f

n

(X

n

)g

n

(X

1

; : : : ; X

m

):

Es gibt einen K

�

orper N=K und Elemente a

1

; : : : ; a

n

2 N mit f

i

(a

i

) = 0. Dann folgt

jedo
h der Widerspru
h

1 = f

1

(a

1

)g

1

(a

1

; : : : ; a

n

; X

n+1

: : : ; X

m

)+� � �f

n

(a

n

)g

n

(a

1

; : : : ; a

n

; X

n+1

: : : ; X

m

) = 0:

Also ist I 6=M . Daher existiert ein maximales Ideal I � J �M . De�niere

L

1

=M=J und " : M �! L

1

; g 7! g + J:

Dann ist klar, dass L

1

ein K

�

orper ist. Sei f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0. Dann gilt f 2 S

und

f(X

f

+ J) = "(f(X

f

)) = 0:

Somit hat f die Nullstelle X

f

+ J 2 L

1

.

Zu (ii): Zu zeigen ist, dass L algebrais
h abges
hlossen ist. Sei f 2 L[X℄ mit

deg(f) > 0. Das Polynom f besitzt nur endli
h viele KoeÆzienten a

i

2 L =

S

L

n

.

Also gibt es ein n mit f 2 L

n

[X℄. Na
h Konstruktion existiert ein a 2 L

n+1

� L

mit f(a) = 0. Daher folgt die Behauptung.

Zu (iii): DaK=K algebrais
h ist, bleibt zu zeigen, dass K algebrais
h abges
hlos-

sen ist.

Sei f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0. f besitzt nur endli
h viele KoeÆzienten




0

; : : : ; 


n

2 K:



42 3. K

�

ORPERTHEORIE

Sei M = K(


0

; : : : ; 


n

) � K. Dann ist M eine endli
he algebrais
he Erweiterung

von K, da die 


i

algebrais
h

�

uber K sind. Sei a 2 L eine Nullstelle von f . Dann ist

a algebrais
h

�

uber M . Es gilt

[M(a) :M ℄ <1 und [M : K℄ <1:

Dann folgt na
h der Gradformel

[M(a) : K℄ = [M(a) :M ℄[M : K℄ <1:

Also ist M(a)=K algebrais
h und insbesondere ist a algebrais
h

�

uber K. Somit ist

a 2 K eine Nullstelle von f .

Dies zeigt, dass K ein algebrais
her Abs
hluss von K ist. �

Bemerkung 2.7. Wie werden sp

�

ater sehen, dass der algebrais
he Abs
hluss bis auf

Isomorphie eindeutig ist.

Satz 2.8. Seien K;K

0

K

�

orper, ' : K �! K

0

ein K

�

orperisomorphismus,

�: K[X℄ �! K

0

[X℄;

X

a

i

X

i

7!

X

'(a

i

)X

i

der induzierte Isomorphismus, f 2 K[X℄ ein irreduzibles Polynom und f

0

= �(f)

irreduzibel. Sei a eine Nullstelle von f in einem Erweiterungsk

�

orper von K und sei

a

0

eine Nullstelle von f

0

in einem Erweiterungsk

�

orper von K

0

. Dann gibt es genau

einen K

�

orperisomorphismus ' : K(a) �! K

0

(a

0

) mit

(i) '

jK

= ',

(ii) '(a) = a

0

.

Also ist folgendes Diagramm kommutativ:

K(a) K

0

(a

0

)

-

'

K K

0-

'

? ?

Beweis. Sei " : K[X℄ �! K(a); h(X) 7! h(a) der Einsetzungshomomorphismus. Da

a algebrais
h

�

uber K ist, folgt K(a) = K[a℄ und daher ist " surjektiv. Da K[X℄ ein

Hauptidealring ist, folgt Ker(") = (f), da f irreduzibel ist. Na
h dem Isomorphiesatz

induziert " einen Isomorphismus

'

1

: K[X℄=(f) �! K(a); h(X) + (f(X)) 7! h(a):

Analog gibt es einen Isomorphismus

'

2

: K

0

[X℄=(f

0

) �! K

0

(a

0

); h(X) + (f

0

(X)) 7! h(a

0

):

Da � ein Isomorphismus ist und �(f) = f

0

gilt, wird ein Isomorphismus

 : K[X℄=(f) �! K

0

[X℄=(f

0

)

induziert. De�niere den Isomorphismus

' = '

2

Æ  Æ '

�1

1

: K(a) �! K

0

(a

0

):
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Da

'

1jK

= id

jK

; '

2jK

= id

jK

;  

jK

= '

gilt, folgt '

jK

= '. Ferner

'(a) = '

2

Æ  Æ '

�1

1

(a) = '

2

Æ  (X + (f)) = '

2

(X + (f

0

)) = a

0

:

Sei � ein weiterer sol
her Isomorphismus. Ist b 2 K(a); b =

P




i

a

i

mit 


i

2 K. Dann

folgt

�(b) = �(

X




i

a

i

) =

X

�(


i

)�(a)

i

=

X

'(


i

)(a

0

)

i

= '(b):

�

Korollar 2.9. Seien k; L K

�

orper, L algebrais
h abges
hlossen, 0 6= � : k �! L

ein K

�

orperhomomorphismus, a ein algebrais
hes Element von k in einem Erweite-

rungsk

�

orper von k und f =

P

b

i

X

i

2 k[X℄ das Minimalpolynom von a

�

uber k.

Dann ist die Anzahl der vers
hiedenen Fortsetzungen von � auf k(a), d.h. K

�

orper-

homomorphismen �: k(a) �! L mit �

jk

= �, glei
h der Anzahl der vers
hiedenen

Nullstellen von f

�

=

P

�(b

i

)X

i

in L. Insbesondere ist die Anzahl der Fortsetzungen

kleiner oder glei
h [k(a) : k℄.

Beweis. Seien a

1

; : : : ; a

n

die vers
hiedenen Nullstellen von f

�

. Na
h 2.8 existieren

Isomorphismen �

i

: k(a) �! k

0

(a

i

) mit k

0

= �(k) � L, �

i

(a) = a

i

und �

ijk

= �.

Dann haben die Abbildungen �

i

= Inklusion Æ �

i

: k(a) �! L die gew

�

uns
hten

Eigens
haften. F

�

ur i 6= j ist �

i

(a) = a

i

6= a

j

= �

j

(a), also �

i

6= �

j

.

Sei nun � eine beliebige Fortsetzung von �. Dann gilt

0 = �(f(a)) = f

�

(�(a));

d.h. �(a) ist eine Nullstelle von f

�

. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in 2.8 gilt nun

� = �

i

f

�

ur ein i. �

Korollar 2.10. Seien k; L K

�

orper, L algebrais
h abges
hlossen, 0 6= � : k �! L ein

K

�

orperhomomorphismus und K=k eine beliebige algebrais
he K

�

orpererweiterung.

Dann gibt es eine Fortsetzung �: K �! L von �.

Beweis. Sei S die Menge aller Paare (F; �) mit einem Zwis
henk

�

orper k � F � K

und � : F �! L ist Fortsetzung von �. Wir de�nieren eine partielle Ordnung auf

diesen Paaren.

(F; �) � (F

0

; �

0

), F � F

0

und �

0

F

= �:

Dann ist (S;�) eine partiell geordnete ni
ht leere Menge, da (k; �) 2 S.

Sei f(F

i

; �

i

)g eine vollst

�

andig geordnete Teilmenge von S. De�niere F =

S

F

i

und f

�

ur a 2 F; a 2 F

i

�(a) = �

i

(a). Dann ist ist (F; �) 2 S eine obere S
hranke der

Teilmenge.

Na
h dem Zorns
hen Lemma folgt, dass ein maximales Element (E;') 2 S

existiert. Angenommen: E 6= K. Dann gibt es ein a 2 K n E. Da K=k algebrais
h

ist, folgt, dass a algebrais
h

�

uber E ist. Sei f das Minimalpolynom von a

�

uber E

und b eine Nullstelle von f

'

in L. Na
h 2.9 gibt es eine Fortsetzung � von ' auf

E(a) mit �(a) = b. Dies ist ein Widerspru
h zu der Maximalit

�

at von (E;'), da

dann (E;') < (E(a);�).
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Also ist E = K und es folgt die Behauptung. �

Satz 2.11. Sei K ein K

�

orper und K

1

und K

2

algebrais
he Abs
hl

�

usse von K. Dann

gibt es einen Isomorphismus �: K

1

�! K

2

, wel
her id

K

fortsetzt.

Beweis. Betra
hte die Abbildung

' : K �! K

2

:

Da K

2

algebrais
h abges
hlossen ist, existiert na
h 2.10 eine Fortsetzung

�: K

1

�! K

2

mit �

jK

= id

K

.

� ist injektiv, da die Abbildung ein ni
ht trivialer K

�

orperhomomorphismus ist.

Mit K

1

ist au
h �(K

1

) algebrais
h abges
hlossen. Da K

2

=�(K

1

) algebrais
h ist,

folgt daher K

2

= �(K

1

). Somit ist � ein Isomorphismus.

�

3. Zerf

�

allungsk

�

orper, normale K

�

orpererweiterungen

De�nition 3.1. Seien L=K, L

0

=K K

�

orpererweiterungen und ' : L �! L

0

ein K

�

orper-

homomorphismus. ' hei�t ein K-Homomorphismus, wenn ' eine Fortsetzung der

Identit

�

at von K ist, d. h. '

jK

= id

K

.

De�nition 3.2. Sei K ein K

�

orper und f

1

; : : : ; f

n

2 K[X℄ mit deg(f

i

) > 0. Ein

Erweiterungsk

�

orper L von K hei�t Zerf

�

allungsk

�

orper (

�

uber K) von f

1

; : : : ; f

n

, wenn

folgendes gilt:

(i) Jedes f

i

zerf

�

allt

�

uber L vollst

�

andig in Linearfaktoren.

(ii) Die K

�

orpererweiterung L=K wird von den Nullstellen der f

i

erzeugt.

Bemerkung 3.3. Es gilt:

(i) Ist f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0 und sind a

1

; : : : ; a

n

die Nullstellen von f

in einem algebrais
hen Abs
hluss K von K, so ist L = K(a

1

; : : : ; a

n

) ein

Zerf

�

allungsk

�

orper von K.

(ii) Sind f

1

; : : : ; f

n

2 K[X℄ mit deg(f

i

) > 0, so ist der Zerf

�

allungsk

�

orper

von f

1

; : : : ; f

n

glei
h dem Zerf

�

allungsk

�

orper von f

1

� � � f

n

. Also kann man

o.E. voraussetzen, dass der Zerf

�

allungsk

�

orper stets bzgl. eines Polynoms

gew

�

ahlt wird.

Satz 3.4. Seien K;K

0

K

�

orper, f 2 K[X℄, deg(f) > 0, ' : K �! K

0

ein K

�

orperi-

somorphismus, L ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber K und L

0

ein Zerf

�

allungsk

�

orper

von f

'

�

uber K

0

. Dann besitzt ' eine Fortsetzung  : L �! L

0

und  ist ein Isomor-

phismus. Ferner:

(i) Jeder Isomorphismus  : L �! L

0

, der ' fortsetzt, bildet die Nullstellen

von f auf die Nullstellen von f

'

ab.

(ii) Sei g ein irreduzibler Faktor von f in K[X℄, a eine Nullstelle von g in L

und b eine Nullstelle von g

'

. Dann gibt es eine Fortsetzung  : L �! L

0

mit

 (a) = b.



3. ZERF

�

ALLUNGSK

�

ORPER, NORMALE K

�

ORPERERWEITERUNGEN 45

Beweis. Aus (i) und (ii) folgt insbesondere die Existenz einer Fortsetzung von '.

Zu (i): Sei  : L �! L

0

ein Isomorphismus, der ' fortsetzt und a eine Nullstelle

von f . Dann gilt

0 =  (0) =  (f(a)) = f

'

( (a)):

Also ist  (a) eine Nullstelle von f

'

.

Zu (ii): Na
h 2.8 existiert ein Isomorphismus ' : K(a) �! K(b), der ' fortsetzt

mit '(a) = b.

Nun ist L au
h ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber K(a) und L

0

ein Zerf

�

allungs-

k

�

orper von f

'

�

uber K(b). Es ist L=K(a) algebrais
h, daher existiert na
h 2.10 ein

Fortsetzung  : L �! K mit L

0

� K algebrais
h abges
hlossen.

Seien a

1

; : : : ; a

n

die Nullstellen von f . Dann sind  (a

1

); : : : ;  (a

n

) die Nullstellen

von f

'

. Ferner

 (L) =  (K(a

1

; : : : ; a

n

)) = K( (a

1

); : : : ;  (a

n

)) = L

0

:

Dies bedeutet, das  : L �! L

0

ein Isomorphismus ist. �

Beispiel 3.5. Sei f = (X

2

� 2)(X

2

+1) 2 Q [X℄. Dann ist Q (i;

p

2) ein Zerf

�

allungs-

k

�

orper von f . Da (X

2

� 2) irreduzibel

�

uber Q ist, existiert ein Isomorphismus

' : Q(

p

2) �! Q (

p

2);

p

2 7! �

p

2:

Nun ist X

2

+ 1 irreduzibel

�

uber Q(

p

2), also existiert ein Isomorphismus

 : Q(i;

p

2) �! Q (i;

p

2); i 7! �i;

der ' fortsetzt.

Korollar 3.6. Sei K ein K

�

orper, f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0 und L; L

0

Zerf

�

allungs-

k

�

orper von f . Dann existiert ein Isomorphismus  : L �! L

0

, wel
her id

K

fortsetzt.

Beweis. Wende 3.4 auf ' = id

K

an. �

De�nition 3.7. Eine algebrais
he K

�

orpererweiterung L=K hei�t normal, wenn je-

des irreduzible Polynom f 2 K[X℄, das in L eine Nullstelle besitzt,

�

uber L in

Linearfaktoren zerf

�

allt.

Beispiel 3.8. Q (

4

p

2)=Q ist ni
ht normal. Denn das Polynom f = X

4

� 2 hat die

Nullstellen

4

p

2 2 Q(

4

p

2) und i

4

p

2 62 Q (

4

p

2).

Satz 3.9. Sei L=K eine endli
he K

�

orpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen

�

aquivalent:

(i) L=K ist normal.

(ii) L ist Zerf

�

allungsk

�

orper eines Polynoms f 2 K[X℄.

(iii) Falls L

0

=L eine K

�

orpererweiterung und ' : L �! L

0

ein K-Homomorphis-

mus ist, dann gilt '(L) � L.

Beweis. Da L=K endli
h ist folgt, dass L=K endli
h erzeugt und algebrais
h ist. D.h.

L = K(a

1

; : : : ; a

n

) mit a

i

algebrais
h

�

uber K. Sei p

i

2 K[X℄ das Minimalpolynom

von a

i

�

uber K.

(i) ) (ii): Sei

f = p

1

� � � p

n

:
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p

i

zerf

�

allt in L in Linearfaktoren, da L=K normal ist. Somit zerf

�

allt au
h f in L in

Linearfaktoren. a

1

; : : : ; a

n

sind Nullstellen von f . Also ist L ein Zerf

�

allungsk

�

orper

von f .

(ii)) (iii): Sei L Zerf

�

allungsk

�

orper von f und ' : L �! L

0

ein K-Homomorphis-

mus. Seien a

1

; : : : ; a

n

die Nullstellen von f . Dann sind '(a

1

); : : : ; '(a

n

) Nullstellen

von f , da

0 = '(f(a

i

)) = f

'

('(a

i

)) = f('(a

i

))

gilt. Also

'(L) = '(K(a

1

; : : : ; a

n

)) = K('(a

1

); : : : ; '(a

n

)) � L:

(iii)) (i): Sei f irreduzibel und a eine Nullstelle von f . Dann ist

L = K(a

1

; : : : ; a

n

) = K(a; a

1

; : : : ; a

n

):

Sei g = fp

1

� � � p

n

, L � L

0

ein Zerf

�

allungsk

�

orper von g und b eine Nullstelle von f

in L

0

. Wegen 3.4 existiert ein K-Homomorphismus ' : L �! L

0

mit '(a) = b. Wegen

der Voraussetzung gilt '(L) � L und somit b 2 L. �

Bemerkung 3.10. Die Eigens
haft normal ist ni
ht transitiv. Die K

�

orpererweite-

rungen Q (

p

2)=Q und Q(

4

p

2)=Q(

p

2) sind normal. Aber Q (

4

p

2)=Q ist ni
ht normal

(siehe 3.8).

4. Der Hauptsatz der Galoistheorie

De�nition 4.1. Sei K ein K

�

orper und G eine Untergruppe von der Automorphis-

mengruppe Aut(K) von K. De�niere

K

G

= fa 2 K : '(a) = a f

�

ur alle ' 2 Gg:

Der Teilk

�

orper K

G

� K hei�t der Fixk

�

orper von G.

De�nition 4.2. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung. L=K hei�t eine Galoiserweite-

rung, wenn eine endli
he Untergruppe G � Aut(L) existiert mit K = L

G

.

Beispiel 4.3. Betra
hte:

(i) Q(

p

2)=Q ist galois
h.

Beweis. Sei f = X

2

�2. Die Nullstellen von f sind �

p

2. Also existiert ein

Q -Homomorphismus

' : Q(

p

2) �! Q (

p

2);

p

2 7! �

p

2:

De�niere G = h'i. Sei nun x = a+ b

p

2 2 Q(

p

2) beliebig. Es ist

'(x) = x, a+ b

p

2 = a� b

p

2, b = 0, x 2 Q :

Also ist Q(

p

2)

G

= Q . �

(ii) Q(

3

p

2)=Q ist ni
ht galois
h.



4. DER HAUPTSATZ DER GALOISTHEORIE 47

Beweis. Annahme: Q(

3

p

2)=Q ist eine Galoiserweiterung, d.h. es existiert

eine endli
he Untergruppe G � Aut(Q(

3

p

2)) mit Q(

3

p

2)

G

= Q .

Behauptung: G = fidg. Dann folgt der Widerspru
h

Q(

3

p

2)

G

= Q (

3

p

2) 6= Q :

Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Sei ' 2 G beliebig und f = X

3

�2.

Bea
hte, dass f irreduzibel ist und '

jQ

= id

Q

. Es ist '(

3

p

2) eine Nullstelle

von f . Die Nullstellen unglei
h

3

p

2 von f liegen in C nR . Aber Q(

3

p

2) � R.

Also muss '(

3

p

2) =

3

p

2 gelten. Dann ist ' = id. �

De�nition 4.4. Sei K ein K

�

orper und G eine multiplikative Gruppe. Ein Gruppen-

homomorphismus � : G �! K

�

hei�t Charakter von G in K.

Satz 4.5. (Lineare Unabh

�

angigkeit der Charaktere) Sei K ein K

�

orper, G eine multi-

plikative Gruppe und �

1

; : : : ; �

n

paarweise vers
hiedene Charaktere von G inK. Sei-

en a

1

; : : : ; a

n

2 K mit

P

n

i=1

a

i

�

i

(x) = 0 f

�

ur alle x 2 G. Dann gilt a

1

= : : : = a

n

= 0.

Beweis. Wir beweisen den Satz dur
h eine Induktion na
h n. F

�

ur n = 1 ist die

Aussage trivial, da �

1

(x) 6= 0 f

�

ur alle x 2 G gilt.

Sei nun n > 1. Es muss wegen der Voraussetzung ein y 2 G existieren mit

�

1

(y) 6= �

n

(y). Nun gelten folgende Glei
hungen

n

X

i=1

a

i

�

n

(y)�

i

(x) = 0:(1)

n

X

i=1

a

i

�

i

(y)�

i

(x) = 0:(2)

(2)-(1) ergibt

n�1

X

i=1

a

i

(�

i

(y)� �

n

(y))�

i

(x) = 0 f

�

ur alle x 2 G:

Na
h der Induktionsannahme ist nun a

i

(�

i

(y)� �

n

(y)) = 0 f

�

ur i = 1; : : : ; n� 1. Da

�

1

(y) 6= �

n

(y), folgt a

1

= 0. Also ist

n

X

i=2

a

i

�

i

(x) = 0 f

�

ur alle x 2 G:

Wieder na
h der Induktionsannahme folgt, dass a

2

= : : : = a

n

= 0. �

Satz 4.6. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung und �

1

; : : : ; �

n

paarweise vers
hiedene

K

�

orperhomomorphismen K �! L. Dann gilt:

(i) Die Abbildungen �

i

: K

�

�! L

�

sind Charaktere und

U = fa 2 K : a = �

i

(a) f

�

ur i = 1; : : : ; ng

ist ein Teilk

�

orper von K.

(ii) Es gilt [K : U ℄ � n.
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Beweis. Zu (i): Trivial.

Zu (ii): Angenommen [K : U ℄ = r < n. Sei w

1

; : : : ; w

r

eine U -Basis von K. Das

lineare Glei
hungssystem

n

X

i=1

�

i

(w

k

)X

i

= 0 f

�

ur k = 1; : : : ; r

besitzt eine ni
ht triviale L

�

osung (a

1

; : : : ; a

n

) 2 L

n

, da r < n. Also gilt

n

X

i=1

�

i

(w

k

)a

i

= 0 f

�

ur k = 1; : : : ; r

Sei x =

P

r

k=1




k

w

k

2 K

�

beliebig mit 


k

2 U . Dann gilt

�

i

(x) =

r

X

k=1




k

�

i

(w

k

), da �

i

U -linear ist:

Dann ist

n

X

i=1

�

i

(x)a

i

=

n

X

i=1

r

X

k=1

a

i




k

�

i

(w

k

) =

r

X

k=1




k

(

n

X

i=1

a

i

�

i

(w

k

)) = 0:

Dies ist ein Widerspru
h zu 4.5. �

Satz 4.7. (Artin) Sei L ein K

�

orper, G � Aut(L) eine endli
he Untergruppe und

K = L

G

. Dann gilt

[L : K℄ = ord(G)

Beweis. Wir beweisen den Satz in drei S
hritten:

(i) [L : K℄ � ord(G).

(ii) De�niere die Spurabbildung :

S : L �! L; x 7!

X

�2G

�(x):

Dann gilt:

(a) S ist K-linear.

(b) Im(S) � K � L.

(iii) [L : K℄ � ord(G).

Zu (i): Die Elemente von G k

�

onnen als Charaktere L

�

�! L

�

aufgefasst werden.

Aus 4.6 folgt dann

[L : K℄ � ord(G):

Zu (ii) (a): Sei � 2 G, a 2 K und x 2 L. Dann gilt

�(ax) = �(a)�(x) = a�(x):

Dies war zu zeigen.

Zu (ii) (b): Sei � 2 G und x 2 L. Dann gilt

�(S(x)) =

X

�2G

� Æ �(x) =

X

�2G

�(x) = S(x):
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Somit ist S(x) 2 L

G

= K. Die Abbildung S : L �! K wird die Spurabbildung

genannt. Es gilt S

jK

= jord(G)jid

K

.

Zu (iii): Sei ord(G) = n und G = f�

1

; : : : ; �

n

g. Seien nun y

1

; : : : ; y

n+1

2 L. Wir

zeigen, dass y

1

; : : : ; y

n+1

linear abh

�

angig

�

uber K sind. Daraus folgt dann [L : K℄ �

ord(G).

Das lineare Glei
hungssystem

n+1

X

k=1

�

�1

i

(y

k

)X

k

; i = 1; : : : ; n

besitzt eine ni
ht-triviale L

�

osung (a

1

; : : : ; a

n+1

) 2 L

n+1

. O.E. gelte etwa a

1

6= 0.

Bea
hte, dass mit (a

1

; : : : ; a

n+1

) au
h stets (za

1

; : : : ; za

n+1

) eine L

�

osung des Glei-


hungssystems ist.

Wegen der linearen Unabh

�

angigkeit der Charaktere existiert ein x 2 L mit

S(x) 6= 0. Setzen wir z = xa

�1

1

, so k

�

onnen wir o.E. S(a

1

) 6= 0 annehmen.

Multipliziert man die i-te Glei
hung des obigen linearen Glei
hungssystems mit

�

i

, so erhalten wir

0 =

n+1

X

k=1

y

k

�

i

(a

k

); i = 1; : : : ; n:

Dann ist

n+1

X

k=1

y

k

S(a

k

) =

n+1

X

k=1

y

k

n

X

i=1

�

i

(a

k

) =

n

X

i=1

(

n+1

X

k=1

y

k

�

i

(a

k

)) = 0

Es gilt S(a

k

) 2 K und S(a

1

) 6= 0. Also sind y

1

; : : : ; y

n+1

linear abh

�

angig.

�

De�nition 4.8. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung. Dann hei�t

G(L=K) = f' 2 Aut(L) : '

jK

= id

K

g

die Galoisgruppe von L=K.

Lemma 4.9. Sei L=K eine endli
he K

�

orpererweiterung. Dann ist

ord(G(L=K)) � [L : K℄ <1:

Beweis. Seien �

1

; : : : ; �

n

2 G(L=K) paarweise vers
hieden und U = L

G

. Dann gilt

na
h 4.6 [L : U ℄ � n. Da aber K � U , folgt mit Hilfe der Gradformel

n � [L : U ℄[U : K℄ = [L : K℄ <1;

dass

ord(G(L=K)) � [L : K℄ <1

gilt. �

Lemma 4.10. Sei L=K eine endli
he K

�

orpererweiterung. Dann sind folgende Aus-

sagen

�

aquivalent:

(i) L=K ist eine Galoiserweiterung.

(ii) [L : K℄ = ord(G(L=K)):
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Beweis. (i) ) (ii): Da L=K eine Galoiserweiterung ist, existiert eine endli
he Un-

tergruppe G � Aut(L) mit K = L

G

. Da G � G(L=K) gilt, folgt

L

G

= K � L

G(L=K)

� L

G

= K:

Somit ist au
h K = L

G(L=K)

. Da G(L=K) endli
h ist, folgt dann aus 4.7.

[L : K℄ = [L : L

G(L=K)

℄ = ord(G(L=K)):

(ii) ) (i): Sei U = L

G(L=K)

. Da G(L=K) endli
h ist, folgt aus 4.7 und der

Voraussetzung

[L : U ℄ = ord(G(L=K)) = [L : K℄:

Nun ist aber K � U . Aus

[L : K℄ = [L : U ℄[U : K℄

sieht man, dass [U : K℄ = 1 gilt. Daher ist K = U und L=K eine Galoiserweiterung.

�

Satz 4.11. (Hauptsatz der Galoistheorie) Sei L=K eine endli
he Galoiserweiterung,

K die Menge der Zwis
henk

�

orper von L=K, G die Menge der Untergruppen von

G(L=K). Dann gilt, dass die Abbildungen

� : K �! G; M 7! G(L=M)

und

� : G �! K; G 7! L

G

bijektiv und invers zueinander sind, d.h.

L

G(L=M)

=M und G(L=L

G

) = G

f

�

ur alle M 2 K und G 2 G. Insbesondere besitzt eine endli
he Galoiserweiterung

nur endli
h viele Zwis
henk

�

orper.

Beweis. Wir zeigen:

(i) � Æ � = id.

(ii) � Æ � = id.

Zu (i): Sei M 2 K und H = G(L=M). Wir m

�

ussen M = L

H

zeigen.

Es gilt H � G(L=K). Sei [G(L=K) : H℄ = r und '

1

H; : : : ; '

r

H die Linksneben-

klassen von G(L=K)=H. De�niere

 

i

= ('

i

)

jM

: M �! L:

Dann sind  

1

; : : : ;  

r

paarweise vers
hiedene K

�

orperhomomorphismen.

Es gilt

K � U = fx 2M : x =  

1

(x) = : : : =  

r

(x)g:

Na
h 4.6 gilt dann [M : K℄ � [M : U ℄ � r. Dann folgt aus 4.10, dass

[L :M ℄[M : K℄ = [L : K℄ = ord(G(L=K)) = [G(L=K) : H℄ord(H)

= r[L : L

H

℄ � [M : K℄[L : L

H

℄:

Also [L : M ℄ � [L : L

H

℄. Nun ist M � L

H

und es gilt immer [L : M ℄ � [L : L

H

℄.

Somit [L :M ℄ = [L : L

H

℄ und daher M = L

H

.
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Zu (ii): Sei H 2 G und M = L

H

. Wir m

�

ussen H = G(L=M) zeigen. Nun gilt

trivialerweise H � G(L=M). Na
h (i) ist M = L

G(L=M)

. Dann folgt aus 4.7

ord(G(L=M)) = [L :M ℄ = ord(H);

also H = G(L=M). �

Bemerkung 4.12. Es gilt:

(i) F

�

ur alle M 2 K und H 2 G ist

[L :M ℄ = ord(G(L=M)) und [L : L

H

℄ = ord(H):

(ii) Ist L=K galois
h und K � M � L, so ist L=M galois
h. Dies gilt i. a.

ni
ht f

�

ur M=K.

(iii) Die Abbildungen � und � kehren die Inklusionen um, d.h.

M

1

�M

2

) G(L=M

1

) � G(L=M

2

)

und

H

1

� H

2

) L

H

1

� L

H

2

:

Beispiel 4.13. Sei K = Q und L = Q (

p

2;

p

3). Dann ist [Q (

p

2) : K℄ = 2. Ferner

[L : Q (

p

2)℄ = 2, da X

2

� 3 irreduzibel in Q(

p

2)[X℄ ist. Insgesamt folgt

[L : K℄ = [L : Q (

p

2)℄[Q (

p

2) : K℄ = 4:

G(L=K) besteht aus folgenden Abbildungen:

id:

p

2 7!

p

2;

p

3 7!

p

3

�

1

:

p

2 7!

p

2;

p

3 7! �

p

3

�

2

:

p

2 7! �

p

2;

p

3 7!

p

3

�

3

:

p

2 7! �

p

2;

p

3 7! �

p

3

(Es gilt G(L=K)

�

=

Z=2Z� Z=2Z). Man sieht, dass K = L

G(L=K)

und L=K eine

Galoiserweiterung ist.

Die Gruppe G(L=K) hat die Untergruppen

G(L=K); H

1

= fid; �

1

g; H

2

= fid; �

2

g; H

3

= fid; �

3

g; fidg:

Daher hat L=K folgende Zwis
henk

�

orper

L

fidg

= L; L

H

1

; L

H

2

; L

H

3

; L

G(L=K)

= K

mit den entspre
henden Inklusionen.

Aus Gradgr

�

unden gilt L

H

1

= Q (

p

2) und L

H

2

= Q (

p

3).

Behauptung: L

H

3

= Q (

p

6). Betra
hte hierf

�

ur die Spurabbildung

S : L �! L

H

3

; x 7!

X

�2H

3

�(x) = x + �

3

(x):

Nun gilt

L

H

3

=

1

2

S(L) = Q + QS(

p

2) + QS(

p

3) + QS(

p

6):
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Da aber

S(

p

2) =

p

2�

p

2 = 0; S(

p

3) =

p

3�

p

3 = 0; S(

p

6) =

p

6 +

p

6 = 2

p

6;

gilt, folgt die Behauptung.

Satz 4.14. Sei L=K eine endli
he Galoiserweiterung und K � M � L ein Zwi-

s
henk

�

orper. Dann sind folgende Aussagen

�

aquivalent:

(i) M=K ist eine Galoiserweiterung.

(ii) F

�

ur alle � 2 G(L=K) gilt �(M) = M (Elemente von M m

�

ussen hierbei

ni
ht �xiert werden !).

(iii) G(L=M) / G(L=K).

Gelten die

�

aquivalenten Bedingungen, so ist

G(M=K)

�

=

G(L=K)=G(L=M):

Beweis. (i) ) (ii): Sei M=K galois
h mit Galoisgruppe G(M=K) = f'

1

; : : : ; '

n

g.

De�niere f

�

ur i = 1; : : : ; n

 

i

: M

'

i

�!M ,! L:

Angenommen es existiert ein � 2 G(L=K) mit �(M) 6= M . Dann ist � 6=  

i

f

�

ur

i = 1; : : : ; n. Es gilt

K �M

0

= fx 2M : x =  

1

(x) = : : : =  

n

(x) = �(x)g:

Dann ist aber na
h 4.10

[M : K℄ � [M :M

0

℄ � n+ 1:

Dies ist ein Widerspru
h zu M=K galois
h mit

[M : K℄ = ord(G(M=K)) = n:

(ii) ) (iii): Sei � 2 G(L=M) und � 2 G(L=K). Wir m

�

ussen ���

�1

2 G(L=M)

zeigen. Sei x 2M beliebig. Dann gilt

���

�1

(x) = �(�(�

�1

(x))) = �(�

�1

(x)) = x;

da na
h Voraussetzung �

�1

(x) 2M .

(iii)) (i): 1. Behauptung: Sei � 2 G(L=K), dann ist �

jM

2 G(M=K). Sei x 2M

und � 2 G(L=M). Dann folgt aus der Voraussetzung, dass �

�1

�� 2 G(L=M) und

daher x = �

�1

��(x). Also gilt

�(x) = ��(x) f

�

ur alle � 2 G(L=M):

Nun ist L=M galois
h und M = L

G(L=M)

und somit ist �(x) 2 M . Dies zeigt die

erste Behauptung.

De�niere

' : G(L=K) �! G(M=K); � 7! �

jM

:

2. Behauptung: ' ist surjektiv. Es gilt Ker(') = G(L=M). Daher ist

ord(Im(')) = ord(G(L=K))ord(G(L=M))

�1

= [L : K℄[L :M ℄

�1

= [M : K℄:

Andererseits ist wegen 4.9

[M : K℄ = ord(Im(')) � ord(G(M=K)) � [M : K℄:
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Daher ord(Im(')) = ord(G(M=K)) und Im(') = G(M=K).

Insbesondere folgt nun mit 4.10, dass M=K eine Galoiserweiterung ist.

Gelten die

�

aquivalenten Aussagen, so ist ' surjektiv und es gilt na
h dem Iso-

morphiesatz

G(M=K)

�

=

G(L=K)=G(L=M):

�

5. Separable K

�

orpererweiterungen

De�nition 5.1. Sei K ein K

�

orper, f 2 K[X℄, deg(f) > 0, L ein Zerf

�

allungsk

�

orper

von f und a 2 L. Die Zahl

�(f; a) = maxfn 2 N : (X � a)

n

teilt fg:

hei�t die Vielfa
hheit von a in f . Dann hei�t a Nullstelle von f , wenn �(f; a) > 0

gilt. a hei�t einfa
he Nullstelle von f , wenn �(f; a) = 1.

De�nition 5.2. Sei K ein K

�

orper und f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0. Das Polynom

f hei�t separabel, wenn jeder irreduzible Faktor von f nur einfa
he Nullstellen (in

einem Zerf

�

allungsk

�

orper von f) besitzt.

Bemerkung 5.3. Die De�nition h

�

angt ni
ht von der Wahl des Zerf

�

allungsk

�

orpers

ab. Ferner gilt, dass f genau dann separabel ist, wenn jeder irreduzible Faktor von

f separabel ist.

Beispiel 5.4. Sei p eine Primzahl und K ein K

�

orper der Charakteristik p. Sei

f = X

p

�Y 2 K(Y )[X℄. Dann ist f irreduzibel na
h Eisenstein. Sei a eine Nullstelle

von f in einem Zerf

�

allungsk

�

orper von f . Dann gilt

(X � a)

p

= X

p

� a

p

= X

p

� Y = f:

Also ist a eine mehrfa
he Nullstelle von f und f ist ni
ht separabel.

Bemerkung 5.5. Sei K ein K

�

orper. De�niere

D : K[X℄ �! K[X℄;

n

X

i=0

a

i

X

i

7!

n

X

i=1

ia

i

X

i�1

:

D hei�t die formale Di�erentiation (oder 1. Ableitung). Es gilt:

(i) F

�

ur a; b 2 K und f; g 2 K[X℄ gilt D(af + bg) = aD(f) + bD(g).

(ii) F

�

ur f; g 2 K[X℄ gilt D(fg) = fD(g) + gD(f).

(

�

Ubungsaufgabe)

Satz 5.6. Sei K ein K

�

orper und f 2 K[X℄ ein irreduzibles Polynom. Dann sind

folgende Aussagen

�

aquivalent:

(i) f ist separabel,

(ii) D(f) 6= 0.

Beweis.

�

Ubungsaufgabe. �

De�nition 5.7. Ein K

�

orper K hei�t vollkommen, wenn jedes Polynom f 2 K[X℄

mit deg(f) > 0 separabel ist.

Satz 5.8. Ein K

�

orper K ist vollkommen, wenn
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(i) 
har(K) = 0,

(ii) 
har(K) = p eine Primzahl und f

�

ur alle a 2 K existiert ein b 2 K mit

a = b

p

(d.h. K = K

p

).

Beweis. Zu (i): Sei 
har(K) = 0, f 2 K[X℄ irreduzibel mit deg(f) > 0. Dann folgt

deg(D(f)) = deg(f)� 1 � 0 und daher D(f) 6= 0. Also ist f separabel.

Zu (ii): Sei nun 
har(K) = p eine Primzahl und f =

P

n

i=0

a

i

X

i

2 K[X℄ irredu-

zibel mit deg(f) > 0. Angenommen f ist ni
ht separabel. Dann gilt

0 = D(f) =

n

X

i=1

ia

i

X

i�1

:

Es folgt, dass a

i

= 0 gilt, wenn p ni
ht i teilt. Also ist

f =

X

j

a

jp

X

jp

:

Na
h Voraussetzung kann man die p-te Wurzel aus a

jp

ziehen, d.h. a

jp

= b

p

jp

f

�

ur

b

jp

2 K. Somit ist

f =

X

j

b

p

jp

X

jp

= (

X

j

b

jp

X

j

)

p

ein Widerspru
h, da f irreduzibel ist. �

Satz 5.9. Sei K ein K

�

orper und L ein Zerf

�

allungsk

�

orper eines separablen Polynoms

f 2 K[X℄. Dann ist L=K eine Galoiserweiterung. Sei � = G(L=K). Dann hei�t �

die Galoisgruppe von f und es ist ord(�) = [L : K℄.

Beweis. Es gilt

ord(�) = [L : L

�

℄ � [L : K℄:

Es bleibt zu zeigen, dass L

�

= K. Sei r die Anzahl der Nullstellen von f in L nK.

Wir beweisen L

�

= K dur
h eine Induktion na
h r.

r = 0: Dann ist L = K und daher L

�

= K

�

= K.

r > 0: Sei a 2 LnK eine Nullstelle von f und g das Minimalpolynom von a

�

uber

K. Es folgt, dass gjf in L[X℄. Da f separabel ist, muss au
h g separabel sein.

L ist au
h Zerf

�

allungsk

�

orper von f 2 K(a)[X℄. Ferner besitzt f in L n K(a)

h

�

o
hstens r � 1 Nullstellen. Also ist na
h der Induktionsannahme L=K(a) eine

Galoiserweiterung. Sei �

0

= G(L=K(a)). Dann ist �

0

� � eine Untergruppe und

L

�

� L

�

0

= K(a).

Sei x 2 L

�

beliebig. Wir zeigen, dass x 2 K. Dann folgt L

�

� K. Da immer

L

�

� K, ist L

�

= K bewiesen.

Ist deg(g) = n, so l

�

asst si
h x = 


0

+ 


1

a+ : : :+ 


n�1

a

n�1

s
hreiben mit 


i

2 K.

Seien a = a

1

; a

2

: : : ; a

n

die paarweise vers
hiedenen Nullstellen von g. Dann gibt es

wegen 3.4 Isomorphismen '

i

2 � mit '

i

(a) = a

i

f

�

ur i = 1; : : : ; a

n

. Da x 2 L

�

, gilt

x = '

i

(x) = 


0

+ 


1

a

i

+ : : :+ 


n�1

a

n�1

i

:
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Daher sind a

1

; : : : ; a

n

Nullstellen des Polynoms

h =

n�1

X

k=0




k

X

K

� x:

Aber deg(h) = n� 1. Somit muss h = 0 gelten. Dann ist

x = 


0

2 K

und dies war zu zeigen. �

Bemerkung 5.10. Sei f 2 Q [X℄ mit deg(f) > 0. Dann ist f separabel, da


har(Q) = 0 gilt. Ist L der Zerf

�

allungsk

�

orper von f

�

uber Q , so ist L=Q eine Galoi-

serweiterung.

De�nition 5.11. Seie L=K eine K

�

orpererweiterung.

(i) Ein Element a hei�t separabel

�

uber K, wenn a Nullstelle eines separablen

Polynoms f 2 K[X℄ ist.

(ii) L=K hei�t separabel, wenn jedes Element a 2 L separabel

�

uber K ist.

Bemerkung 5.12. Ein Element a 2 L ist separabel genau dann, wenn a algebrais
h

�

uber K ist und das Minimalpolynom von a separabel

�

uber K ist.

Satz 5.13. Sei L=K eine endli
he K

�

orpererweiterung, K der algebrais
he Abs
hluss

von K und

S = f' : L �! K mit '

jK

= id

K

g:

Dann gilt:

(i) jSj � [L : K℄.

(ii) jSj = [L : K℄ genau dann, wenn L=K separabel ist.

Beweis. Sei L = K(a

1

; : : : ; a

n

), [L : K℄ =

Q

n

i=1

m

i

mit

m

i

= [K(a

1

; : : : ; a

i

) : K(a

1

; : : : ; a

i�1

)℄:

Na
h 2.9 besitzt jede K-Einbettung

� : K(a

1

; : : : ; a

i�1

) �! K

genau so viele Fortsetzungen, wie das Minimalpolynom f

i

2 K(a

1

; : : : ; a

i�1

)[X℄ von

a

i

vers
hiedene Nullstellen besitzt. Daher kann � h

�

o
hstens m

i

Fortsetzungen haben

und es folgt (id

K

induktiv fortsetzen)

jSj � m

1

� � �m

n

= [L : K℄:

Sei nun L=K separabel, dann sind alle a

i

separabel

�

uber K. Nun ist f

i

Teiler des

Minimalpolynoms g

i

von a

i

�

uber K. Da g

i

separabel ist, muss au
h f

i

separabel sein.

Dann besitzt jede K-Einbettung

K(a

1

; : : : ; a

i�1

) �! K

genau m

i

Fortsetzungen und es folgt

jSj = m

1

� � �m

n

= [L : K℄:
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Sei L=K ni
ht separabel und o. E. a

1

ni
ht separabel

�

uber K. Dann ist aber die

Anzahl der Isomorphismen

K(a

1

) �! K

e
ht kleiner als m

1

und

jSj < m

1

� � �m

n

= [L : K℄:

�

Satz 5.14. SeienM=L und L=K endli
he K

�

orpererweiterungen. Dann sind folgende

Aussagen

�

aquivalent:

(i) M=K ist separabel.

(ii) M=L und L=K sind separabel.

Beweis. Sei L der algebrais
he Abs
hluss von L. Dann ist L = K au
h der algebrai-

s
he Abs
hluss von K, da L=K endli
h ist. Sei

S

1

= f�

1

; : : : ; �

n

g

die Menge der K-Einbettungen von L in K,

S

2

= f�

1

; : : : ; �

m

g

die Menge der L-Einbettungen von M in L und S die Menge der K-Einbettungen

von M in K. Wir behaupten, dass

jSj = jS

1

jjS

2

j

gilt. Dies beweist den Satz. Denn sind M=L und L=K separabel, dann folgt, dass

jSj = jS

1

jjS

2

j = [L : K℄[M : L℄ = [M : K℄;

also ist M=K separabel. Ist umgekehrt M=K separabel, so folgt aus

jSj = [M : K℄ = [M : L℄[L : K℄ � jS

1

jjS

2

j = jSj;

dass

[M : L℄ = jS

2

j und [L : K℄ = jS

1

j:

Also sind M=L und L=K separabel.

Es bleibt die Behauptung jSj = jS

1

jjS

2

j zu zeigen. Wir beweisen:

(a) jSj � jS

1

jjS

2

j.

(b) jSj � jS

1

jjS

2

j.

Zu (a): Na
h 2.10 existieren Fortsetzungen �

i

: L �! L von �

i

: L �! L f

�

ur i =

1; : : : ; n. Dies sind Isomorphismen. Dann ist f

�

ur i = 1; : : : ; n und j = 1; : : : ; m die

Abbildung �

i

Æ �

j

: M �! L ein Element von S, da �

i

und �

j

den K

�

orper K �x

lassen.

Angenommen: �

i

Æ �

j

= �

k

Æ �

l

. Dann folgt

�

i

= (�

i

Æ �

j

)

jL

= (�

k

Æ �

l

)

jL

= �

k

und daher i = k. Nun gilt

�

j

= �

�1

i

Æ �

k

Æ �

l

= �

l

:

Also j = l. Insgesamt habe wir jSj � jS

1

jjS

2

j bewiesen.
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Zu (b): Sei � 2 S beliebig, d.h. � : M �! L ist ein K-Homomorphismus. Nun

ist �

jL

2 S

1

. D.h. �

jL

= �

i

f

�

ur ein i. Dann ist aber �

�1

i

Æ � 2 S

2

(�

i

wie oben eine

Fortsetzung von �

i

), da

�

�1

i

Æ �

jL

= id

L

:

Es folgt, dass �

�1

i

Æ � = �

j

f

�

ur ein j ist. Also gilt

� = �

i

Æ �

j

und daher

jSj � jS

1

jjS

2

j:

�

Satz 5.15. Sei L=K eine endli
he K

�

orpererweiterung. Dann sind folgende Aussagen

�

aquivalent:

(i) L=K ist eine Galoiserweiterung.

(ii) L=K ist normal und separabel.

(iii) L ist der Zerf

�

allungsk

�

orper eines separablen Polynoms f 2 K[X℄.

Beweis. (iii)) (i): Dies wurde in 5.9 bewiesen.

(i) ) (ii): Sei

G(L=K) = f�

1

; : : : ; �

n

g mit n = [L : K℄:

Sei L der algebrais
he Abs
hluss von L und K. Betra
hte:

 

i

: L

�

i

�! L ,! L f

�

ur i = 1; : : : ; n:

Dies sind n vers
hieden K-Einbettungen von L na
h L. Ist S die Menge aller K-

Einbettungen von L na
h L, so gilt mit Hilfe von 5.13 (i), dass

jSj � n = [L : K℄ � jSj:

Also jSj = [L : K℄. Es folgt aus 5.13 (ii), dass L=K separabel ist.

Ferner gilt f

�

ur jedeK-Einbettungen  

i

von L na
h L (das sind alle), dass  

i

(L) �

L. Also ist L=K normal na
h 3.9.

(ii)) (iii): Da L=K normal ist, folgt aus 3.9, dass L der Zerf

�

allungsk

�

orper eines

Polynoms f 2 K[X℄ ist. Sei g ein irreduzibler Faktor von f und a eine Nullstelle

von g in L. Dann ist g das Minimalpolynom von a. Da L=K separabel ist, muss g

separabel sein. Daher ist f separabel. �

Lemma 5.16. Sei G eine abels
he Gruppe und a; b 2 G mit endli
her Ordnung. Ist

ord(a) = m und ord(b) = n, so existiert in G ein Element der Ordnung kgV(m;n).

Beweis. Sei zun

�

a
hst ggT(m;n) = 1. Es gilt

(ab)

mn

= (a

m

)

n

(b

n

)

m

= e

Ist

(ab)

t

= e;

dann folgt aus

a

nt

= a

nt

b

nt

= e;
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dass mjt wegen ggT(m;n) = 1. Analog njt und daher

ord(ab) = mn:

Also ist ab ein Element der Ordnung mn = kgV(m;n).

Seien nun m;n beliebig. Sei

kgV(m;n) = p

a

1

1

� � � p

a

r

r

eine Primfaktorzerlegung von kgV(m;n). De�niere

m

0

=

Y

i;p

i

jm

p

a

i

i

und n

0

=

Y

j;p

j

teilt ni
ht m

p

a

j

j

:

Dann gilt

m

0

jm; n

0

jn; kgV(m;n) = m

0

n

0

und ggT(m

0

; n

0

) = 1:

Sei m = m

0

m

0

und n = n

0

n

0

. Es folgt

ord(a

m

0

) = m

0

und ord(b

n

0

) = n

0

:

Dann hat das Element a

m

0

b

n

0

die Ordnung kgV(m;n). �

Korollar 5.17. Sei K ein K

�

orper und H eine endli
he Untergruppe von K

�

. Dann

ist H zyklis
h. Ist insbesondere K endli
h, so ist K

�

eine zyklis
he Gruppe.

Beweis. Sei a 2 H ein Element mit maximaler Ordnung m und H

m

die Untergruppe

von H, die aus allen Elementen besteht, deren Ordnung ein Teiler von m ist. Alle

Elemente von H

m

sind Nullstellen des Polynoms

X

m

� 1;

so dass H

m

h

�

o
hstens m Elemente enthalten kann. Somit folgt

H

m

= hai;

da hai � H

m

. Wir behaupten, dass bereits H = H

m

. W

�

are b 2 H n H

m

, so ist

ord(b) = n kein Teiler von m. Dann besitzt H aufgrund von 5.16 ein Element der

Ordnung kgV(m;n) > m im Widerspru
h zu der Wahl von a und m. �

Satz 5.18. (Satz vom primitiven Element) Sei L=K eine endli
he separable K

�

orper-

erweiterung. Dann ist L=K einfa
h, d.h. es gibt ein Element a 2 L mit L = K(a).

Das Element a hei�t primitives Element der Erweiterung.

Beweis. 1. Fall: jKj <1. Es folgt

jLj = [L : K℄jKj <1;

da L=K endli
h ist. Aus 5.17 folgt, dass

L

�

= hai = f1; a; a

2

; : : : g

zyklis
h ist. Also L = K(a).

2. Fall: jKj = 1. Sei L = K(a

1

; : : : ; a

n

), f

i

das Minimalpolynom von a

i

�

uber

K und f =

Q

i

f

i

. Da die f

i

separabel sind, ist au
h f separabel. Sei M � L

ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f . Na
h 5.15 ist M=K eine Galoiserweiterung, die nur
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endli
h viele Zwis
henk

�

orper besitzt. Daher besitzt au
h L=K nur endli
h viele Zwi-

s
henk

�

orper.

Betra
hte f

�

ur 
 2 L die K

�

orper K(a

1

+ 
a

2

) � L. Da jKj = 1, existieren




1

; 


2

2 K mit 


1

6= 


2

und

K(a

1

+ 


1

a

2

) = K(a

1

+ 


2

a

2

) = N:

Aus a

1

+ 


1

a

2

; a

1

+ 


2

a

2

2 N folgt (


1

� 


2

)a

2

2 N . Da 


1

� 


2

6= 0, ist a

2

2 N und

daher au
h a

1

2 N . Dann ist aber bereits

L = K(a

1

+ 


1

a

2

; a

3

; : : : ; a

n

):

Eine Induktion ergibt die Behauptung L = K(a) f

�

ur ein a 2 L. �





KAPITEL 4

Fortf

�

uhrung der Gruppentheorie

1. Gruppenoperationen

De�nition 1.1. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Gruppenoperation von

G auf X ist eine Abbildung

G�X �! X; (a; x) 7! a(x);

mit:

(i) Ist e das neutrale Element von G, so gilt e(x) = x f

�

ur alle x 2 X.

(ii) F

�

ur alle a; b 2 G und x 2 X gilt (ab)(x) = a(b(x)).

Man sagt G operiert auf X.

Beispiele 1.2. Es gilt:

(i) F

�

ur jede Menge X operiert S(X) auf X.

(ii) Sei G eine Gruppe, dann operiert G auf si
h selber dur
h

G�G �! G; (a; b) 7! ab:

Lemma 1.3. Sei G eine Gruppe und X eine Menge.

(i) Wenn G auf X operiert, dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphis-

mus ' : G �! S(X) mit '(a)(x) = a(x) f

�

ur alle a 2 G und x 2 X.

(ii) Ist umgekehrt ' : G �! S(X) ein Gruppenhomomorphismus, dann ist die

Abbildung

G�X �! X; (a; x) 7! '(a)(x)

eine Gruppenoperation.

Somit entspre
hen Gruppenoperationen von G auf X umkehrbar eindeutig den

Gruppenhomomorphismen G �! S(X).

Beweis. Zu (i): Es ist zu zeigen, dass ' eine Abbildung von G na
h S(X) ist. Als

erstes zeigen wir, dass '(a) 2 S(X) f

�

ur a 2 G ist.

'(a) ist injektiv: Seien x

1

; x

2

2 X mit '(a)(x

1

) = '(a)(x

2

), d.h. a(x

1

) = a(x

2

).

Dann ist

x

1

= e(x

1

) = (a

�1

a)(x

1

) = a

�1

(a(x

1

)) = a

�1

(a(x

2

)) = (a

�1

a)(x

2

) = e(x

2

) = x

2

:

Somit folgt die Behauptung.

'(a) ist surjektiv: Sei y 2 X. Dann ist

'(a)(a

�1

(y)) = a(a

�1

(y)) = (aa

�1

)(y) = e(y) = y:
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Es folgt, dass '(a) eine bijektive Abbildung ist. Als n

�

a
hstes muss gezeigt werden,

dass ' ein Gruppenhomomorphismus ist. Seien a; b 2 G. Es ist zu zeigen, dass

'(ab) = '(a)'(b). Sei x 2 X beliebig, dann gilt

'(ab)(x) = (ab)(x) = a(b(x)) = a('(b)(x)) = '(a)('(b)(x)) = ('(a)'(b))(x):

Die Eindeutigkeit folgt dur
h die De�nition.

Zu (ii): Sei e das neutrale Element von G. Dann folgt f

�

ur x 2 X

e(x) = '(e)(x) = x; da '(e) das neutrale Element von S(X) ist.

Seien a; b 2 G und x 2 X, dann gilt

(ab)(x) = '(ab)(x) = ('(a)'(b))(x) = '(a)('(b)(x)) = a(b(x)):

�

De�nition 1.4. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert.

(i) G operiert treu auf X, wenn der zugeh

�

orige Homomorphismus ' : G �!

S(X) injektiv ist (d.h. aus a(x) = b(x) f

�

ur alle x 2 X folgt a = b).

(ii) Zwei Elemente x; y 2 X hei�en G-

�

aquivalent (x � y), wenn ein a 2 G

existiert mit a(x) = y.

(iii) Die

�

Aquivalenzklassen (Gx = fax : a 2 Gg) bzgl. � hei�en Bahnen von G

in X.

(iv) G operiert transitiv auf X, wenn es genau eine Bahn von G in X gibt (d.h.

f

�

ur alle x; y 2 X existiert ein a 2 G mit a(x) = y).

Beispiele 1.5. Betra
hte:

(i) Die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1 operiert

auf der Gau�s
hen Zahlenebene (C ). Diese Operation ist treu. Die Bahnen

sind die konzentris
hen Kreise mit Mittelpunkt 0.

(ii) Sei G eine Gruppe und H � G eine Untergruppe. Dur
h Re
hts- bzw.

Linksmultiplikation wird eine Operation von H auf G erkl

�

art:

R : H �! S(G); R(a)(b) = ba;

L : H �! S(G); L(a)(b) = ab:

Die Bahnen bzgl. der Re
hts- bzw. Linksmultiplikation sind die Links- bzw.

Re
htsnebenklassen von H.

Beispiel 1.6. Sei K ein K

�

orper, � die Galoisgruppe eines separablen Polynoms

f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0 und N(f) die Nullstellen von f in einem Zerf

�

allungsk

�

orper

von f . Dann gilt:

(i) � operiert auf N(f) und kann als Untergruppe von S

jN(f)j

interpretiert

werden.

(ii) Seien f

1

; : : : ; f

n

die irreduziblen Faktoren von f . Die Bahnen der Operation

von � auf N(f) sind die Teilmengen N(f

i

) f

�

ur i = 1; : : : ; n.

(iii) Ist f irreduzibel, so operiert � transitiv auf N(f).

Lemma 1.7. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Dann ist X die

disjunkte Vereinigung der Bahnen von G.
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Beweis. Da X = [

x2X

Gx gilt, ist zu zeigen, dass f

�

ur x; y 2 X aus Gx \ Gy 6= ;

s
hon Gx = Gy folgt. Sei z 2 Gx \ Gy, etwa z = ax = by f

�

ur a; b 2 G. Es folgt

x = a

�1

by und somit Gx � Gy. Analog gilt Gy � Gx und daher Gx = Gy. �

De�nition 1.8. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert.

(i) Ein Element x 2 X hei�t Vertreter der Bahn Gx.

(ii) Ein Vertretersystem einer Familie (B

i

)

i2I

paarweise disjunkter Bahnen ist

eine Familie (a

i

)

i2I

mit a

i

2 B

i

(B

i

= Ga

i

). Das Vertretersystem hei�t

vollst

�

andig, wenn X = [

i2I

B

i

gilt.

De�nition 1.9. Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert und x 2 X.

Die Untergruppe G

x

= fa 2 G : a(x) = xg von G hei�t die Isotropiegruppe (oder

Standgruppe) von x.

Satz 1.10. (Bahnenglei
hung) Sei G eine Gruppe, die auf einer endli
hen ni
ht lee-

ren Menge X operiert und x

1

; : : : ; x

n

ein vollst

�

andiges Vertretersystem der Bahnen

von G. Dann gilt

jXj =

n

X

i=1

[G : G

x

i

℄

G ist hierbei ni
ht notwendigerweise endli
h.

Beweis. Aus 1.7 folgt X =

_

[

n

i=1

Gx

i

und daher gilt

jXj =

n

X

i=1

jGx

i

j:

Wir de�nieren f

�

ur i = 1; : : : ; n eine bijektive Abbildung �

i

: G=G

x

i

�! Gx

i

. Dann

folgt

jXj =

n

X

i=1

jG=G

x

i

j =

n

X

i=1

[G : G

x

i

℄:

F

�

ur a 2 G de�niere �(aG

x

i

) = a(x

i

). Wir zeigen:

(1) �

i

ist wohlde�niert: Sei aG

x

i

= bG

x

i

und daher b

�1

a 2 G

x

i

. Es folgt

b(x

i

) = b(b

�1

a(x

i

)) = (bb

�1

a)(x

i

) = a(x

i

)

und daher �(bG

x

i

) = �(aG

x

i

):

(2) �

i

ist surjektiv: Sei y 2 Gx

i

beliebig und y = a(x

i

) f

�

ur ein a 2 G. Dann

ist �

i

(aG

x

i

) = y.

(3) �

i

ist injektiv: Seien a; b 2 G mit �(aG

x

i

) = �(bG

x

i

), d.h. a(x

i

) = b(x

i

).

Es folgt x

i

= b

�1

a(x

i

) und somit b

�1

a 2 G

x

i

. Dies ist

�

aquivalent zu

aG

x

i

= bG

x

i

und daraus folgt die Behauptung.

�

De�nition 1.11. Sei G eine Gruppe. Die Operation G�G �! G; (a; b) 7! aba

�1

=

b

a

hei�t Konjugation. Die Bahnen der Konjugation hei�en Konjugationsklassen von

G. Zwei Elemente a; b 2 G sind konjugiert, wenn ein 
 2 G existiert mit b = a




.
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De�nition 1.12. Sei G eine Gruppe.

(i) Sei S � G. Die Untergruppe

Z

S

= fb 2 G : aba

�1

= b f

�

ur alle a 2 Sg

hei�t der Zentralisator von S in G.

(ii) Die Untergruppe

Z

G

= fb 2 G : aba

�1

= b f

�

ur alle a 2 Gg

von G hei�t das Zentrum von G.

Bemerkung 1.13. Z

G

besteht aus allen Elementen von G, die mit allen Elementen

von G kommutieren. Die Gruppe G ist abels
h , G = Z

G

. Es ist

G

a

= Z

fag

= fb 2 G : bab

�1

= ag = fb 2 G : ba = abg:

Satz 1.14. (Klassenglei
hung) Sei G eine endli
he Gruppe mit Zentrum Z

G

und

a

1

; : : : ; a

n

ein Vertretersystem der Bahnen in G�Z

G

unter der Konjugation. Dann

gilt:

ord(G) = ord(Z

G

) +

n

X

i=1

[G : Z

fa

i

g

℄:

Beweis. Es gilt

a 2 Z

G

, Z

fag

= G, [G : Z

fag

℄ = 1

Sei a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

m

ein vollst

�

andiges Vertretersystem der Bahnen von G unter

der Konjugation mit a

1

; : : : ; a

n

2 G�Z

G

und b

1

; : : : ; b

m

2 Z

G

. Dann gilt na
h 1.10

ord(G) =

m

X

j=1

[G : Z

fb

j

g

℄ +

n

X

i=1

[G : Z

fa

i

g

℄ = ord(Z

G

) +

n

X

i=1

[G : Z

fa

i

g

℄:

�

Korollar 1.15. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung p

n

f

�

ur ein

n > 0. Dann ist Z

G

6= feg.

Beweis. Ist G = Z

G

, so ist ni
hts zu zeigen. Sei nun G 6= Z

G

und a 2 G � Z

G

. Da

1 < [G : Z

fag

℄, ist Z

fag

eine e
hte Untergruppe von G. Es folgt [G : Z

fag

℄jord(G) = p

n

und daher [G : Z

fag

℄ = p

m

f

�

ur ein 1 < m < n. Sei nun a

1

; : : : ; a

n

ein Vertretersystem

der Bahnen in G � Z

G

unter der Konjugation. Dann existieren Zahlen 1 < m

i

< n

mit [G : Z

fa

i

g

℄ = p

m

i

. Somit

p

n

= ord(G) = ord(Z

G

) +

n

X

i=1

[G : Z

fa

i

g

℄ = ord(Z

G

) +

n

X

i=1

p

m

i

:

Es folgt pjord(Z

G

) und daher Z

G

6= feg. �
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2. Endli
h erzeugte abels
he Gruppen

Bemerkung 2.1. Sei

G = ha

1

; : : : ; a

m

i = fz

1

a

1

+ � � �+ z

m

a

m

: z

i

2 Zg

eine endli
h erzeugte abels
he Gruppe. Au
h wenn das Erzeugendensystem ni
ht

verk

�

urzbar ist, so ist die Darstellung der Elemente von G ni
ht eindeutig.

Sei etwa G = Z=nZ und a

1

= 1+ nZ. Dann gilt G = ha

1

i und f

�

ur jedes Element

a 2 G ist mit a = za

1

au
h a = (z + n)a

1

.

De�nition 2.2. Sei G eine abels
he Gruppe.

(i) Ein Erzeugendensystem fa

i

g

i2I

von G hei�t Basis, wenn si
h jedes Ele-

ment von G eindeutig als Z-Linearkombination endli
h vieler der fa

i

g

i2I

s
hreiben l

�

asst.

(ii) G hei�t frei, wenn G ein Basis besitzt.

Bemerkung 2.3. F

�

ur n 2 N mit n � 1 sei Z

n

die Menge der n-Tupel mit Koef-

�zienten aus Z und komponentenweiser Addition. Dann sind f

�

ur i = 1; : : : ; n die

Elemente e

i

= (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) mit der 1 an der i-ten Position eine Basis von

Z

n

. Daher ist Z

n

frei.

Satz 2.4. Sei G eine endli
h erzeugte abels
he Gruppe mit Erzeugendensystem

a

1

; : : : ; a

n

und F eine freie abels
he Gruppe mit Basis f

1

; : : : ; f

n

(z.B. Z

n

). Dann

gibt es einen Gruppenepimorphismus

' : F �! G; f

i

7! a

i

:

Ist H = Ker('), so gilt G

�

=

F=H.

Beweis. Eindeutigkeit: Sei f =

P

n

i=1

z

i

f

i

2 F mit z

i

2 Z. Dann gilt

'(f) =

n

X

i=1

z

i

'(f

i

) =

n

X

i=1

z

i

a

i

:

Existenz: De�niere

' : F �! G; '(f) =

n

X

i=1

z

i

a

i

; wenn f =

n

X

i=1

z

i

f

i

:

Die Abbildung ist wohlde�niert, da die KoeÆzienten z

i

dur
h f und die Basis f

i

eindeutig bestimmt sind. Nun re
hnet man lei
ht na
h, dass ' ein Gruppenhomo-

morphismus ist.

Ist H = Ker('), so folgt G

�

=

F=H aus dem Homomorphiesatz. �

Satz 2.5. Sei F eine endli
h erzeugte abels
he Gruppe mit Basis f

1

; : : : ; f

n

. Dann

gilt F

�

=

Z

n

.

Beweis. Betra
hte die Epimorphismen

' : F �! Z

n

; f

i

7! e

i

f

�

ur i = 1; : : : ; n

und

 : Z

n

�! F; e

i

7! f

i

f

�

ur i = 1; : : : ; n:
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Dann folgt 'Æ = id

Z

n

und  Æ' = id

F

. Daher sind die Abbildungen Isomorphismen

und es gilt F

�

=

Z

n

. �

Satz 2.6. Seien m;n 2 N mit m;n � 1. Dann gilt Z

m

�

=

Z

n

genau dann, wenn

m = n.

Beweis. Ist m = n, so folgt direkt, dass Z

m

�

=

Z

n

.

Sei nun

' : Z

m

�! Z

n

ein gegebener Gruppenisomorphismus. De�niere

' : Q

m

�! Q

n

; (q

1

; : : : ; q

n

) 7!

m

X

i=1

q

i

'(e

i

):

Dies ist eine Q -lineare Abbildung. Behauptung: ' ist injektiv. Dann folgt aus der

Linearen Algebra, dass m � n. Analog gilt n � m und daher m = n.

Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Sei

'(q

1

; : : : ; q

n

) =

m

X

i=1

q

i

'(e

i

) = 0:

S
hreibe q

i

=

z

i

t

mit z

i

2 Z und einem Hauptnenner t 2 N der q

i

. Na
h Multiplikation

mit t folgt:

0 =

m

X

i=1

z

i

'(e

i

) = '(

m

X

i=1

z

i

e

i

):

Nun ist ' ein Isomorphismus, also

P

m

i=1

z

i

e

i

= 0. Da die Elemente e

i

eine Basis f

�

ur

Z

m

sind, folgt z

i

= 0 f

�

ur alle i und daher

(q

1

; : : : ; q

n

) = (0; : : : ; 0):

Dies war zu zeigen. �

Korollar 2.7. Sei F eine e. e. freie abels
he Gruppe mit Basis f

1

; : : : ; f

n

. Dann

besitzt jede andere Basis von F ebenfalls die endli
he L

�

ange n. Man nennt n den

Rang von F .

Beweis. Na
h 2.5 ist F

�

=

Z

n

.

Angenommen F besitzt eine unendli
hen Basis oder eine Basis mit mehr als n

Elementen. Sei diese Basis g

1

; : : : ; g

n

; g

n+1

; : : : . Dann ist g

1

; : : : ; g

n+1

eine Basis f

�

ur

H = hg

1

; : : : ; g

n+1

i. Es folgt,

Z

n+1

�

=

H � F

�

=

Z

n

:

Dann w

�

urde aber

Q

n+1

� Q

n

als Inklusion von Vektorr

�

aumen folgen (analog zum vorherigen Beweis). Dies ist ein

Widerspru
h.

Daher muss die andere Basis die Gestalt g

1

; : : : ; g

m

mit m � n haben. Analog

gilt jedo
h n � m und daher m = n. �
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De�nition 2.8. Seien G

1

; : : : ; G

r

Gruppen. Sei

G

1

� � � � �G

r

= f(a

1

; : : : ; a

r

) : a

i

2 G

i

g:

Diese Menge ist mit der komponentenweise induzierten Verkn

�

upfung eine Gruppe.

Sie hei�t das direkte Produkt von G

1

; : : : ; G

r

.

Beispiel 2.9. Betra
hte:

(i) Z

n

�

=

Z� � � � � Z.

(ii) Seien G

1

; G

2

� G Untergruppen von G. Genau dann wird dur
h

G

1

�G

2

�! G; (a; b) 7! ab

ein Gruppenisomorphismus gegeben, wenn gilt:

(a) F

�

ur alle a 2 G existieren b 2 G

1

und 
 2 G

2

mit a = b
.

(b) G

1

; G

2

sind Normalteiler von G.

(
) G

1

\G

2

= feg.

Beweis:

�

Ubungsaufgabe.

Man s
hreibt dann G = G

1

�G

2

= G

1

�G

2

und nennt dies die innere

direkte Summe (Produkt) von G

1

und G

2

.

Satz 2.10. (Hauptsatz f

�

ur abels
he Gruppen) Sei F eine freie abels
he Gruppe vom

Rang n und U � F eine Untergruppe. Dann gibt es eine Basis b

1

; : : : ; b

n

von F ,

eine Zahl p � n und Zahlen "

1

; : : : ; "

p

2 N mit "

i

j"

i+1

f

�

ur i = 1; : : : ; p� 1, so dass

"

1

b

1

; : : : ; "

p

b

p

eine Basis von U ist. Insbesondere ist U eine freie abels
he Gruppe

vom Rang p � n.

Beweis. F

�

ur U = f0g ist ni
hts zu zeigen, also sei U 6= f0g.

Wir beweisen den Satz dur
h eine Induktion na
h n. Sei n = 1, dann ist F =

hb

1

i

�

=

Z und es gilt U

�

=

("

1

) � Z f

�

ur ein Hauptideal ("

1

). Daher ist U = h"

1

b

1

i und

die Behauptung folgt in diesem Falle.

Sei n > 1 und der Satz f

�

ur beliebige freie abels
he Gruppen vom Rang kleiner

als n bewiesen. Sei w

1

; : : : ; w

n

eine beliebige Basis von F .

F

�

ur u 2 U existiert eine Darstellung

u = z

u

1

w

1

+ � � �+ z

u

n

w

n

mit z

u

i

2 Z:

Es existieren u 2 U mit KoeÆzienten z

u

i

> 0. Sei "

1

2 N die kleinste positive Zahl,

die bei der Darstellung eines u 2 U bzgl. irgendeiner Basis von F als KoeÆzient

auftritt. Sei w

1

; : : : ; w

n

eine sol
he Basis von F und

u

1

= z

1

w

1

+ � � �+ z

n

w

n

ein sol
hes Element. O.E. k

�

onnen wir z

1

= "

1

annehmen. De�niere das Ideal

I

1

= (z

u

1

: u 2 U) � Z:

Wegen der Wahl von "

1

folgt I

1

= ("

1

). Insbesondere teilt "

1

jedes z

u

1

f

�

ur u 2 U .

Nun teile die KoeÆzienten z

i

von u

1

f

�

ur i = 2; : : : ; n dur
h "

1

mit Rest, also

z

i

= q

i

"

1

+ r

i

mit q

i

; r

i

2 Z; 0 � r

i

< "

1

:

Bez

�

ugli
h der Basis w

1

+ q

i

w

i

; w

2

; : : : ; w

n

von F hat u

1

die Darstellung

u

1

= "

1

(w

1

+ q

i

w

i

) + z

2

w

2

+ � � �+ r

i

w

i

+ � � �+ z

n

w

n

:
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Na
h Wahl von "

1

muss dann aber r

i

= 0 f

�

ur i = 2; : : : ; n gelten, also z

i

= q

i

"

1

.

De�niere b

1

= w

1

+ q

2

w

2

+ � � �+ q

n

w

n

. Dann ist b

1

; w

2

; : : : ; w

n

eine Basis von F und

"

1

b

1

= u

1

2 U . Wegen I

1

= ("

1

) gilt

U = Z"

1

b

1

+ (U \ hw

2

; : : : ; w

n

i):

Die Summe ist direkt, da b

1

; w

2

; : : : ; w

n

eine Basis ist. Wir k

�

onnen also s
hreiben

U = Z"

1

b

1

� U

1

mit U

1

= (U \ hw

2

; : : : ; w

n

i):

Da U

1

Untergruppe der freien abels
hen Gruppen F

1

= hw

2

; : : : ; w

n

i vom Rang n�1

ist, gibt es eine Basis b

2

; : : : ; b

n

von F

1

, ein p � n und Zahlen "

2

; : : : ; "

p

2 N mit

"

i

j"

i+1

f

�

ur i = 2; : : : ; p, so dass "

2

b

2

; : : : ; "

p

b

p

eine Basis von U

1

ist.

Trivialerweise ist b

1

; : : : ; b

n

eine Basis von F und "

1

b

1

; : : : ; "

p

b

p

eine von U . Es

bleibt no
h "

1

j"

2

zu zeigen. Betra
hte u = "

1

b

1

+"

2

b

2

und teile "

2

dur
h "

1

mit Rest,

d.h.

"

2

= q"

1

+ r mit q; r 2 Z; 0 � r < "

1

:

Da b

1

+ qb

2

; b

2

; : : : ; b

n

eine Basis von F ist und

u = "

1

(b

1

+ qb

2

) + rb

2

ist, folgt wegen der Wahl von "

1

, dass r = 0 gilt. Also "

1

j"

2

. �

Korollar 2.11. SeiG eine e. e. abels
he Gruppe. Dann existieren Zahlen r; "

1

; : : : ; "

p

2 N mit "

i

j"

i+1

f

�

ur i = 1; : : : ; p� 1 und ein Isomorphismus

G

�

=

Z

r

� Z="

1

Z� � � � � Z="

p

Z:

Insbesondere ist G ein direktes Produkt zyklis
her Gruppen.

Beweis. Aus 2.4 folgt, dass eine freie abels
he Gruppe F und eine Untergruppe

U � F existiert mit G

�

=

F=U .

Na
h 2.10 existiert eine Basis b

1

; : : : ; b

n

von F und eine Zahl p � n und Zahlen

"

1

; : : : ; "

p

2 N mit "

i

j"

i+1

f

�

ur i = 1; : : : ; p� 1, so dass "

1

b

1

; : : : ; "

p

b

p

eine Basis von

U ist. Also o.E.

F = Zb

1

� � � � � Zb

n

und

U = Z"

1

b

1

� � � � � Z"

p

b

p

� F:

Sei r = n� p, dann folgt

G

�

=

Z="

1

Z� � � � � Z="

p

Z� Z

r

mit den gew

�

uns
hten Eigens
haften. �

Bemerkung 2.12. Es gilt:

(i) Sei

T (G) = fa 2 G : Es existiert ein n 2 N ; n > 0 mit na = 0g:

T (G) ist eine Untergruppe von G und hei�t die Torsionsgruppe von G. Es

ist

G=T (G)

�

=

Z

r
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und daher r = Rang(G=T (G)) eindeutig. Diese Zahl hei�t der Rang von

G.

(ii) Man kann zeigen, dass die Zahlen "

1

; : : : ; "

p

ebenfalls eindeutig f

�

ur G sind.

Diese Zahlen hei�en die Elementarteiler von G.

Korollar 2.13. SeiG eine e. e. abels
he Gruppe. Dann existieren Zahlen r; r

1

; : : : ; r

s

2 N , Primzahlen p

1

; : : : ; p

s

und ein Isomorphismus

G

�

=

Z

r

� Z=p

r

1

1

Z� � � � � Z=p

r

s

s

Z:

Beweis. Na
h dem 
hinesis
hen Restsatz l

�

asst si
h f

�

ur n 2 Z mit n =

Q

t

i=1

p

s

i

i

,

wobei p

1

; : : : ; p

t

Primzahlen sind und s

1

; : : : ; s

t

2 N , jede Gruppe der Gestalt

Z=nZ

als Produkt

Z=p

s

1

1

Z� � � � � Z=p

s

t

t

Z

zerlegen. Dieser Sa
hverhalt und 2.11 beweisen die Behauptung. �

3. p-Gruppen und die Sylows

�

atze

Im Folgenden sei p stets eine Primzahl.

De�nition 3.1. Eine Gruppe G hei�t p-Gruppe, wenn die Ordnung von jedem

Element von G eine Potenz von p ist.

Satz 3.2. (Cau
hy) Sei G eine endli
he Gruppe mit pjord(G). Dann gibt es ein

Element mit ord(a) = p.

Beweis. Wir beweisen den Satz dur
h eine Induktion na
h ord(G). Ist ord(G) = p,

so folgt aus dem 1. Kapitel, dass G = hai zyklis
h ist mit ord(a) = p.

Sei nun ord(G) > p. Betra
hte die Konjugation auf G (G � G �! G; (a; x) 7!

axa

�1

). Sei a

1

; : : : ; a

n

ein Vertretersystem der Bahnen (Konjugationsklassen) in Gn

Z

G

. Dann gilt die Klassenglei
hung 1.14

ord(G) = ord(Z

G

) +

n

X

i=1

[G : Z

fa

i

g

℄:

und 1 < ord(Z

fa

i

g

) < ord(G). Existiert ein i mit pjord(Z

fa

i

g

), so folgt na
h der

Induktionsannahme, dass es ein a 2 Z

fa

i

g

� G gibt mit ord(a) = p. Ansonsten teilt

p keine der Zahlen ord(Z

fa

i

g

). Wegen

ord(G) = [G : Z

fa

i

g

℄ord(Z

fa

i

g

)

und pjord(G) muss dann pj[G : Z

fa

i

g

℄ f

�

ur alle i gelten. Dann folgt aus der Klassen-

glei
hung

pjord(Z(G)):

Ist ord(Z(G)) < G, so kann wieder wegen der Induktionsannahme ein Element

a 2 Z(G) � G der Ordnung p gefunden werden.

Es bleibt der Fall Z(G) = G zu zeigen, d.h. G ist abels
h. Dann kann na
h 2.13

o.E.

G = Z=p

r

1

1

Z� � � � � Z=p

r

s

s

Z:
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mit r

1

; : : : ; r

s

2 N und Primzahlen p

1

; : : : ; p

s

angenommen werden. Hierbei existiert

kein freier Summand, da G endli
h ist. Man sieht, dass ord(G) =

Q

s

i=1

p

r

i

i

. Da

pjord(G), muss ein i existieren mit p = p

i

. Sei b 2 G mit ord(b) = p

r

i

. De�niere

a = p

r

i

�1

i

b. Dann gilt ord(a) = p. �

Korollar 3.3. Sei G eine endli
he Gruppe. Dann sind

�

aquivalent:

(i) G ist eine p-Gruppe.

(ii) ord(G) ist eine p-Potenz.

Beweis. (i) ) (ii): Angenommen es existiert eine Primzahl q 6= p mit qjord(G).

Dann existiert na
h 3.2 ein Element a 2 G mit ord(a) = q im Widerspru
h zur

Annahme, dass G eine p-Gruppe ist.

(ii)) (i): Sei a 2 G. Dann gilt ord(a)jord(G) und ord(a) muss daher eine Potenz

von p sein. �

Korollar 3.4. Sei G eine endli
he p-Gruppe. Dann besitzt G ein ni
ht triviales

Zentrum Z

G

.

Beweis. Dies folgt aus 1.15 und 3.3. �

Beispiel 3.5. Betra
hte:

(i) Ist ord(G) = p, so gilt G

�

=

Z=pZ.

(ii) Sei ord(G) = p

2

. Dann ist G zu einer der beiden abels
hen Gruppen

Z=p

2

Z oder Z=pZ� Z=pZ

isomorph (G ist abels
h und man kann den Hauptsatz der abels
hen Grup-

pen anwenden).

De�nition 3.6. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H � G hei�t p-Sylowunter-

gruppe, wenn gilt:

(i) H ist eine p-Gruppe.

(ii) Ist H � Q � G eine p-Gruppe, so folgt H = Q.

Eine p-Sylowuntergruppe ist eine maximale p-Gruppe.

Bemerkung 3.7. IstG eine endli
he abels
he Gruppe, so kann man aus dem Haupt-

satz f

�

ur abels
he Gruppen folgern, dass genau eine p-Sylowuntergruppe H existiert.

Es ist

H = fa 2 G : ord(a) ist eine p-Potenzg:

Lemma 3.8. Sei G eine Gruppe. Dann existiert eine p-Sylowuntergruppe H � G.

Beweis. Sei P die Menge der p-Untergruppen von G. Dann ist P 6= ;, da feg 2

P. Ferner ist P bzgl. der Inklusion partiell geordnet. Ist fH

i

g

i2I

eine vollst

�

andig

geordnete Familie von p-Untergruppen von G, dann ist au
h H = [

i2I

H

i

eine p-

Gruppe und daher eine obere S
hranke der Familie in P. Na
h dem Lemma von Zorn

existiert in P ein maximales Element P . Dies ist dann eine p-Sylowuntergruppe von

G. �
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Lemma 3.9. Sei G eine endli
he Gruppe, die auf einer Menge X operiert. F

�

ur ein

x 2 X sei r die Anzahl der Elemente der Bahn Gx und G

x

= fa 2 G : a(x) = xg

die Isotropiegruppe von x. Dann gilt:

ord(G) = ord(G

x

)r:

Beweis. Seien a

1

(x); : : : ; a

r

(x) die vers
hiedenen Elemente der Bahn von x mit a

i

2

G. Dann sind die Elemente

a

1

b; : : : ; a

r

b mit b 2 G

x

alle vers
hieden. Denn w

�

are a

i

b = a

j

b

0

f

�

ur b; b

0

2 G

x

, so ist

a

i

(x) = a

i

(b(x)) = a

i

b(x) = a

j

b

0

(x) = a

j

(b

0

(x)) = a

j

(x);

also i = j. Dann folgt b = b

0

. Wir haben

ord(G) � ord(G

x

)r

bewiesen.

Ist a 2 G beliebig. Dann muss a(x) = a

i

(x) f

�

ur ein i 2 f1; : : : ; rg gelten. Es

folgt, dass a

�1

i

a 2 G

x

gilt, da

a

�1

i

a(x) = a

�1

i

a

i

(x) = e(x) = x:

Also existiert ein b 2 U mit a = a

i

b. Somit ord(G) � ord(G

x

)r und insgesamt

ord(G) = ord(G

x

)r:

�

Lemma 3.10. (Fundamentallemma) Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe mit

ord(G) = p

n

, die auf einer endli
hen Menge X operiert. Sei X

0

= fx 2 X : a(x) =

x; a 2 Gg die Menge der Fixpunkte der Operation. Dann gilt

jXj � jX

0

j mod p:

Beweis. Na
h 1.7 ist X die disjunkte Vereinigung der Bahnen der Operation und

daher

jXj = jX

0

j+ jGx

1

j+ � � �+ jGx

m

j;

wobei Gx

i

die Bahnen mit jGx

i

j > 1 dur
hl

�

auft. Na
h 3.9 ist jGx

i

j ein Teiler von

ord(G) = p

n

, also dur
h p teilbar. Daher folgt

jXj � jX

0

j mod p:

�

Bemerkung 3.11. Sei G eine Gruppe und X die Menge aller Untergruppen von

G. Dann ist die Abbildung G �X �! X, (a;H) 7! aHa

�1

eine Gruppenoperation

von G auf X (Bea
hte, dass aHa

�1

eine Gruppe ist). Diese hei�t Konjugation. Ist

H � G eine Untergruppe, so hei�t die Isotropiegruppe

N(H) = fa 2 G : aHa

�1

= Hg

der Normalisator von H. Man sieht, das H ein Normalteiler von N(H) ist. Ferner

gilt H / G genau dann, wenn G = N(H).
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Lemma 3.12. Sei H eine p-Gruppe von G. Dann gilt

[N(H) : H℄ � [G : H℄ mod p:

Beweis. De�niere folgende Abbildung

H �G=H �! G=H; (a; bH) 7! abH:

Dies de�niert eine Operation von H auf der Menge der Linksnebenklassen von H.

Sei

X

0

= fbH 2 G=H : abH = bH f

�

ur a 2 Hg

die Menge aller Fixpunkte dieser Operation. Es gilt

bH 2 X

0

, abH = bH f

�

ur alle a 2 H , b

�1

ab 2 H f

�

ur alle a 2 H ,

bab

�1

2 H f

�

ur alle a 2 H , bHb

�1

= H , b 2 N(H):

Also ist X

0

die Menge aller Linksnebenklassen bH mit b 2 N(H) und daher

jX

0

j = [N(H) : H℄:

Ferner

jG=Hj = [G : H℄

und es folgt aus 3.10

[N(H) : H℄ � [G : H℄ mod p:

�

Korollar 3.13. Sei H eine p-Gruppe von G und pj[G : H℄, dann ist N(H) 6= H.

Beweis. Aus 3.12 folgt

[N(H) : H℄ � 0 mod p

und daher [N(H) : H℄ > 1, also N(H) 6= H. �

Satz 3.14. (1. Satz von Sylow) Sei G eine endli
he Gruppe mit ord(G) = p

n

m und

p teilt ni
ht m. Dann gilt:

(i) F

�

ur i = 0; : : : ; n besitzt G eine Untergruppe der Ordnung p

i

.

(ii) Jede Untergruppe von G der Ordnung p

i

mit i 2 f0; : : : ; n � 1g ist Nor-

malteiler in einer Untergruppe der Ordnung p

i+1

.

Beweis. F

�

ur n = 0 sind die Aussagen trivial, also sei n > 0. Zu (i): Wir konstruieren

induktiv eine Kette von Untergruppen

G

n

� G

n�1

� : : : � G

0

= f0g

derart, dass ord(G

i

) = p

i

und G

i

/ G

i+1

. De�niere G

0

= fe

G

g. Sei nun s
hon die

Existenz von G

i

; : : : ; G

0

f

�

ur 0 � i < n bereits gezeigt. Dann ist

[G : G

i

℄ = ord(G)=ord(G

i

) = p

n�i

m:

Da pj[G : G

i

℄ folgt aus 3.13, dass N(G

i

) 6= G

i

. Bea
hte, dass G

i

/ N(G

i

). Also ist

N(G

i

)=G

i

eine Gruppe mit pjord(N(G

i

)=G

i

) (siehe 3.12).

Na
h dem Satz von Cau
hy 3.2 besitztN(G

i

)=G

i

ein Element aG

i

mit ord(aG

i

) =

p f

�

ur ein a 2 N(G

i

). De�niere G

i+1

= haG

i

i mit ord(G

i+1

) = p. Sei

" : N(G

i

) �! N(G

i

)=G

i
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der kanonis
he Epimorphismus. De�niere

G

i+1

= "

�1

(G

i+1

)

Dann ist G

i+1

� N(G

i

) � G eine Gruppe. Da G

i

/N(G

i

), gilt au
h G

i

/G

i+1

. Ferner

[G

i+1

: G

i

℄ = ord(G

i+1

=G

i

) = p. Daher

ord(G

i+1

) = [G

i+1

: G

i

℄ord(G

i

) = pp

i

= p

i+1

:

Bea
hte, dass im Induktionss
hritt au
h (ii) bewiesen wurde. �

Korollar 3.15. Sei G eine endli
he Gruppe mit ord(G) = p

n

m und p teilt ni
ht m.

Sei H eine p-Untergruppe von G. Dann sind folgende Aussagen

�

aquivalent:

(i) H ist eine p-Sylowuntergruppe.

(ii) p teilt ni
ht [G : H℄.

(iii) ord(H) = p

n

:

Insbesondere besitzt jede p-Sylowuntergruppen von G die Ordnung p

n

.

Beweis. (i) ) (ii): Angenommen: pj[G : H℄. Dann ist ord(H) = p

i

mit 0 � i < n.

Aus 3.14 folgt dann aber die Existenz einer p-Gruppe P � H mit P 6= H. Dies ist

ein Widerspru
h und daher gilt (ii).

(ii)) (iii): Es gilt

p

n

m = ord(G) = [G : H℄ord(H):

Wegen der Voraussetzung muss ord(H) = p

n

gelten.

(iii) ) (i): Es kann keine p-Gruppe P geben mit P � H geben und P 6= H,

da dann ord(P ) > p

n

und ord(P )jord(G) = p

n

m folgen w

�

urde. Dies ist aber ni
ht

m

�

ogli
h, also ist H eine p-Sylowuntergruppe. �

Korollar 3.16. Sei G eine Gruppe der Ordnung p

n

. Dann gibt es eine absteigende

Kette von Untergruppen

G = G

n

� G

n�1

� : : : � G

0

= f0g

derart, dass ord(G

i

) = p

i

und G

i

/ G

i+1

. Ferner ist G

i+1

=G

i

zyklis
h.

Beweis. Aus dem Beweis von 3.14 folgt die Existenz einer Kette

G

n

� : : : � G

0

= f0g

mit ord(G

i

) = p

i

und G

i

/ G

i+1

. Nun ist

ord(G

i+1

=G

i

) = [G

i+1

: G

i

℄ = p;

und daher ist G

i+1

=G

i

eine zyklis
he Gruppe. S
hliessli
h ist wegen ord(G) = p

n

dann G = G

n

. �

Bemerkung 3.17. Es gilt:

(i) Sei G eine endli
he Gruppe, H eine p-Sylowuntergruppe und a 2 G. Dann

ist die Konjugierte aHa

�1

wieder eine p-Sylowuntergruppe.

(ii) Besitzt G nur eine p-Sylowuntergruppe, so ist diese wegen (i) ein Normal-

teiler in G.
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Beweis. Zu (i): Sei H

0

= aHa

�1

. Dann ist ord(H

0

) = ord(H) eine p-Potenz. W

�

are

P � H

0

eine p-Gruppe mit P 6= H

0

, dann w

�

urde

a

�1

Pa � H

eine p-Gruppe mit a

�1

Pa 6= H sein. Dies ist ein Widerspru
h, da H eine p-Sylow-

untergruppe ist. Also muss au
h H

0

eine p-Sylowuntergruppe sein.

Zu (ii): Wegen (i) muss

aHa

�1

= H

f

�

ur alle a 2 G gelten. Also ist H / G. �

Satz 3.18. (2. Satz von Sylow) Sei G eine endli
he Gruppe. Dann gilt:

(i) Zu jeder p-Untergruppe H von G und jeder p-Sylowuntergruppe P von G

existiert ein a 2 G mit aHa

�1

� P .

(ii) Je zwei p-Sylowuntergruppen sind konjugiert.

Beweis. Zu (i): De�niere folgende Abbildung

H �G=P �! G=P; (a; bP ) 7! abP:

Dies de�niert eine Operation von H auf der Menge der Linksnebenklassen von P .

Sei

X

0

= fbP 2 G=P : abP = bP f

�

ur a 2 Hg

die Menge aller Fixpunkte dieser Operation. Aus 3.10 folgt

jX

0

j � jG=P j mod p:

Aus 3.15 folgt, dass p ni
ht [G : P ℄ = jG=P j teilt. Daher ist jX

0

j 6= 0. Es gibt dann ein

b 2 G mit abP = bP f

�

ur alle a 2 H. Dies ist

�

aquivalent zu b

�1

ab 2 P f

�

ur alle a 2 H.

Somit gilt

b

�1

Hb � P:

Dies zeigt die Behauptung.

Zu (ii): Seien P und P

0

zwei p-Sylowuntergruppen von G. Dann existiert na
h

(i) ein a 2 G mit

aPa

�1

� P

0

:

Wegen 3.15 haben je zwei p-Sylowuntergruppen die glei
he Ordnung. Ausserdem gilt

ord(P

0

) = ord(P ) = ord(aPa

�1

):

Daher ist P

0

= aPa

�1

und dies war zu zeigen. �

Satz 3.19. (3. Satz von Sylow) Sei G eine endli
he Gruppe. Sei s

p

die Anzahl der

vers
hiedenen p-Sylowuntergruppen von G. Dann gilt:

(i) ord(G) � 0 mod s

p

.

(ii) s

p

� 1 mod p.
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Beweis. Zu (i): Sei X die Menge aller Untergruppen von G. De�niere folgende Ab-

bildung

G�X �! X; (a;H) 7! aHa

�1

:

Dies de�niert eine Operation von G auf X. Sei P eine beliebige p-Sylowuntergruppe

von G. Dann ist s

p

na
h 3.18 gerade die Anzahl der Elemente der Bahn von P unter

der de�nierten Operation. Wegen 3.9 ist daher s

p

ein Teiler von ord(G) und dies

bedeutet

ord(G) � 0 mod s

p

:

Zu (ii): Sei X

0

die Menge aller p-Sylowuntergruppen von G und P wieder eine

feste p-Sylowuntergruppe von G. De�niere die Operation

P �X

0

�! X

0

; (a;H) 7! aHa

�1

:

Sei X

0

0

die Menge aller Fixpunkte dieser Operation, also

X

0

0

= fH 2 X

0

: aHa

�1

= H f

�

ur alle a 2 Pg:

Behauptung: X

0

0

= fPg. Es ist H 2 X

0

0

genau dann, wenn P � N(H), wobei

N(H) = fa 2 G : aHa

�1

= Hg

der Normalisator vonH ist. Es gilt immerH � N(H). Da P;H p-Sylowuntergruppen

von G sind, m

�

ussen sie dann au
h p-Sylowuntergruppen von N(H) sein. Na
h 3.18

sind P und H in N(H) konjugiert, also existiert ein a 2 N(H) mit

P = aHa

�1

:

Aber na
h De�nition ist aHa

�1

= H und daher folgt P = H. Somit X

0

0

= fPg.

Dann folgt aus 3.10

s

p

= jX

0

j � jX

0

0

j mod p � 1 mod p:

�

Satz 3.20. Seien p und q Primzahlen mit p > q und q 6 jp�1. Dann ist jede Gruppe

der Ordnung pq zyklis
h.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung pq. Na
h dem Satz von Cau
hy 3.2 besitzt

G ein Element a der Ordnung p und ein Element b der Ordnung q. Seien s

p

bzw.

s

q

die Anzahl der vers
hiedenen p-Sylowuntergruppen bzw. q-Sylowuntergruppen.

Na
h 3.19 gilt s

p

jpq und pj(s

p

� 1). Es muss einer der folgenden F

�

alle gelten:

(i) s

p

= 1

(ii) s

p

= p

(iii) s

p

= q

(iv) s

p

= pq

Der Fall (ii) kann ni
ht auftreten, da p ni
ht p � 1 teilt. (iii) bzw. (iv) sind ni
ht

m

�

ogli
h, da p > q und daher p ni
ht q�1 bzw. p ni
ht pq�1 teilt. Also muss s

p

= 1

gelten. Dann ist aber hai die einzige p-Sylowuntergruppe von G und diese muss na
h

3.17 ein Normalteiler sein.
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Analog ist s

q

ein Teiler von pq und s

q

� 1 ist dur
h q teilbar. q teilt ni
ht pq� 1

und q � 1. Ausserdem au
h ni
ht p � 1 na
h Voraussetzung. Daher muss s

q

= 1

gelten. Somit ist au
h hbi ein Normalteiler von G.

Es ist hai \ hbi = feg. Sei H = ha; bi. Es ist H = hai � hbi (

�

Ubungsaufgabe). Da

ord(H) � pq, folgt

G = hai � hbi

�

=

Z=(p)� Z=(q)

�

=

Z=(pq):

�

Beispiel 3.21. Jede Gruppe der Ordnung 15 = 3 � 5 oder 33 = 3 � 11 ist zyklis
h.

4. Permutationsgruppen

Sei stets n 2 N . In diesem Abs
hnitt untersu
hen wir die Gruppe S

n

.

De�nition 4.1. F

�

ur r 2 N , r � 2 hei�t ein � 2 S

n

ein r-Zyklus, wenn es Zahlen

j

1

; : : : ; j

r

gibt mit �(j

i

) = j

i+1

f

�

ur i = 1; : : : ; r � 1, �(j

r

) = j

1

und �(k) = k f

�

ur

k 2 f1; : : : ; ng n fj

1

; : : : ; j

r

g. Ein sol
her Zyklus wird

(j

1

; : : : ; j

r

)

ges
hrieben. 2-Zyklen hei�en au
h Transpositionen.

Bemerkung 4.2. Es gilt:

(i) Eine Transposition (i; j) vertaus
ht i und j und l

�

asst alle anderen Zahlen

aus f1; : : : ; ng fest. Es ist (i; j)

�1

= (i; j) und (i; j)

2

= id.

(ii) Sei � = (j

1

; : : : ; j

r

) ein r-Zyklus. Dann gilt

ord(�) = r und �

�1

= (j

r

; : : : ; j

1

):

F

�

ur ein � 2 S

n

re
hnet man na
h, dass

���

�1

= (�(j

1

); : : : ; �(j

r

))

gilt.

De�nition 4.3. Zwei Permutationen �; � 2 S

n

hei�en disjunkt, wenn alle Zahlen,

die bei � bzw. � bewegt werden, bei � bzw. � fest bleiben.

Bemerkung 4.4. Es ist:

(i) Z.B. sind (1; 2) und (3; 4) disjunkt, aber (1; 2) und (2; 3) ni
ht.

(ii) Sind �; � 2 S

n

disjunkt, so gilt � Æ � = � Æ �.

Satz 4.5. Jede Permutation � 2 S

n

l

�

asst si
h eindeutig (bis auf Reihenfolge der

Faktoren) als Produkt paarweiser disjunkter Zyklen zerlegen. Diese Zerlegung hei�t

die Zyklenzerlegung von �.

Beweis. Sei H = h�i � S

n

. Dann operiert H auf f1; : : : ; ng.

Existenz der Zerlegung: Seien B

1

; : : : ; B

l

die Bahnen der Operation von H mit

jB

i

j > 1 f

�

ur i = 1; : : : ; l. De�niere

�

i

(x) =

(

�(x) 2 B

i

f

�

ur x 2 B

i

;

x f

�

ur x 62 B

i

:
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Dann gilt �

i

2 S

n

. Da die Bahnen paarweise disjunkt sind folgt, dass au
h die �

i

paarweise disjunkt sind. Ferner gilt per De�nition

� = �

1

Æ � � � Æ �

l

:

Nun muss no
h gezeigt werden, dass die �

i

Zyklen sind. Sei jB

i

j = r

i

und f

�

ur ein

x 2 B

i

sei m > 0 die kleinste Zahl mit �

m

(x) = x. Dann sind

x = �

0

(x); �(x); : : : ; �

m�1

(x)

paarweise vers
hieden und f

�

ur jedes n 2 Z ist �

n

(x) = �

j

(x) f

�

ur ein j 2 f0; : : : ; m�

1g. Daher gilt

B

i

= fx; �(x); : : : ; �

m�1

(x)g:

und m = r

i

. Ferner ist �

i

der r

i

-Zyklus

(x; �(x); : : : ; �

r

i

�1

(x)):

Eindeutigkeit: Sei

� = �

0

1

Æ � � � Æ �

0

k

:

eine weitere Zerlegungen von � in ein Produkt paarweiser disjunkter Zyklen. Wir

beweisen die Aussage dur
h eine Induktion na
h m = minfl; kg. Ist m = 0, so ist

� = id

S

n

und die Behauptung ist trivial. Sei nun m > 0. W

�

ahle x 2 f1; : : : ; ng

mit �(x) 6= x. Dann muss x 2 B

i

f

�

ur ein i gelten. Ferner existiert ein eindeutiges

j 2 f1; : : : ; kg mit �

0

j

(x) 6= x. Ist

�

0

j

= (j

0

1

; : : : ; j

0

r

j

);

dann muss fj

0

1

; : : : ; j

0

r

i

g die Bahn von x sein, da jedes andere �

0

l

das Element x

festh

�

alt. Also B

i

= fj

0

1

; : : : ; j

0

r

i

g. Dies bedeutet aber �

0

j

= �

i

. Betra
hte

� Æ �

�1

i

= �

1

Æ � � � Æ �

i�1

Æ �

i+1

Æ � � � Æ �

l

:

= �

0

1

Æ � � � Æ �

0

j�1

Æ �

0

j+1

Æ � � � Æ �

0

k

:

Na
h der Induktionsannahme hat � Æ �

�1

i

eine eindeutige Zyklendarstellung und es

folgt na
h einer eventuellen Umnummerierung l = k und �

j

= �

0

j

f

�

ur j = 1; : : : ; l.

�

Korollar 4.6. Jedes � 2 S

n

ist Produkt von Transpositionen.

Beweis. Sei (j

1

; : : : ; j

r

) 2 S

n

ein beliebiger Zyklus. Dann gilt

(j

1

; : : : ; j

r

) = (j

1

; j

2

) Æ (j

2

; j

3

) Æ � � � Æ (j

r�1

; j

r

):

Die Behauptung folgt aus diesem Sa
hverhalt und 4.5. �

De�nition 4.7. Sei � 2 S

n

. Die Abbildung

sign(�) =

Y

j<i

�(i)� �(j)

i� j

2 f1;�1g

hei�t das Signum von �. Ist j < i, aber �(j) > �(i), so hei�t (j; i) ein Fehlstand

von �. Ist sign(�) = 1 bzw. sign(�) = �1, dann hei�t � eine gerade bzw. ungerade

Permutation.

Beispiel 4.8. Sei � = (i; j) 2 S

n

eine Transposition, dann gilt sign(�) = �1.
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Satz 4.9. Sei � 2 S

n

beliebig und � = (k; l) 2 S

n

mit k < l eine Transposition.

Dann gilt sign(� Æ �) = sign(�) � sign(�) = �sign(�).

Beweis. Es gilt

sign(� Æ �) =

Y

j<i

�(�(i))� �(�(j))

i� j

=

Y

j<i

�(�(i))� �(�(j))

�(i)� �(j)

Y

j<i

�(i)� �(j)

i� j

=

Y

j<i

�(�(i))� �(�(j))

�(i)� �(j)

� sign(�)

=

Y

j<i;fj;ig\fk;lg=;

�(i)� �(j)

i� j

�

�(k)� �(l)

k � l

�

Y

j<i;j=k;i>l

�(i)� �(l)

i� l

Y

j<i;j=l

�(i)� �(k)

i� k

Y

j<i;j<k;i=l

�(k)� �(j)

k � j

Y

j<i;i=k

�(l)� �(j)

l � j

� sign(�)

= sign(�) � sign(�) = �sign(�):

�

Korollar 4.10. Es gilt:

(i) Ist � 2 S

n

Produkt von m Transpositionen, dann

sign(�) = (�1)

m

:

(ii) Ist � ein r-Zyklus, dann ist sign(�) = (�1)

r

.

Beweis. Zu (i): Dies ist nun trivial.

Zu (ii): Ist � = (j

1

; : : : ; j

r

) 2 S

n

, dann gilt

(j

1

; : : : ; j

r

) = (j

1

; j

2

) Æ (j

2

; j

3

) Æ : : : Æ (j

r�1

; j

r

):

Die Behauptung folgt nun aus (i). �

Korollar 4.11. Die Abbildung

sign: S

n

�! f1;�1g; � 7! sign(�)

ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Wir m

�

ussen f

�

ur alle �; � 2 S

n

sign(� Æ �) = sign(�)sign(�):

zeigen. Aus 4.6 folgt, dass

� = �

1

Æ : : : Æ �

n

; � = �

n+1

Æ : : : Æ �

m

;

mit Transpositionen �

i

. Wegen 4.9 gilt

sign(�) � sign(�) = (�1)

n

(�1)

m�n

= (�1)

m

= sign(� Æ �):

�

De�nition 4.12. Die Menge

A

n

= f� 2 S

n

: sign(�) = 1g

der geraden Permutationen hei�t die alternierende Gruppe n-ten Grades.
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Bemerkung 4.13. Es gilt:

(i) A

n

ist ein Normalteiler von S

n

, da A

n

der Kern eines Gruppenhomomor-

phismus ist.

(ii) F

�

ur n > 1 gilt S

n

=A

n

�

=

f1;�1g. Daher folgt

[S

n

: A

n

℄ = 2; ord(A

n

) =

1

2

n!:

5. Au


�

osbare Gruppen

De�nition 5.1. Sei G eine Gruppe. Eine Kette von Untergruppen

G = G

0

� G

1

� � � � � G

n

= feg

von G hei�t Normalreihe von G, wenn G

i+1

/ G

i

f

�

ur i = 0; : : : ; n � 1 ist. Die

Faktorgruppen G

i

=G

i+1

hei�en die Faktoren der Normalreihe. G hei�t au


�

osbar,

wenn G eine Normalreihe mit abels
hen Faktoren besitzt.

Beispiel 5.2. Es gilt:

(i) Jede abels
he Gruppe ist au


�

osbar.

(ii) Besitzt eine ni
ht abels
he Gruppe keine Normalteiler, so ist sie ni
ht

au


�

osbar.

(iii) Jede endli
he p-Gruppe ist na
h 3.16 au


�

osbar.

De�nition 5.3. Sei G eine Gruppe. F

�

ur a; b 2 G hei�t [a; b℄ = aba

�1

b

�1

der Kom-

mutator von a; b. Sei

[G;G℄ = h[a; b℄ : a; b 2 Gi � G

die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe von G. Sie hei�t die Kommuta-

torgruppe von G (G ist abels
h genau dann, wenn [G;G℄ = feg).

Bemerkung 5.4. Sei G eine Gruppe. Dann gilt:

(i) [G;G℄ besteht aus endli
hen Produkten von Kommutatoren aus G.

(ii) [G;G℄ / G.

(iii) G=[G;G℄ ist abels
h.

(iv) Ist H / G mit G=H abels
h, dann gilt [G;G℄ � H.

Beweis. (i), (ii) und (iii) re
hnet man lei
ht na
h (

�

Ubungsaufgabe).

Zu (iv): Seien a; b 2 G. Dann gilt a

�1

b

�1

H = b

�1

a

�1

H, da G=H abels
h ist.

Daher [a; b℄ = aba

�1

b

�1

2 H und insgesamt folgt die Behauptung. �

De�nition 5.5. Sei G eine Gruppe. Wir de�nieren induktiv

G

(0)

= G und G

(i+1)

= [G

(i)

; G

(i)

℄:

Die Gruppe G

(i)

hei�t die i-te iterierte Kommutatorgruppe von G.

Bemerkung 5.6. Wegen 5.4 gilt:

(i) G = G

(0)

� G

(1)

� : : : � G

(i)

� : : :

(ii) G

(i+1)

/ G

(i)

.

(iii) G

(i)

=G

(i+1)

ist abels
h.

Satz 5.7. Eine Gruppe G ist genau dann au


�

osbar, wenn ein n 2 N existiert mit

G

(n)

= feg.
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Beweis. Sei G

(n)

= feg f

�

ur ein n 2 N . Dann ist

G = G

(0)

� G

(1)

� � � � � G

(n)

= feg

wegen 5.6 eine Normalreihe mit abels
hen Faktoren. Also ist G au


�

osbar.

Sei nun G au


�

osbar und

G = G

0

� G

1

� � � � � G

n

= feg

die zugeh

�

orige Normalreihe mit abels
hen Faktoren. Wir zeigen per Induktion, dass

G

(i)

� G

i

f

�

ur alle i gilt. Dann ist G

(n)

= feg.

F

�

ur i = 0 ist G

(0)

= G = G

0

. Sei nun i > 0 und G

(i)

� G

i

bereits bewiesen. Da

G

i

=G

i+1

abels
h ist, folgt aus 5.4, dass [G

i

; G

i

℄ � G

i+1

. Dann

G

(i+1)

= [G

(i)

; G

(i)

℄ � [G

i

; G

i

℄ � G

i+1

:

�

Satz 5.8. Sei G eine Gruppe und H � G eine Untergruppe. Dann gilt:

(i) Ist G au


�

osbar, so ist au
h H au


�

osbar.

(ii) Gilt H /G, dann ist G genau dann au


�

osbar, wenn H und G=H au


�

osbar

sind.

Beweis. Sei G au


�

osbar. Dann existiert wegen 5.7 ein n 2 N mit G

(n)

= feg. Da

H

(i)

� G

(i)

, gilt H

(n)

= feg und daher ist H au


�

osbar. Dies zeigt (i).

Sei nun H ein Normalteiler und

" : G �! G=H

der kanonis
he Epimorphismus. Dur
h eine Induktion folgt

(G=H)

(i)

= "(G

(i)

)

f

�

ur alle i. Dann ist (G=H)

(n)

= feg und au
h G=H ist au


�

osbar.

Sei nun H /G und H, G=H au


�

osbar. Dann existiert ein n mit H

(n)

= feg und

(G=H)

(n)

= feg. Da

"(G

(n)

) = (G=H)

(n)

= feg;

gilt G

(n)

� H. Dann ist G

(2n)

� H

(n)

= feg. Somit ist au
h G au


�

osbar. �

Lemma 5.9. Sei G eine endli
he abels
he Gruppe. Dann existiert eine Normalreihe

G = G

0

� G

1

� � � � � G

n

= feg

mit zyklis
hen Faktoren G

i

=G

i+1

(mit einer Potenz einer Primzahl als Ordnung).

Beweis. Na
h dem Hauptsatz f

�

ur abels
he Gruppen hat G o.E. die Gestalt

G = �

r

i=1

Z=(p

s

i

i

)

mit Primzahlen p

1

; : : : ; p

r

und s

1

; : : : ; s

r

2 N . De�niere

G

j

= �

n�j

i=1

Z=(p

s

i

i

):

Dann ist

G = G

0

� G

1

� � � � � G

n

= feg
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und

G

j

=G

j+1

�

=

Z=(p

s

n�j

n�j

)

ist zyklis
h (mit einer Potenz einer Primzahl als Ordnung). Dies war zu zeigen. �

Satz 5.10. Sei G eine endli
he au


�

osbare Gruppe. Dann l

�

asst si
h jede Normalreihe

mit abels
hen Faktoren zu einer Normalreihe mit zyklis
hen Faktoren (mit einer

Potenz einer Primzahl als Ordnung) verfeinern.

Beweis. Sei

G = G

0

� G

1

� � � � � G

n

= feg

die vorgegebene Normalreihe mit abels
hen Faktoren. Da G

i

=G

i+1

abels
h ist, exi-

stiert na
h 5.9 eine Normalreihe

G

i

=G

i+1

= G

i;0

� � � � � G

i;n

i

= feg

mit zyklis
hen Faktoren (mit einer Potenz einer Primzahl als Ordnung). Sei

" : G

i

�! G

i

=G

i+1

der kanonis
he Epimorphismus. De�niere G

i;j

= "

�1

(G

i;j

) f

�

ur j = 0; : : : ; n

i

. Bea
hte,

dass wegen Kapitel 1, 2.8 stets G

i;j+1

/ G

i;j

gilt. Dann ist

G

i;j

=G

i;j+1

�

=

(G

i;j

=G

j+1

)=(G

i;j+1

=G

j+1

)

�

=

G

i;j

=G

i;j+1

zyklis
h (mit einer Potenz einer Primzahl als Ordnung). Ferner G

i+1;0

= G

i+1

= G

i;n

i

und daher ist

G = G

0

= G

1;0

� G

1;1

� : : : � G

1;n

1

= G

2

= G

2;0

� : : :

eine Normalreihe von G mit zyklis
hen Faktoren (mit einer Potenz einer Primzahl

als Ordnung). �

Satz 5.11. Sei n 2 N . Dann gilt:

(i) [S

n

; S

n

℄ = A

n

f

�

ur n � 2.

(ii) [A

n

; A

n

℄ = A

n

f

�

ur n � 5.

(iii) [A

n

; A

n

℄ = fidg f

�

ur n = 2; 3.

(iv) [A

4

; A

4

℄

�

=

K

4

�

=

Z=(2)�Z=(2). Hierbei ist K

4

die Kleins
he Vierergruppe.

Beweis. Zu (i): Da A

n

/ S

n

und S

n

=A

n

abels
h, folgt aus 5.4 [S

n

; S

n

℄ � A

n

. Da

A

2

= fidg folgt direkt [S

2

; S

2

℄ = A

2

. Die Gruppe A

n

wird f

�

ur n � 3 von allen

3-Zyklen erzeugt (

�

Ubungsaufgabe). Sei nun (i; j; k) 2 A

n

ein sol
her Zyklus. Dann

ist

(i; j; k) = (i; k)(j; k)(i; k)

�1

(j; k)

�1

= [(i; k); (j; k)℄ 2 [S

n

; S

n

℄:

Daher gilt A

n

� [S

n

; S

n

℄ und somit A

n

= [S

n

; S

n

℄.

Zu (ii): W

�

ahle paarweise vers
hiedene Zahlen i; j; k; l;m 2 f1; : : : ; ng. Dann gilt

(i; j; k) = [(i; j; l); (i; k;m)℄ 2 [A

n

; A

n

℄:

Es folgt A

n

� [A

n

; A

n

℄ und somit A

n

= [A

n

; A

n

℄.

Zu (iii): Die Gruppen A

2

= fidg und A

3

= fid; (1; 2; 3); (1; 3; 2)g

�

=

h(1; 2; 3)i

�

=

Z=(3) sind beide abels
h und daher ist der Kommutator trivial.

Zu (iv): Dies folgt dur
h eine direkte Re
hnung (

�

Ubungsaufgabe). �
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Korollar 5.12. S

n

ist au


�

osbar genau dann, wenn n � 4.

Beweis. Die Behauptung folgt aus 5.7 und 5.11. �



KAPITEL 5

Anwendungen der Galoistheorie

1. Der Fundamentalsatz der Algebra

Bemerkung 1.1. Folgende Eigens
haften des K

�

orpers R werden in diesem Ab-

s
hnitt benutzt:

(i) Jedes Polynom f 2 R[X℄ ungeraden Grades hat eine Nullstelle in R.

(ii) Jedes a 2 R mit a � 0 hat eine Quadratwurzel. Hieraus folgt, dass jedes

z 2 C eine Quadratwurzel besitzt.

Die Aussagen

�

uber die reellen Zahlen lassen si
h lei
ht mit dem Zwis
henwertsatz

beweisen. Eine Glei
hung z = x+ iy = (a+ ib)

2

f

�

uhrt zu

a

2

=

1

2

x�

1

2

p

x

2

+ y

2

und b

2

= �

1

2

x�

1

2

p

x

2

+ y

2

und dies ist l

�

osbar.

Satz 1.2. (Gau�) Der K

�

orper C der komplexen Zahlen ist algebrais
h abges
hlossen.

Beweis. Sei a algebrais
h

�

uber C . Wir m

�

ussen zeigen, dass a 2 C gilt. Dies beweist

die Behauptung.

Sei L = C (a). Da [C : R℄ = 2 und [L : C ℄ <1 folgt, dass [L : R℄ <1. Daher ist

a au
h algebrais
h

�

uber R. Sei g 2 R[X℄ das Minimalpolynom von a

�

uber R. Sei K

der Zerf

�

allungsk

�

orper von (X

2

+ 1) � g. Dann ist K=R eine Galoiserweiterung, da R

vollkommen ist, und C � K. Wir zeigen, dass K = C gilt und hieraus folgt a 2 C .

Behauptung: G(K=R) ist eine 2-Gruppe. Da [C : R℄ = 2, gilt

2j[K : R℄ = ord(G(K=R)):

Sei H eine 2-Sylowuntergruppe von G(K=R) undM = K

H

. Dann ist H = G(K=M)

und es folgt

[M : R℄ =

[K : R℄

[K :M ℄

=

ord(G(K=R))

ord(G(K=M))

=

ord(G(K=R))

ord(H)

= [G(K=R) : H℄:

Nun ist [G(K=R) : H℄ ungerade, weil H eine 2-Sylowuntergruppe von G(K=R) ist.

Somit ist [M : R℄ ungerade.

Na
h dem Satz vom primitiven Element (Kapitel 3, 5.18) existiert ein x 2M mit

M = R(x). Sei f 2 R[X℄ das Minimalpolynom von x

�

uber R. Dann ist deg(f) = [M :

R℄ ungerade, besitzt also eine Nullstelle in R. Da f irreduzibel ist, muss deg(f) = 1

gelten. Also M = R. Daher

H = G(K=M) = G(K=R)
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und G(K=R) ist eine 2-Gruppe. Sei [K : R℄ = ord(G(K=R)) = 2

n

f

�

ur ein n � 1. Es

ist G(K=C ) � G(K=R) und

ord(G(K=C )) = [K : C ℄ = [K : R℄=[C : R℄ = 2

n�1

:

Angenommen es gilt n > 1. Dann gibt es na
h dem 1. Satz von Sylow eine Unter-

gruppe � � G(K=C ) mit ord(�) = 2

n�2

. Dann folgt

[K

�

: C ℄ = [K : C ℄=[K : K

�

℄ = ord(G(K=C ))=ord(�) = 2:

Wieder na
h dem Satz vom primitiven Element existiert ein b 2 K

�

mit K

�

=

C (b). Sei h 2 C [X℄ das Minimalpolynom von b

�

uber C . Dann ist h irreduzibel und

deg(h) = 2. Ist h = X

2

+pX+ q mit p; q 2 C , dann existieren hierf

�

ur die Nullstellen

�

p

2

�

r

p

2

4

� q 2 C :

Daher ist h reduzibel. Dies ist ein Widerspru
h und es muss n = 1 gelten. Dies

bedeutet [K : C ℄ = 1 und

K = C :

�

2. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

SeiM � C . In diesem Abs
hnitt sind wir an "Konstruktionsproblemen mit Zirkel

und Lineal" interessiert. Sei

(i) G(M) die Menge aller Geraden g, die zwei vers
hiedene Punkte z

0

; z

1

2M

enthalten. Wir s
hreiben hierf

�

ur g = g(z

0

; z

1

). Es gilt

g(z

0

; z

1

) = fz

0

+ r(z

1

� z

0

) : r 2 Rg:

(ii) K(M) die Menge aller Kreise k mit Mittelpunkt z

0

2 M und Radius

r = jz

1

� z

2

j f

�

ur zwei vers
hiedene Punkte z

1

; z

2

2 M . Ein Kreis wird mit

k = k(z

0

; z

1

; z

2

) bezei
hnet. Es gilt

k(z

0

; z

1

; z

2

) = fz 2 C : jz � z

0

j = jz

1

� z

2

jg:

Wir nehmen an, dass wir jede Gerade aus G(M) und jeden Kreis aus K(M) kon-

struieren k

�

onnen. Dur
h folgende elementare Konstruktionss
hritte lassen si
h neue

Punkte gewinnen:

(i) S
hnittpunkt zweier vers
hiedener Geraden aus G(M).

(ii) S
hnittpunkte einer Geraden aus G(M) und eines Kreises aus K(M).

(iii) S
hnittpunkte zweier vers
hiedener Kreise aus K(M).

De�nition 2.1. SeiM � C . Dann ist Kon(M) die Menge der Punkte z 2 C mit der

Eigens
haft, dass eine Kette M = M

0

� M

1

� � � � � M

r

existiert, so dass z 2 M

r

und M

i

entsteht aus M

i�1

dur
h Hinzunahme der Punkte, die aus M

i�1

dur
h einen

elementaren Konstruktionss
hritt gewonnen werden. Kon(M) hei�t die ausM dur
h

Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte.

Im Folgenden wollen wir stets 0; 1 2M annehmen.

Bemerkung 2.2. Es gilt:
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(i) Kon(Kon(M)) = Kon(M).

(ii) Mit z 2 Kon(M) ist au
h jzj 2 Kon(M), da jzj der S
hnittpunkt der

Geraden g(0; 1) mit dem Kreis k(0; 0; z) ist. Ferner ist

z

jzj

als S
hnittpunkt

von g(0; z) und k(0; 0; 1) konstruierbar.

(iii) Ist g(z

0

; z

1

) eine Gerade aus G(M). Dann ist die orthogonale Gerade g

0

dur
h z 2 g(z

0

; z

1

) \ Kon(M) konstruierbar. O. E. sei z = z

0

. Die Gerade

g(z

0

; z

1

) s
hneidet den Kreis k(z

0

; z

0

; z

1

) in zwei Punkten z

1

; z

0

1

. Die Kreise

k(z

1

; z

1

; z

0

1

) und k(z

0

1

; z

1

; z

0

1

) s
hneiden si
h in einem Punkt w. Die Gerade

g

0

ist dann gerade g(z

0

; w).

Satz 2.3. Sei M � C mit 0; 1 2 M . Dann ist Kon(M) ein Zwis
henk

�

orper von

C =Q (M [M) mit M = fz 2M : z 2Mg.

Beweis. Wir zeigen:

(i) z

1

; z

2

2 Kon(M)) z

1

+ z

2

2 Kon(M).

(ii) z 2 Kon(M)) �z 2 Kon(M).

(iii) z

1

; z

2

2 Kon(M)) z

1

� z

2

2 Kon(M).

(iv) z 2 Kon(M); z 6= 0) z

�1

2 Kon(M).

(v) z 2 Kon(M)) z 2 Kon(M).

Aus (i)-(iv) folgt, dass Kon(M) ein K

�

orper ist. Dieser muss Q enthalten: Aus 1 2

Kon(M) folgt n 2 Kon(M) f

�

ur alle n 2 N . Dann ist aber au
h �n 2 Kon(M) und

s
hlie�li
h

p

q

2 Kon(M) f

�

ur alle p; q 2 Z. Dur
h (v) wird bewiesen, dass Q (M[M ) �

Kon(M) (Die folgenden Beweise sollten man si
h dur
h Skizzen verdeutli
hen).

Zu (i): Die Kreise k(z

1

; 0; z

2

) und k(z

2

; 0; z

1

) s
hneiden si
h in z

1

+ z

2

(Dies

entspri
ht der Vektoraddition). Daher ist z

1

+ z

2

2 Kon(M).

Zu (ii): Die Gerade g(0; z) und der Kreis k(0; 0; z) s
hneiden si
h in �z. Daher

ist �z 2 Kon(M).

Zu (iii): O.E. gilt z

1

6= 0 und z

2

6= 0. Es ist z

1

z

2

= z

1

z

2

jz

2

j

jz

2

j. Daher rei
ht es, die

beiden F

�

alle jz

2

j = 1 und z

2

2 R

+

zu betra
hten.

Sei jz

2

j = 1. Die Gerade g(0; z

1

) und der Kreis k(0; 0; 1) s
hneiden si
h in dem

Punkt

z

1

jz

1

j

. Der Kreis k(

z

1

jz

1

j

; 1; z

2

) und der Kreis k(0; 0; 1) s
hneiden si
h in

z

1

jz

1

j

z

2

.

S
hliessli
h s
hneiden si
h die Gerade g(0;

z

1

jz

1

j

z

2

) und der Kreis k(0; 0; z

1

) in dem

Punkt z

1

z

2

.

Sei nun z

2

2 R

+

. Wir unters
heiden wieder zwei F

�

alle. Der erste Fall ist z

1

2

R

+

. Mit Hilfe von 2.2 (iii) l

�

asst si
h die Figur eines Strahlensatzes konstruieren:

Betra
hte die Punkte 1; z

2

auf der Geraden g(1; z

2

). Dann wird (die L

�

ange) z

1

auf

der senkre
hten Geraden zu g(1; z

2

) dur
h 1 abgetragen und man erh

�

alt einen Punkt

z

3

. Als n

�

a
hstes wird eine Gerade dur
h 0 und z

3

gezogen. S
hliessli
h wird eine

senkre
hte Gerade zu g(1; z

2

) dur
h z

2

abgetragen um einen weiteren Punkt z

4

zu

erhalten. Man erh

�

alt dann direkt, dass z

1

z

2

2 Kon(M) gilt, da dies die L

�

ange der

Stre
ke zwis
hen z

2

und z

4

ist.

Ist z

1

beliebig, dann ist jz

1

j und somit na
h dem bisher bewiesenen jz

1

jz

2

kon-

struierbar. Aber z

1

z

2

ist der S
hnittpunkt des Kreises k(0; 0; jz

1

jz

2

) mit der Geraden

g(0; z

1

), also au
h konstruierbar.
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Zu (iv): Es ist z

�1

= (

z

jzj

)

�1

jzj

�1

. Da mit z au
h

z

jzj

und jzj konstruierbar sind,

rei
ht es wieder die F

�

alle jzj = 1 und z 2 R

+

zu betra
hten.

Sei jzj = 1. Der Kreis k(0; 0; 1) und der Kreis k(1; 1; z) s
hneiden si
h in z

�1

und

dies zeigt die Behauptung.

Sei z 2 R

+

. Dies behandelt man wieder mit einer geeigneten Anwendung des

Strahlensatzes: Betra
hte die Gerade dur
h 1; z. Dann wird (die L

�

ange) 1 auf der

senkre
hten Gerade zu g(1; z) dur
h den Punkt z abgetragen und eine Gerade dur
h

0 und dem neu konstruierten Punkt gezogen. S
hliessli
h wird eine senkre
hte Gerade

zu g(1; z

2

) dur
h 1 abgetragen um einen weiteren Punkt z

0

zu erhalten. Die L

�

ange

der Stre
ke zwis
hen 1 und z

0

ist z

�1

und daher gilt z

�1

2 Kon(M).

Zu (v): Der Kreis k(z; 1; z) s
hneidet die Gerade g(1; 0) in 1 und einem weiteren

Punkt z

0

. Dann ist z S
hnittpunkt der Kreise k(1; 1; z) und k(z

0

; 1; z) (Dies ist eine

Spiegelung von z an g(1; 0)). �

Satz 2.4. Sei M � C mit 0; 1 2 M . Dann sind folgende Aussagen

�

aquivalent:

(i) z 2 Kon(M).

(ii) Es existiert eine K

�

orperkette Q(M [M) = L

0

� L

1

� � � � � L

m

� C mit

z 2 L

m

und [L

i

: L

i�1

℄ = 2 f

�

ur i = 1; : : : ; m.

(iii) Sei L der Zerf

�

allungsk

�

orper des Minimalpolynoms von z

�

uber Q(M [M).

Dann ist [L : Q(M [M)℄ eine Potenz von 2.

Korollar 2.5. Sei M � C mit 0; 1 2 M , z 2 Kon(M) und f das Minimalpolynom

von z

�

uber Q(M [M). Dann ist deg(f) eine Potenz von 2.

Beweis. Sei L der Zerf

�

allungsk

�

orper von f . Dann gilt deg(f)j[L : Q(M [M)℄, da

deg(f) = [Q (M [M)(z) : Q(M [M)℄:

Dies und 2.4 beweisen die Behauptung. �

Beispiele 2.6. Dur
h die bisherigen Ergebnisse l

�

asst si
h bereits die Unl

�

osbarkeit

einiger klassis
her Konstruktionsprobleme beweisen.

(i) (Quadratur des Kreises) Die Quadratur des Kreises ist ni
ht m

�

ogli
h, d.h.

es ist ni
ht m

�

ogli
h zu einem gegebenen Kreis (Mittelpunkt und Radius)

ein 


�

a
henglei
hes Quadrat mit Zirkel und Lineal zu konstruieren: Wir

nehmen an, dass der Kreis den Mittelpunkt 0 und den Radius 1 hat. Sein

Fl

�

a
heninhalt ist dann �. Ein 


�

a
henglei
hes Quadrat hat die Kantenl

�

ange

p

�. Sei M = f0; 1g. Dann gilt Q (M [M) = Q . Es ist zu ents
heiden, ob

p

� 2 Kon(M) gilt. Na
h 2.4 ist Kon(M)=Q algebrais
h. Aber

p

� ist

transzendent

�

uber Q . Also ist die Quadratur des Kreises ni
ht m

�

ogli
h.

(ii) (Delis
he Problem der W

�

urfelverdoppelung) Es ist ni
ht m

�

ogli
h zu einem

gegebenen W

�

urfel einen W

�

urfel mit dem doppelten Volumen mit Zirkel und

Lineal zu konstruieren: Der vorgegebene W

�

urfel besitze die Kantenl

�

ange

1. Sei wieder M = f0; 1g. Ein W

�

urfel mit doppelten Volumen hat die

Kantenl

�

ange

3

p

2. Das Minimalpolynom von

3

p

2 ist X

3

� 2 und hat den

Grad 3. Also ist die W

�

urfelverdoppelung na
h 2.5 ni
ht m

�

ogli
h.
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(iii) (Dreiteilung eines Winkels) Im Allgemeinen ist es ni
ht m

�

ogli
h einen vor-

gegebenen Winkel mit Zirkel und Lineal in drei glei
he Teile zu zerlegen:

Ein Winkel ist dur
h einen Punkt z 2 C mit jzj = 1 gegeben. Wir zeigen,

dass es z. B. ni
ht m

�

ogli
h ist, den 60

Æ

-Winkel dreizuteilen. SeiM = f0; 1g.

Der 60

Æ

-Winkel ist aus M als S
hnittpunkt des Einheitskreises k(0; 0; 1)

und k(1; 0; 1) elementar konstruierbar. W

�

are der 20

Æ

-Winkel konstruier-

bar, so m

�

usste der Punkt 
os(20

Æ

)+ i sin(20

Æ

) in Kon(M) liegen. Dann gilt

aber au
h 
 = 2 
os(20

Æ

) 2 Kon(M). Wir zeigen, dass 
 das Minimalpoly-

nom f = X

3

� 3X � 1 2 Q [X℄ hat. Dies ist dann ein Widerspru
h. f ist

irreduzibel wegen der Reduktionsmethode na
h 2 und dem Satz von Gau�.

Es gilt




3

� 3
� 1 = 8 
os

3

(20

Æ

)� 6 
os(20

Æ

)� 1

= 2(4 
os

3

(20

Æ

)� 3 
os(20

Æ

))� 1 = 2 
os(60

Æ

)� 1 = 0;

da 4 
os

3

(20

Æ

)� 3 
os(20

Æ

) = 
os(3x) (Additionstheoreme verwenden) und

2 
os(60

Æ

)� 1 = 0. Dies zeigt die Behauptung.

Bevor wir 2.4 beweisen, stellen wir einige Hilfsmittel zusammen.

Satz 2.7. SeiM � C mit 0; 1 2M und z 2 Kon(M). Dann ist au
h

p

z 2 Kon(M).

Beweis. O.E. ist z 6= 0. Mit z ist au
h jzj und

z

jzj

ein Element von Kon(M). Ferner

ist

p

z =

q

z

jzj

�

p

jzj. Daher rei
ht es, die F

�

alle jzj = 1 und z 2 R

+

zu betra
hten.

Sei jzj = 1. Dann ist

p

z =

1+z

j1+zj

(ausre
hnen). Diese Zahl ist konstruierbar, denn

mit z; 1 2 Kon(M) folgt 1 + z 2 Kon(M) und s
hliessli
h

p

z 2 Kon(M).

Sei z 2 R

+

. Es ist z oder

1

z

gr

�

o�er oder glei
h 1. Ist eine der beiden Wurzeln

konstruierbar, dann au
h die andere, da Kon(M) ein K

�

orper ist. Also k

�

onnen wir

o.E. annehmen, dass z > 1 (z = 1 ist trivial). Bea
hte, dass

z

2

2 Kon(M).

Der Kreis k(

z

2

; 0;

z

2

) s
hneidet die senkre
hte Gerade zu der Geraden g(0; z) im

Punkt 1 in einem Punkt z

0

= 1 + iy. Daher z

0

2 Kon(M) und jz

0

j =

p

1 + y

2

. Nun

liegt z

0

auf dem obigen Kreis und es gilt

(

z

2

)

2

= (1�

z

2

)

2

+ y

2

= 1� z + (

z

2

)

2

+ y

2

:

Daher z = 1 + y

2

und

p

z = jz

0

j 2 Kon(M). �

Lemma 2.8. Sei M � C mit 0; 1 2M . Dann gilt Q (M [M) = Q (M [M).

Beweis. Sei L = Q(M [M). Dann ist L = fz 2 C : z 2 Lg wieder ein K

�

orper mit

Q ;M;M � L. Daher L � L. Nun gilt L � L = L und somit folgt die Behauptung.

�

Lemma 2.9. Sei L � C ein Teilk

�

orper mit L = L. Dann gilt:

(i) Der S
hnittpunkt zweier vers
hiedener Geraden aus G(L) ist in L enthal-

ten.

(ii) Die S
hnittpunkte einer Geraden aus G(L) mit einem Kreis aus K(L) sind

in L(

p

w) f

�

ur ein w 2 L enthalten.
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(iii) Die S
hnittpunkte zweier vers
hiedener Geraden aus K(L) sind in L(

p

w)

f

�

ur ein w 2 L enthalten.

Beweis. Zu (i): Sei z S
hnittpunkt zweier vers
hiedener Geraden. Bea
hte, dass mit

q; q

0

2 L au
h q � q

0

2 L gilt. Daher existieren

z

0

= x

0

+ iy

0

; z

1

= x

1

+ iy

1

; w

0

= x

0

0

+ iy

0

0

; w

0

1

= x

0

1

+ iy

0

1

2 L:

und r; s 2 R mit

z = z

0

+ rz

1

= z

0

0

+ sz

0

1

:

Zerlegt man dies in Realteil und Imagin

�

arteil, so erh

�

alt man ein lineares Glei
hungs-

system in r und s

x

0

+ rx

1

= x

0

0

+ sx

0

1

iy

0

+ riy

1

= iy

0

0

+ siy

0

1

:

in dem wegen L = L die KoeÆzienten x

0

; x

1

; x

0

0

; x

0

1

; iy

0

; iy

1

; iy

0

0

; iy

0

1

alle Elemente von

L sind. Dieses Glei
hungssystem ist l

�

osbar, also muss die L

�

osung au
h in L liegen.

Zu (ii): Die Gerade sei dur
h fz

0

+rz

1

: r 2 Rg mit z

0

= x

0

+iy

0

; z

1

= x

1

+iy

1

2 L

gegeben und der Kreis dur
h k(w

0

; w

1

; w

2

) mit w

0

= x

0

0

+ iy

0

0

; w

1

; w

2

2 L. Bea
hte,

dass l

2

= jw

1

�w

2

j

2

au
h ein Element von L ist. Sei z ein S
hnittpunkt der Geraden

und des Kreises. Dann ist z = z

0

+ rz

1

f

�

ur ein r 2 R. Es gilt die Kreisbedingung

(rx

1

+ x

0

� x

0

0

)

2

� (r(iy

1

) + (iy

0

)� (iy

0

0

))

2

= l

2

:

Dies ist eine lineare oder quadratis
he Glei
hung in r und au
h hier sind wieder alle

KoeÆzienten Elemente von L. Im ersten Fall folgt r 2 L und daher z 2 L. Man

kann w = 1 setzen. Im zweiten Fall gilt eine Glei
hung der Form

r

2

+ pr + q = 0 mit p; q 2 L:

Dann ist

r = �

p

2

�

r

p

2

4

� q:

Mit w =

p

2

4

�q folgt, dass alle S
hnittpunkte der Geraden und des Kreises in L(

p

w)

enthalten sind.

Zu (iii): Mit z = x+ iy und analog zur Bezei
hnung in (i) und (ii) erf

�

ulle z zwei

Kreisglei
hungen der Form

(x� x

0

)

2

� (iy � iy

0

)

2

= r

2

0

(x� x

0

0

)

2

� (iy � iy

0

0

)

2

= (r

0

0

)

2

mit x

0

; x

0

0

; iy

0

; iy

0

0

; r

2

0

; (r

0

0

)

2

2 L. Dur
h eine Di�erenzbildung erh

�

alt man

ax + b(iy) = 
 mit a; b; 
 2 L und (a; b) 6= (0; 0);

da dies na
h Voraussetzung vers
hiedene Kreise sind, die si
h s
hneiden. Die letz-

te Glei
hung bes
hreibt eine Gerade aus G(L) und z ist ein S
hnittpunkt dieser

Geraden mit den Kreisen. Aus (ii) folgt dann die Behauptung. �

Lemma 2.10. Sei L=K eine K

�

orpererweiterung mit [L : K℄ = 2. Dann existiert ein

a 2 L mit a

2

2 K und L = K(a).
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Beweis. Es existiert ein b 2 LnK mit L = K(b). Ist f 2 K[X℄ das Minimalpolynom

von b, so gilt deg(f) = 2. Daher ist f = X

2

+ pX + q mit p; q 2 K. Dann ist aber

b = �

p

2

+

q

p

2

4

� q oder b = �

p

2

�

q

p

2

4

� q. Sei a =

q

p

2

4

� q. Dann ist K(a) = K(b)

und a

2

2 K. �

Lemma 2.11. Sei L=K eine endli
he K

�

orpererweiterung mit L = K(a

1

; : : : ; a

m

)

und L der algebrais
he Abs
hluss von L. Seien �

1

; : : : ; �

n

die paarweise vers
hiede-

nen K-Homomorphismen von L na
h L. De�niere

L

0

= K(�

i

(a

j

) : i = 1; : : : ; n und j = 1; : : : ; m):

Dann gilt:

(i) L

0

=L ist eine endli
he K

�

orpererweiterung.

(ii) L

0

=K ist eine normale K

�

orpererweiterung.

Beweis. Sei f

i

2 K[X℄ das Minimalpolynom von a

i

�

uber K f

�

ur i = 1; : : : ; m. Sei

M � L = K ein Zerf

�

allungsk

�

orper der f

1

; : : : ; f

m

. Dann ist M=K normal und M=L

endli
h. Wir zeigen M = L

0

.

Es gilt f

�

i

j

= f

j

, da �

i

ein K-Homomorphismus ist. Ferner ist �

i

(a

j

) wieder eine

Nullstelle von f

j

. Daher gilt L

0

�M .

Ist nun a 2M eine Nullstelle von einem f

j

. Dann k

�

onnen wir einenK-Homomor-

phismus � : L �! L

0

�nden mit �

0

(a

j

) = a (siehe Kapitel 3, 3.4). � induziert eine

Abbildung von L na
h L und es gilt a 2 L

0

. Insgesamt folgt L

0

=M . �

Beweis. (von 2.4) (i) ) (ii): Sei z 2 Kon(M). Dann existiert eine Kette

M =M

0

� � � � �M

m

von Teilmengen von C und M

i

entsteht aus M

i�1

dur
h Hinzunahme der Elemen-

te, die aus einem elementaren Konstruktionss
hritt gewonnen werden k

�

onnen. Wir

beweisen dur
h eine Induktion na
h i, dass eine K

�

orperkette

L

0

= Q(M

i

[M

i

) � L

1

� � � � � L

2i+1

� L

2i+2

existiert mit [L

2j+2

: L

2j+1

℄ � 2, [L

2j+1

: L

2j

℄ � 2 und L

2j+2

= L

2j+2

f

�

ur j =

0; : : : ; i, so dass M

i

� L

2i+2

gilt. Sei nun die Aussage f

�

ur i � 1 bewiesen. Sind

z

0

und z

1

diejenigen Elemente mit M

i

= M

i�1

[ fz

0

; z

1

g (im Falle eines Elements

einfa
h z

0

= z

1

setzen), so folgt aus 2.9, dass immer ein w 2 L

2i

existiert mit

z

0

; z

1

2 L

2i

(

p

w). Bea
hte, dass au
h w 2 L

2i

= L

2i

. De�niere L

2i+1

= L

2i

(

p

w) und

L

2i+2

= L

2i

(

p

w;

p

w). Dann gilt

[L

2i+2

: L

2i+1

℄ � 2; [L

2i+2

: L

2i+1

℄ � 2; L

2i+2

= L

2i+2

:

FernerM

i

� L

2i+2

. F

�

ur i = m erh

�

alt man s
hliessli
h (ii), wenn man no
h diejenigen

L

j

mit L

j

= L

j�1

entfernt.

(ii)) (iii): Sei

Q (M [M) = L

0

� L

1

� � � � � L

m

� C

die K

�

orperkette mit z 2 L

m

und [L

i

: L

i�1

℄ = 2 f

�

ur i = 2; : : : ; m. Na
h 2.10

existieren Elemente a

i

2 L

i

mit L

i

= L

i�1

(a

i

) und a

2

i

2 L

i�1

. Also entsteht L

m

=

L

0

(a

1

; : : : ; a

m

) dur
h sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln aus L

0

.
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Konstruiere zu der endli
hen K

�

orpererweiterung L

m

=L

0

die Erweiterung L

0

=L

m

aus 2.11. Sind �

1

; : : : ; �

n

die paarweise vers
hiedenen K-Homomorphismen von L

m

na
h L

m

� C . Dann ist L

0

= L

0

(�

i

(a

j

) : i = 1; : : : ; n und j = 1; : : : ; m). De�niere

M

0;m

= L

0

und

M

k;l

= L

0

(�

i

(a

j

) : 1 � i � k und 1 � j � l)

f

�

ur k = 1; : : : ; n und l = 1; : : : ; m. F

�

ur l > 1 ist M

k;l

=M

k;l�1

(�

k

(a

l

)) mit �

k

(a

l

)

2

2

M

k;l�1

. Ausserdem ist M

k;1

=M

k�1;m

(�

k

(a

1

)) mit �

k

(a

1

)

2

2M

k�1;m

. Daher

[M

k;l

:M

k;l�1

℄ = 2 und [M

k;1

:M

k�1;m

℄ = 2

f

�

ur die entspre
henden k; l. Dann ist

[L

0

: L

0

℄ =

n

Y

k=1

m

Y

l=2

[M

k;l

:M

k;l�1

℄ �

n

Y

k=1

[M

k;1

:M

k�1;m

℄

eine Potenz von 2. Bea
hte, dass L

0

=L

0

normal und daher eine Galoiserweiterung

ist.

Ist nun L der Zerf

�

allungsk

�

orper des Minimalpolynoms von z 2 L

m

� L

0

, dann

gilt L � L

0

, da L

0

=L

0

normal. Da [L : L

0

℄j[L

0

: L

0

℄, ist au
h [L : L

0

℄ eine Potenz von

2 und dies war zu zeigen.

(iii)) (i): Die K

�

orpererweiterung L=Q(M [M) ist eine Galoiserweiterung und

die Galoisgruppe G = G(L=Q(M [M)) hat als Ordnung eine Potenz von 2. Daher

ist G eine 2-Gruppe und au


�

osbar. Na
h Kapitel 4, 3.16 l

�

asst si
h eine Kette von

Normalteilern

G = G

0

� � � � � G

n

= feg

�nden mitG

i

=G

i+1

�

=

Z=2Z zyklis
h. SeiK

i

= L

G

i

. Dann entspri
ht die Normalreihe

einer Kette von Zwis
henk

�

orpern

L = K

n

� � � � � K

0

= Q(M [M)

mit

[K

i

: K

i�1

℄ =

[L : K

i�1

℄

[L : K

i

℄

=

ord(G(L=K

i�1

))

ord(G(L=K

i

))

=

ord(G

i�1

)

ord(G

i

)

= 2:

Na
h 2.10 ist K

i

= K

i�1

(a

i

) mit a

2

i

2 K

i�1

. Wir zeigen per Induktion na
h i, dass

K

i

� Kon(M) gilt. F

�

ur i = 0 ist dies trivial, also sei i > 0. Da a

2

i

2 K

i�1

� Kon(M).

ist na
h 2.7 au
h a

i

2 Kon(M). Dann ist aber K

i

= K

i�1

(a

i

) � Kon(M).

Somit ist z 2 K

n

� Kon(M). �

3. Einheitswurzeln

In diesem Abs
hnitt �xieren wir einen K

�

orper K sowie einen algebrais
hen Ab-

s
hluss K von K.

De�nition 3.1. Sei n 2 N n f0g. Ein Element � 2 K hei�t n-te Einheitswurzel,

wenn � Nullstelle des Polynoms X

n

� 1 2 K[X℄ ist. E

n

(K) sei die Menge der n-ten

Einheitswurzeln und K

n

der Zerf

�

allungsk

�

orper von X

n

� 1.

Bemerkung 3.2. Bea
hte:

(i) Gilt 
har(K) 6 jn, dann ist dass Polynom X

n

� 1 separabel.
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(ii) E

n

(K) � K

�

ist eine Gruppe, da mit a; b 2 E

n

(K) au
h ab

�1

2 E

n

(K)

gilt.

Satz 3.3. Sei n 2 N n f0g und 
har(K) 6 jn. Dann gilt:

(i) K

n

=K ist eine Galoiserweiterung.

(ii) E

n

(K

n

) ist zyklis
h von der Ordnung n.

Beweis. Zu (i): Siehe Kapitel 3, 5.9.

Zu (ii): Siehe Kapitel 3, 5.17. �

De�nition 3.4. Ein Element � 2 E

n

(K

n

) hei�t primitive n-te Einheitswurzel, wenn

E

n

(K

n

) = h�i = f1; : : : ; �

n�1

g.

Beispiel 3.5. Sei K = C und n = 4. Dann ist E

4

= f�1;�ig und �i sind die

primitiven 4-ten Einheitswurzeln.

De�nition 3.6. Sei n 2 N n f0g. Die Abbildung

' : N n f0g �! N ; n 7! '(n) = ord((Z=nZ)

�

)

hei�t die Eulers
he '-Funktion. Hierbei ist (Z=nZ)

�

die Einheitengruppe von Z=nZ.

Bemerkung 3.7. Es gilt

(Z=nZ)

�

= fa+ nZ 2 Z=nZ : ggT(a; n) = 1g

und daher

'(n) = jfa 2 f0; : : : ; n� 1g : ggT(a; n) = 1gj:

Lemma 3.8. Es gilt:

(i) F

�

ur teilerfremde Zahlen m;n 2 N ist '(mn) = '(m)'(n).

(ii) Sei n 2 N mit Primfaktorzerlegung n =

Q

r

i=1

p

s

i

i

und s

i

� 1. Dann ist

'(n) =

Q

r

i=1

(p

i

� 1)p

s

i

�1

i

.

Beweis. Zu (i): Na
h dem Chinesis
hen Restsatz existiert ein Ringisomorphismus

Z=mnZ�! Z=mZ� Z=nZ:

Dieser induziert dann einen Isomorphismus

(Z=mnZ)

�

�! (Z=mZ)

�

� (Z=nZ)

�

:

Dies beweist (i).

Zu (ii): Sei p eine Primzahl und s � 1. Die Elemente a 2 N mit 0 � a < p

s

und

ggT(a; p) 6= 1 sind von der Form

0 � p; 1 � p; : : : ; (p

s�1

� 1)p:

Daher ist '(p

s

) = p

s

� p

s�1

= (p� 1)p

s�1

. Dies und (i) zeigen (ii). �

Satz 3.9. Sei n 2 N . Ein Element a = a+ Z erzeugt die additive zyklis
he Gruppe

Z=nZ genau dann, wenn a 2 (Z=nZ)

�

. Ist n 6= 0, so enth

�

alt Z=nZ genau '(n)

Elemente, die Z=nZ als zyklis
he Gruppe erzeugen.

Beweis. Ein Element a erzeugt Z=nZ genau dann, wenn 1 2 hai. Dies ist genau

dann der Fall, wenn ein r 2 Z existiert mit 1 = ra = ra. Letzteres ist

�

aquivalent zu

a 2 (Z=nZ)

�

. �
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Korollar 3.10. Sei n 2 N n f0g mit 
har(K) 6 jn. Dann gilt:

(i) K

n

enth

�

alt genau '(n) primitive n-te Einheitswurzeln.

(ii) Sei � 2 E

n

(K

n

) eine primitive Einheitswurzel. Dann ist �

r

f

�

ur ein r 2 Z

genau dann eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn r + nZ 2 (Z=nZ)

�

,

d.h. ggT(r; n) = 1.

Beweis. Zu (i): Na
h 3.3 ist E

n

(K

n

)

�

=

Z=nZ. Die Behauptung folgt dann aus 3.9.

Zu (ii): Ist � 2 E

n

(K

n

) eine primitive Einheitswurzel, dann existiert der Isomor-

phismus

Z=nZ�! E

n

(K

n

); r 7! �

r

:

Nun ist �

r

genau dann eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn r 2 (Z=nZ)

�

, also

ggT(r; n) = 1. �

Satz 3.11. Sei n 2 N n f0g mit 
har(K) 6 jn. Dann gilt:

(i) Es gibt einen injektiven Gruppenhomomorphismus

G(K

n

=K) �! (Z=nZ)

�

:

(ii) K

n

=K ist eine (abels
he) Galoiserweiterung mit [K

n

: K℄j'(n).

Beweis. Zu (i): Sei � 2 K

n

eine n-te primitive Einheitswurzel. Ist � 2 G(K

n

=K),

dann gilt �(�) = �

m

f

�

ur ein 1 � m � n, da �(�) wieder eine Einheitswurzel und �

primitiv ist. Da � : E

n

(K

n

) �! E

n

(K

n

) ein Automorphismus ist, folgt dass �(�) eine

primitive n-te Einheitswurzel ist, d.h. ggT(m;n) = 1. Wir k

�

onnen daher folgende

Abbildung de�nieren

� : G(K

n

=K) �! (Z=nZ)

�

; � 7! m+ nZ

wobei m dur
h �(�) = �

m

gegeben wird (� ist wohlde�niert, da � die Gruppe

E

n

(K

n

)

�

=

Z=nZ erzeugt). � ist trivialerweise ein Gruppenhomomorphismus. Ange-

nommen �(�) = 1 + nZ, d.h. �(�) = �. Dann ist � = id, da K

n

= K(�).

Zu (ii): K

n

=K ist eine Galoiserweiterung (wegen (i) ist diese abels
h). Ferner gilt

[K

n

: K℄ = ord(G(K

n

=K))jord(Z=nZ)

�

und ord(Z=nZ)

�

= '(n). �

Satz 3.12. Sei n 2 N n f0g. Dann gilt [Q

n

: Q ℄ = '(n).

Beweis. Aus 3.11 folgt direkt [Q

n

: Q ℄ � '(n).

Sei nun � 2 Q

n

eine n-te primitive Einheitswurzel und f das Minimalpolynom

von �

�

uber Q . Da Q

n

= Q (�), gilt deg(f) = [Q

n

: Q ℄.

Behauptung 1: Alle primitiven Einheitswurzeln sind Nullstellen von f . Dann

folgt [Q

n

: Q ℄ � '(n) und somit der Satz.

Sei � 2 Q

n

eine beliebige n-te primitive Einheitswurzel. Dann folgt � = �

m

mit

ggT(m;n) = 1.

Behauptung 2: Sei � eine Einheitswurzel mit f(�) = 0 und p eine Primzahl mit

p 6 jn. Dann ist f(�

p

) = 0. Hieraus folgt die 1. Behauptung, denn ist m = p

1

� � �p

l

mit Primfaktoren p

i

6 jn, dann kann die 2. Behauptung induktiv angewendet werden.

Angenommen die 2. Behauptung w

�

are fals
h. Dann ist f(�

p

) 6= 0. Es ist X

n

�1 =

f(X) �h(X) mit h(X) 2 Q [X℄. Da f normiert ist, ist au
h h normiert und na
h dem
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Lemma von Gau� gilt f(X); h(X) 2 Z[X℄. Aus

0 = (�

p

)

n

� 1 = f(�

p

)h(�

p

)

folgt nun h(�

p

) = 0. Dann ist aber � eine Nullstelle von h(X

p

). Da f das Minimalpo-

lynom von � war, ist dann h(X

p

) = f(X)�g(X) mit g(X) 2 Z[X℄. Wir betra
hten die

Reduktion modulo p. Hierbei sei f

�

ur ein r(X) 2 Z[X℄ das Element r(X) 2 Z=pZ[X℄

die entspre
hende Restklassen. Dann folgt

f(X)g(X) = h(X

p

) = h(X)

p

:

Dann haben aber f(X) und h(X) einen gemeinsamen Faktor. Dies ist ein Wider-

spru
h, da

X

n

� 1 = f(X)h(X)

separabel

�

uber Z=pZ ist. �

Korollar 3.13. Sei n 2 N n f0g. Dann ist Q

n

=Q eine (abels
he) Galoiserweiterung

mit Galoisgruppe G(Q

n

=Q) = (Z=nZ)

�

.

Beweis. Dies folgt aus 3.11 und 3.12. �

De�nition 3.14. Sei K ein K

�

orper, n 2 N n f0g mit 
har(K) 6 jn und �

1

; : : : ; �

'(n)

die primitiven n-ten Einheitswurzeln in K

n

. Das Polynom

f

n

= (X � �

1

) � � � (X � �

'

(n)

)

hei�t das n-te Kreisteilungspolynom (

�

uber K).

Satz 3.15. Sei n 2 N n f0g. Dann gilt:

(i) deg(f

n

) = '(n).

(ii) X

n

� 1 =

Q

djn

f

d

(iii) Die KoeÆzienten von f

n

sind von der Gestalt z �1 f

�

ur z 2 Z, d.h. sie liegen

im Primring von K.

Beweis. Zu (i): Dies folgt direkt aus der De�nition von f

n

.

Zu (ii): Sei P

d

= f� 2 E

n

(K

n

) : ord(�) = dg f

�

ur alle d 2 N mit djn. Dann ist

E

n

(K

n

) die disjunkte Vereinigung der P

d

und es folgt

X

n

� 1 =

Y

�2E

n

(K

n

)

(X � �) =

Y

djn

Y

�2P

d

(X � �) =

Y

djn

f

d

:

Zu (iii): Sei P der Primring von K. Wir beweisen die Aussage dur
h eine Induk-

tion na
h n. Der Fall n = 1 ist trivial, also sei n > 1. Dann ist

X

n

� 1 = f

n

Y

djn;d 6=n

f

d

:

Sei g =

Q

djn;d 6=n

f

d

. Dann ist na
h der Induktionsannahme g 2 P [X℄. Teile X

n

� 1

dur
h g mit Rest in P [X℄, also

X

n

� 1 = qg + r

mit q; r 2 P [X℄ und deg(r) < deg(g). In K

n

[X℄ gilt dann

r = X

n

� 1� qg = f

n

g � qg = (f

n

� q)g:
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Wegen deg(r) < deg(g) ist r = 0 und somit f

n

= q 2 P [X℄. �

Beispiel 3.16. Sei p eine Primzahl. Dann gilt

X

p

� 1 = (X � 1)(X

p�1

+ � � �+X + 1):

Hierbei ist f

1

= X � 1 und f

p

= X

p�1

+ � � �+X + 1. Ferner ist

G(Q

p

)

�

=

(Z=pZ)

�

�

=

Z=(p� 1)Z:

Bemerkung 3.17. Der Satz gibt eine M

�

ogli
hkeit f

n

induktiv zu bere
hnen, da

f

n

=

X

n

� 1

Q

djn;d 6=n

f

d

:

Zum Beispiel ist f

1

= X � 1 und f

3

= X

2

+X + 1. Dann folgt

f

9

=

X

9

� 1

(X � 1)(X

2

+X + 1)

=

X

8

+ � � �+X + 1

X

2

+X + 1

= X

6

+X

3

+ 1:

4. Au


�

osbarkeit algebrais
her Glei
hungen

Zur Vereinfa
hung sei in diesem Abs
hnitt K stets ein K

�

orper mit 
har(K) = 0.

Dieser Abs
hnitt skizziert das Problem der Au


�

osbarkeit algebrais
her Glei
hungen.

Bemerkung 4.1. Eine Glei
hung der Form

X

d

+ a

d�1

X

d�1

+ � � �+ a

0

= 0

mit a

i

2 K hei�t eine algebrais
he Glei
hung vom Grad d. F

�

ur algebrais
he Glei-


hungen vom Grad 2 sind Formeln zur Au


�

osung lei
ht herzuleiten. Au
h f

�

ur Glei-


hungen vom Grad 3 und 4 ist dies no
h m

�

ogli
h (Sti
hwort: Cardanos
he Formeln).

F

�

ur Glei
hungen vom Grad � 5 ist dies i.a. ni
ht mehr m

�

ogli
h, wie wir sehen wer-

den.

De�nition 4.2. Eine endli
he K

�

orpererweiterung L=K hei�t dur
h Radikale auf-

l

�

osbar (Radikalerweiterung), wenn es zu L einen Erweiterungsk

�

orper E sowie eine

Kette

K = E

0

� E

1

� � � � � E

m

= E

gibt, so dass E

i+1

= E

i

(a

i

), wobei a

i

Nullstelle eines Polynoms der Form X

n

i

� b

i

2

E

i

[X℄ f

�

ur n

i

2 N und b

i

2 E

i

ist.

Bemerkung 4.3. Bea
hte, dass E=K separabel ist, da E

i+1

=E

i

separabel f

�

ur i =

0; : : : ; m� 1. Dann ist au
h L=K separabel.

Sei eine Radikalerweiterung vorgegeben. Dann l

�

asst a 2 E

m

si
h darstellen als

a =

P

j




j

(

n

m

p

b

m

)

j

mit 


j

2 E

m�1

. Jedes 


j

besitzt eine analoge Darstellung bzgl.

b

m�1

, usw. Die Elemente lassen si
h also jeweils dur
h die Operationen +;�; �; =;

p

gewinnen. Z. B.

3

p

1�

2

p

5.

De�nition 4.4. Eine endli
he K

�

orpererweiterung hei�t au


�

osbar, wenn eine K

�

orper-

erweiterung E � L existiert, so dass E=K eine endli
he Galoiserweiterung mit

au


�

osbarer (im Sinne von Kapitel 4, 5.1) Galoisgruppe ist.
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Bemerkung 4.5. Eine endli
he Galoiserweiterung L=K ist genau dann au


�

osbar,

wenn die Galoisgruppe G(L=K) au


�

osbar ist. Kann man L=K zu einer endli
hen

Galoiserweiterung E=K mit au


�

osbarer Galoisgruppe vergr

�

o�ern, so ist G(L=K) =

G(E=K)=G(E=L) also Quotient einer au


�

osbaren Gruppe au


�

osbar.

Man kann nun zeigen, dass die beiden Au


�

osbarkeitkeitsbegri�e wie folgt zusam-

menh

�

angen.

Satz 4.6. Eine endli
he K

�

orpererweiterung ist genau dann au


�

osbar, wenn sie dur
h

Radikale au


�

osbar ist.

De�nition 4.7. Sei f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0 und L ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f .

Dann hei�t f au


�

osbar bzw. dur
h Radikale au


�

osbar, wenn L=K au


�

osbar bzw.

dur
h Radikale auf

�

osbar ist.

Korollar 4.8. Sei f 2 K[X℄ mit deg(f) > 0 und L ein Zerf

�

allungsk

�

orper von f .

Dann sind

�

aquivalent:

(i) f ist dur
h Radikale au


�

osbar,

(ii) G(L=K) ist au


�

osbar.

Korollar 4.9. Es gilt:

(i) Alle ni
ht konstanten Polynome vom Grad � 4 sind dur
h Radikale auf-

l

�

osbar.

(ii) Polynome vom Grad � 5 sind im Allgemeinen ni
ht dur
h Radikale auf-

l

�

osbar.

Beweis. Zu (i): Sei f 2 K[X℄ mit n = deg(f) > 0 und L ein Zerf

�

allungsk

�

orper von

f . Die Galoisgruppe G(L=K) von f kann als Untergruppe von S

n

aufgefasst werden.

S

n

ist genau dann au


�

osbar, wenn n � 4 (Kapitel 4, 5.12). Ist nun n � 4, dann

folgt, dass G(L=K) als Untergruppe ebenfalls au


�

osbar ist. Daher ist in diesem Falle

L=K dur
h Radikale au


�

osbar. Dies zeigt (i).

Zu (ii). Zum Beispiel kann gezeigt werden, dass f

�

ur f = X

5

� 4X + 2 gilt

G(L=K)

�

=

S

5

. Daher ist G(L=K) ni
ht au


�

osbar. �
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