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Teil 1
Algebraische Grundlagen

In diesem Kapitel wiederholen und ergéinzen wir Teile aus der Einfithrung
in die Algebra, die fiir uns wichtig sind. Wir bezeichnen diese Veranstaltung
kurz mit “Einfiihrung” und beziehen uns bei Zitaten auf das Skript von Herrn
Romer aus dem Jahr 2007.

1 Ringe und Korper

Ringe

Unter einem Ring verstehen wir in dieser Vorlesung stets einen kommutativen
Ring mit Einselement. Ein Element a € R heifit Nullteiler, wenn es ein b # 0
in R gibt, so dass a-b = 0. Ist 0 € R der einzige Nullteiler, dann heif3t R
nullteilerfrei. Einen nullteilerfreien Ring R # 0 nennen wir Integritdtsring.
Die Gruppe alle Einheiten von R bezeichnen wir mit R*. Ist R # 0 und
R* = R\{0}, dann nennen wir R einen Kdérper.

1.1 Satz: (Einfiihrung 2.14) Jeder endliche Integritétsring ist ein Korper.

Ein Unterring S eines Ringes R ist eine Teilmenge mit 1 € S, so dass die
Addition und Multiplikation von R auf S eine Ringstruktur definieren. Wir
nennen das Paar S C R eine Ringerweiterung.

Ringhomomorphismen

Ein Homomorphismus von Ringen ist eine strukturerhaltende Abbildung

f "R — Ry
von Ringen. Explizit bedeutet das:
f(131> = 132

fle+y) = fl@)+ f(

Y) Vr,y € Ry
flz-y) = f(z)- f(y)

Vo, y € Ry

Wir erinnern an

Kern f = {z € Ry; f(x) =0}

Bild f ist ein Unterring von Ry und Kern f ist ein Ideal in R;.
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Ideale

Ideale werden in dieser Vorlesung eine grofle Rolle spielen. Ein Ideal J in
einem Ring R ist eine nicht-leere Teilmenge, so dass gilt

rv,yeJ=zr+yecJ und r-zxelJ Vr,y € J,Vr € R.

Insbesondere ist (J, +) eine Untergruppe von (R, +).
Ist J C R ein Ideal, dann wird durch

r~Yy <= rv—yeJ

eine Aquivalenzrelation auf R definiert. Die Aquivalenzklasse T von z ist
gegeben durch
T=x+J CR.

Die Menge R/J aller Aquivalenzklassen besitzt eine Ringstruktur, definiert
durch

T+y=x+y und T-y=7T Y.
Die Projektion p : R — R/J, x + T ist ein Epimorphismus von Ringen
mit Kern J. Wir nennen R/.J Restklassenring modulo J. Er besitzt folgende
universelle Eigenschaft.

1.2 Satz: (Einfithrung 3.5) Sei f : R — S ein Homomorphismus von Ringen,
J C Kern f ein Ideal. Dann gibt es genau einen Homomorphismus von Ringen

f:R/J— S, sodass f = fop. Weiter gilt

Bild f = Bild f, Kern f = p(Kern f) = (Kern f)/J.

Sei R ein Ring und A C R eine beliebige Teilmenge. Das kleinste Ideal von
R, das A enthéilt, wird mit (A) bezeichnet und heifit das von A erzeugte
Ideal. “Kleinst” bedeutet dabei, dass (A) C J gilt, falls J ein Ideal ist, das
A enthélt. Man priift leicht nach, dass (A) existiert:

(A) =({/;J C R1deal, A C J}

Ein Ideal, das von einem einzigen Element erzeugt wird, hei3t Hauptideal. Ein
Integritdtsring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heiflit Hauptidealring.
Ein Beispiel ist Z.

Sind 7, J Ideale von R, dann sind auch I+ .J und I N.J Ideale. Wir definieren
das Produktideal I-J als das von der Menge {z-y € R;x € I,y € J} erzeugte
I[deal.



1.3 Aufgabe: (1) Zwei Ideale I,.J von R heiflen coprim, falls I + J = R.
Zeigen Sie: Sind [ und J coprim, dann gilt - J =1nNJ.

(2) Sei R # 0 ein Ring. Zeigen Sie: R ist genau dann ein Korper, wenn {0}
und R die einzigen Ideale von R sind.

Ein Ideal P C R heifit Primideal, wenn P # R und fiir alle a,b € R mit
a-b e P folgt, dass a € P oder b € P. Ein Ideal M C R heifit maximales
Ideal, wenn M # R und fiir alle Ideale J C R mit M C J C R folgt, dass
J = M oder J = R. Es gilt

1.4 Satz: (Einfiihrung 4.10 und 4.12) Sei J ein Ideal im Ring R. Dann gilt

(1) J ist ein Primideal <= R/J ist ein Integritétsring.

(2) J ist maximal <= R/J ist ein Korper.

Quotientenringe

Jeder Unterring R eines Korpers K ist ein Integritistring. Umgekehrt kann
jeder Integritétsring R in einem Korper K eingebettet werden, z.B. in seinem
Quotientenkorper Q(R) (s. Einfiihrung 4.6 und 4.7). Sei T' = R\{0}. Dann
besteht Q(R) aus den Aquivalenzklassen von Paaren (a,b) € R x T unter der
Aquivalenzrelation

(al,bl) ~ (ag,bg) <~ a - b2 = bl +ay.

Die Aquivalenzklasse von (a, b) wird iiblicherweise mit 7 bezeichnet. Die Re-
chenregeln sind die der Bruchrechnung. Wir erinnern an die universelle Ei-
genschaft des Quotientenkorpers.

1.5 Satz: Sei R ein Integritétsring und Q(R) sein Quotientenkorper. Die
kanonische Einbettung ¢ : R — Q(R), a — ¢ ist ein Monomorphismus von
Ringen. Ist f : R — S ein Ringhomomorphismus, so dass f(R\{0}) C S*,
dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus. f : Q(R) — S, so dass

f=fou

1.6 Bemerkung: Sei R # 0 ein Ring. K ein Kérper und f : K — R ein
Homomorphismus von Ringen, dann ist f injektiv. Insbesondere ist f in 1.5
injektiv.



Charakteristik

Es gibt genau einen Ringhomomorphismus
v:Z—R

fiir jeden Ring R. Sein Kern ist ein Ideal in 7Z, insbesondere also eine Un-
tergruppe von (Z,+). Dann gibt es genau ein n € N, so dass n - Z = Ker .
Dieses n ist die Charakteristik von R, bezeichnet mit char(R).

1.7 Satz: (Einfithrung 2.19) Die Charakteristik eines Integritdtsrings ist ent-
weder 0 oder eine Primzahl.

Primkorper

Ist R ein Integritdtsring der mindestens einen Teilkorper enthélt. Dann ist
der Durchschnitt aller Teilkorper von R der kleinste Teilkorper, genannt
Primkérper von R.

Ist char(R) = 0, ist ¢ : Z — R injektiv. Falls R einen Primkorper hat, ist
dieser Q. Das Beispiel Z zeigt, dass R keinen Korper zu enthalten braucht.

Ist char(R) = p und p prim, dann ist die induzierte Abbildung @ : Z/p — R
nach 1.2 injektiv. Also enthélt R den Primkérper F, = Z/p.

1.8 Aufgabe: Sei K Teilkoérper eines Integritidtsringes R. Dann definieren
die Addition und Multiplikation in R eine K-Vektorraumstruktur auf R.
Zeigen Sie: Ist dimy R endlich, dann ist R selbst ein Korper.

2 Teilbarkeitslehre

2.1 Konvention: Wenn wir es nicht ausdriicklich anders formulieren, sind
alle betrachteten Ringe Integritétsringe.

Gilt @ -z = b in R, nennen wir a einen Teiler von b und schreiben a|b. Da
jedes a € R* und b selbst stets Teilern von b sind, nennen wir sie die trivialen
Teiler von b.

a und b aus R heiflen assoziiert, wenn (a) = (b). Wir schreiben a ~ b.
Offensichtlich ist a ~ b genau dann, wenn a|b und bla.

2.2 Definition: Sei R ein Integrititsring und 0 # a € R\ R*.

(1) a heiit irreduzibel, wenn aus a = b - ¢ folgt, dass b € R* oder ¢ € R*
(d.h. a lasst sich nur trivial faktorisieren).
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(2) a heifit prim, wenn aus alb - ¢ folgt, dass alb oder alc. Ist a # 0, dann
ist a genau dann prim, wenn (a) ein Primideal ist.

2.3 Satz: (Einfiihrung Abschnitt 5) In einem Integritétsring R gilt
(1) a~b <= Jr € R mita-z=">

(2) jedes Primelement ist irreduzibel.

(3) Sinda=p;-... Pm =q1"...-q, zwei Faktorisierungen von a in Prim-
elemente, dann ist m = n und nach einer geeigneten Umnummerierung
gilt p; ~ q;.

Ein zentrales Thema dieser Vorlesung wird die Zerlegbarkeit in Primelemente
sein.

2.4 Definition: Ein Integritidtsring R heifit faktoriell, wenn sich jedes Ele-
ment 0 # a € R\R* als Produkt von Primelementen schreiben lésst.

2.5 Satz: (Einfithrung 5.6 und 5.7)

(1) In einem Hauptidealring R sind fiir 0 # a € R\ R* dquivalent:

(i) @ ist prim.
(ii) a ist irreduzibel.

(iii) (a) ist maximales Ideal.

(2) Ein Hauptidealring ist faktoriell.
In einem Hauptidealring kann man Teilertheorie idealtheoretisch betreiben.

2.6 Definition: Sei R Integritéitsring. Ein Element d € R heif3t grifster
gemeinsamer Teiler von ay, ..., a, aus R, wir schreiben d = ggT (a4, ..., a,),
wenn gilt:

(1) dla; firi=1,....,n

(2) Aus zla; firi =1,...,n folgt z|d.

Ein Element v € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von aq, ..., ay,,
wir schreiben v = kgV(ay,...,a,), wenn gilt
(1) a;v firi=1,...,n.



(2) Aus a;|w fiir i = 1,...,n folgt v|w.

d und v brauchen nicht zu existieren und, wenn sie existieren, sind sie
hochstens bis auf Assoziiertheit eindeutig. In faktoriellen Ringen kann man d
und v iiber die Primfaktorzerlegungen bestimmen, in Hauptidealringen gilt

2.7 Satz: (Einfithrung Abschnitt 5.14. Ubung) Sei R ein Hauptidealring und
seien ay,...,a, € R. Dann gilt

(1) d:ggT(a17"'7a’VL) — (d):(a1)+"‘+(an):(ah'"aan)a
(2) a,b € R sind teilerfremd <= Jr,y € Rmit 1l =x-a+y-b,

(3) v=kgV(ay,...,a,) <= (v)=(a1)N...N(a,).
Aus (1) ergibt sich, dass der ggT(aq,...,a,) = d eine Darstellung

d=xa;+ ...+ z0,

mit x; € R besitzt. Oft ist man an solchen Darstellungen interessiert. Ist R ein
euklidischer Ring, dann erlaubt der euklidische Algorithmus die Berechnung
einer solchen Darstellung (s. Einfithrung 5.15). Wir erinnern:

2.8 Definition: Ein euklidischer Ring ist ein Integritiatsring R zusammen
mit einer Abbildung 0 : R\{0} — N, genannt Grad- oder Normabbildung, so
dass gilt

(1) 6(z) <6(z-y) Va,y € R\{0}.
(2) Ist a € Rund b € R\{0}, dann gibt es ¢, € R, so dass
a=qgb+r mit 7 = 0 oder §(r) < 4(b).

2.9 Aufgabe: Zeigen Sie: Sei R euklidischer Ring und z € R\{0}. Dann
gilt (1) < é(x). Gleichheit gilt genau dann, wenn x € R*.

2.10 Satz: (Einfiihrung Abschnitt 5.11) Ein euklidischer Ring ist Haupt-
idealring.



3 Polynomringe

Sei R ein Ring und R[X]| der Polynomring iiber R. Wir erinnern an den
Divisionsalgorithmus.

3.1 Satz: (Einfiihrung 6.7) Seien f, g € R[X], g # 0 und der Leitkoeffizient
von g aus R*. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € R[X], so
dass

f=q-g+r mit r = 0 oder gradr < gradg.

Als Folgerung erhélt man

3.2 Satz: (Einfiihrung 6.8) Ist K ein Korper, dann ist K[X] ein euklidischer
Ring und damit auch Hauptidealring.

Sei r € R. Dann definiert die Finsetzabbildung
E,: R[X| — R, <f:2ai-Xi> — (Zairi =: f(r))
i=0 =0

einen Ringhomomorphismus. Gilt f(r) = 0, heifit  Nullstelle von f.Ist r € R
Nullstelle von f € R[X], dann ist (X — ) ein Teiler von f.

Wir interessieren und fiir Primelemente in R[X].

3.3 Satz: (Einfithrung 6.12) Sei R ein Ring J N R ein Ideal und J C R[X]
das von J in R[X] erzeugte Ideal. Dann gilt

(1) JCR=1J
(2) RIX]/J = (R/J)[X]
(3) J C R ist Primideal <= J C R[X] ist Primideal.

3.4 Satz: (Einfiihrung 6.5) R[X] ist genau dann ein Integritdtsring, wenn
R ein Integritétsring ist. In diesem Fall gilt (R[X])* = R*.

3.5 Satz: (Einfiihrung Abschnitt 7) Sei R Integrititsring und a € R
(1) aist prim in R <= a ist prim in R[X].
(2) a ist irreduzibel in R <= a ist irreduzibel in R[X].

(3) R ist faktoriell <= R[X] ist faktoriell.
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(4) Ist ¢ € R*, dann gilt: f(X) € R[X] ist genau dann irreduzibel, wenn
f(eX + a) irreduzibel ist.

Ist K ein Korper, dann ist K[X] ein Hauptidealring. Also sind irreduzible
Elemente auch prim. Deshalb sind die folgenden Resultate fiir uns wichtig.
Wir erinnern daran, dass ein Polynom primitiv ist, falls der ggT seiner Ko-
effizienten 1 ist.

3.6 Satz: (Einfiihrung 7.8 und 7.9) Sei R ein faktorieller Ring 0 # f,g €
R[X] und Q(R) der Quotientenkorper.

1) Ist grad(f) > 0, dann sind &quivalent
(1) Ist g q
(i) f ist irreduzibel in R[X]
(ii) f ist irreduzibel in Q(R)[X] und f ist primitiv.

(2) Ist f primitiv und ist f Teiler von ¢ in Q(R)[X], dann ist f Teiler von
g in R[X].

Wir listen zwei niitzliche Irreduzibilitatskriterien.

3.7 Satz: (Einfiihrung 7.12 und 7.16) Sei R ein faktorieller Ring und f =
> a; X" € R[X] primitiv vom Grad n > 0.

=0

(1) (Eisensteinsches Kriterium) Ist p € R prim mit p 1 a,, pla; fir i =
0,1,...,n — 1, aber p* { ag. Dann ist f irreduzibel in R[X], also auch
in Q(R)[X].

(2) (Reduktionskriterium) Sei P C R ein Primideal, a, ¢ P und R = R/P.
Sei @; die Restklasse von a; in R und f = Y. @X' € R[X]. Ist f

=0

irreduzibel in R[X], dann ist f irreduzibel in Q(R)[X] und R[X].

3.8 Definition: Sei f € R[X]|. Wir nennen a € R eine n-fache Nullstelle
von f, wenn (X —a)™ Teiler von f ist, aber (X —a)"™ { f. Besitzt f n-fache
Nullstellen mit n > 2, sagen wir, f hat mehrfache Nullstellen.

Wir nutzen die formale Ableitung D f eines Polynoms f, um Mehrfachnull-

stellen zu entdecken. Ist f = > a; X" € R[X], definieren wir
i=0

Df = i ’ial-Xifl.
i=1
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Man priift leicht nach, dass

D(f+g) = D(f)+ D(g)
D(fg) = (Df)-g+[f-D(g).

3.9 Satz: Sei K ein Korper, char(K) = 0 und 0 # f € K[X]. Dann besitzt
f genau dann einen Teiler g* mit grad(g) > 0, wenn g Teiler von f und D(f)
ist.

Beweis: Angenommen f = ¢g* - h mit grad(g) > 0. Dann folgt
D(f)=2g-D(g)-h+g*h,

so dass g auch D(f) teilt.

Angenommen, fiir jeden irreduziblen Faktor g von f gilt g?  f. Dann haben
wir f = g - h, wobei g und h coprim sind. Angenommen ¢ teilt auch

D(f)=D(g)-h+g-D(h)

dann teilt g auch D(g) - h und damit D(g). Da char(K) = 0, gilt aber
grad D(g) = grad(g) — 1. Also kann ¢ kein Teiler von D(g) sein. O]

3.10 Folgerung: Sei K C F' eine Korpererweiterung, char(K) = 0. Dann
hat ein iiber K irreduzibles Polynom f keine Mehrfachnullstellen in F'.

Beweis: Da f irreduzibel ist, sind D(f) und f coprim. Also gibt es nach 2.7
Polynome p,q € K[X],sodass p- f+¢q-D(f) = 1.

Da diese Gleichung auch in F[X] gilt, sind f und D(f) coprim in F[X]. Nach
3.9 hat f keine Mehrfachnullstelle in F'. O

4 Korpererweiterungen

Sei K C F eine Korpererweiterung und A C F beliebig. Mit K [A] bezeichnen
wir den kleinsten Teilring und mit K (A) den kleinsten Teilkérper von F', der
K und A enthilt. Ist A endlich und F = K(A), heiit die Erweiterung F/K
endlich erzeugt. Gilt F' = K (a) heifit F/K einfache Erweiterung.

4.1 Definition: a € F heiit algebraisch iiber K, wenn a Nullstelle eine
Polynoms 0 # f € K[X] ist. Ansonsten heifit a transzendent iiber K. Die
Korpererweiterung F'/ K heifit algebraisch, wenn jedes a € F iiber K alge-
braisch ist.
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4.2 Satz: (Einfiihrung 8.6) Sei F//K Korpererweiterung, a € F und E,
K[X]|— F, f — f(a) der Einsetzhomomorphismus. Dann sind dquivalent

1) a ist algebraisch,

2) E, ist nicht injektiv,

Kla] = K(a),

4) Kern E, wird von einem irreduziblen normierten Polynom f, € K[X]
erzeugt.

(1)
(2)
(3)
(4)

fa ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom kleinsten Grades, das a
als Nullstelle hat. Es wird das Minimalpolynom von a genannt.

Ist K C F eine Korpererweiterung, dann definieren Addition und Multipli-
kation eine K-Vektorraumstruktur auf F'. Die Dimension dimg F' dieses K-
Vektorraums heiBt Grad der Kérpererweiterung F/K und wird mit [F : K]
bezeichnet. F'/K heiit endlich oder unendlich, je nachdem ob [F' : K| endlich
oder unendlich ist.

4.3 Satz: (Einfithrung 8.9) Sei F//K Korpererweiterung und a € F' algebra-
isch iiber K’ mit Minimalpolynom f, vom Grad n. Der Einsetzhomomorphis-
mus F, : K[X] — F induziert nach 1.2 einen Isomorphismus

B+ KIX]/(f2) = Kla] = K(a).
Weiter ist {1,a,a?,...,a" "'} eine K-Basis von K(a), so dass
dimg K(a) = [K(a) : K] =n = grad f,.
Wir erinnern an die

4.4 Gradformel: (Einfithrung 8.11) Sind K C L C F Korpererweiterun-
gen, dann gilt
[F:K|=[F:L]-]L:K].

Genauer: Sind F/L und L/K endlich und ist {a4,...,a} eine K-Basis von
L und {by,...,b} eine L-Basis von F, dann ist {a; - b;; ¢ = 1,....k, j =
., 1} eine K-Basis von F'.

Es folgt jetzt leicht

4.5 Satz: (Einfithrung 8.13 und 8.16) Seien K C L C F Korpererweiterun-
gen.

13



(1) F/K ist endlich <= F/K ist algebraisch und endlich erzeugt.

(2) F/K ist algebraisch <= L/K und F/L sind algebraisch.

Sei nun f € K[X] irreduzibel. Dann ist (f) C K[X]| maximal und damit
K[X]/(f) nach 1.4 ein Korper. Da

K ¢ K[X] ™% K[x]/(f)

als Koérperhomomorphismus nach 1.6 injektiv ist, ist K C K[X]/(f) =: F
eine Korpererweiterung. Damit kénnen wir f auch als Polynom iiber F' auf-
fassen. Sei a = proj(X) € F. Da proj ein Ringhomomorphismus ist, gilt
E.(f) = f(a) = f(proj(X)) = proj(f(X)) = 0. Also ist a Nullstelle von
f in F'. Iterieren ist das Verfahren, erhalten wir einen Korper, iiber dem f
zerfdllt, d.h. ein Produkt linearer Polynome ist.

4.6 Definition: Sei F C K[X] eine Menge von nicht konstanten Polynomen
und F'/K eine Korpererweiterung. Wir sagen F zerfdllt iber F, wenn jedes
f € Fiiber F zerfillt. Wird aulerdem F' iiber K von den Nullstellen der
Polynome aus F erzeugt, heiit ' Zerfdllungskorper von F.

Wir haben gesehen, dass Zerfallungskorper fiir endliche Mengen F immer
existieren. Im Abschnitt 9 der Einfiihrung wurde gezeigt, dass sie bis auf
Isomorphie von Kérpern eindeutig bestimmt sind. Man kann die Resultate
mit Hilfe von Zorn’s Lemma auf beliebige Mengen F C K[X| erweitern. Wir
nehmen das ohne Beweis zur Kenntnis. Nimmt man F = K[X], erhélt man
den algebraischen Abschluss von K.

4.7 Definition: Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nicht-konstante Polynom aus K[X] iiber K zerfallt. Ein algebraischer Ab-
schluss von K ist ein Erweiterungskorper K C F, so dass F//K algebraisch
und F' algebraisch abgeschlossen ist.

4.8 Satz: (ohne_ Beweis) Jeder Kérper K hat einen algebraischen Abschluss,
bezeichnet mit K, der bis auf K-Isomorphie (s. Definition 4.10) eindeutig
gegeben ist.

Der Beweis der Eindeutigkeit macht sich folgendes Ergebnis zu Nutze, das aus
einer einfachen Anpassung der Beweise der Sitze 9.4 und 9.4 der Einfithrung
folgt.
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4.9 Aufgabe: (1) Sei K(a)/K einfache Korpererweiterung, a algebraisch

iiber K mit Minimalpolynom f = > ¢;X". Sei ¢o : K — F ein Korperho-

=0
n

momorphismus und o(f) = > po(c;) X € F[X]. Dann definiert o + ¢(a)
i=0
eine Bijektion

~Y

{ Koérperhomomorphismen }

Nullstellen von
¢ : K(a) = F mit p|K = ¢q

wo(f) in F

(2) Sei F'/K eine endliche Erweiterung und ¢q : K — L ein Korperhomo-
morphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Kérper L. Dann besitzt ¢
eine Erweiterung ¢ : F' — L, d.h. es gibt einen Kérperhomomorphismus
p: F — L, so dass p|K = g ist. Ist a € F, f € K[X] sein Minimalpoly-
nom, und ist b € L eine Nullstelle von g (f), kann ¢ so gewéhlt werden, dass
p(a) = b ist.

4.10 Definition: Seien F'/K und L/K Korpererweiterungen. Ein Korper-
homomorphismus ¢ : F' — L heifit K-Morphismus, wenn p|K = idg ist. Die
Gruppe Gal(F/K) der K-Automorphismen von F' heifit Galois-Gruppe der
Korpererweiterung F'/ K.

4.11 Aufgabe: Sei f € K[X], Null(f) die Menge der Nullstellen von f in
F und o € Gal(F/K). Dann definiert ¢ eine Permutation von Null(f).

Im Kapitel IT werden separable Erweiterungen wichtig sein.

4.12 Definition: Sei K ein Korper. Ein Polynom f € K[X] heifit separabel,
wenn seine irreduziblen Faktoren im algebraischen Abschluss K von K nur
einfache Nullstellen haben. Ist F'//K eine Korpererweiterung, dann heifit a €
F separabel, wenn sein Minimalpolynom aus K[X]| separabel ist. Sind alle
a € F separabel, nennt man die Korpererweiterung F'/K separabel.

Aus 3.10 folgt

4.13 Satz: Ist char(K) = 0, ist jedes f € K[X] separabel und damit auch
jede Korpererweiterung K C F'.

Weiter gilt

4.14 Satz: Ist K C F eine Erweiterung endlicher Korper, dann ist F'/K
separabel.
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Das folgt sofort aus folgenden zwei Ergebnissen der Einfithrung in die Alge-
bra.

4.15 (Einfithrung 4.3) Ist K ein endlicher Korper, dann ist char(K) = p
mit p prim und |K| ist eine Potenz von p.

4.16 Satz: (Einfiihrung 8.9 und dessen Beweis) Ist p prim und k& > 1 aus
N, dann gibt es auf Isomorphie genau einen Kérper K mit p* Elementen. Er
besteht aus den Nullstellen des Polynoms f = X P* — X. Insbesondere ist f
separabel und K der Zerfallungskérper von f.

Wir benotigen spéter den Satz iiber primitive Elemente.

4.17 Definition: Ist K C F einfache Korpererweiterung, dann heifit a pri-
mitives Element von F/K, falls F' = K(a) ist.

4.18 Satz: Sei F = K|ay,...,q,] endliche Erweiterung von K, und seien
Q. . .., a, separabel iiber K. Dann gibt es ein primitives Element v € F', so
dass F' = K(v).

Beweis: Ist K endlich, dann ist auch F' endlich. Da endliche Untergruppen
der multiplikativen Gruppe eines Korpers zyklisch sind (s. Aufgabe 4.21), ist
(F*,-) zyklisch. Fiir einen Erzeuger v von (F*,-) gilt dann F' = K (7).

Sei jetzt K unendlich. Es geniigt, den Satz fiir » = 2 zu zeigen, der Rest
folgt durch Induktion, da Klaq,...,a.] = Ko, ..., a,—1][a,] ist. Sei also
F = K(a, ) und § separabel iiber K. Seien f und g aus K[X]| die Minimal-
polynome von « und (. Seien weiterhin

a1 =a, Qg,..., ag die Nullstellen von f

B1 =0, Ba ..., By die Nullstellen von g

in einem algebraischen Abschluss F von F. Da g separabel ist, sind die §;
alle verschieden. Damit hat die Gleichung

o+ XBi=aq+ X6 j>1

genau eine Losung, ndmlich X = % Da K unendlich ist, gibt es ein
J

¢ € K, das von allen diesen Losungen verschieden ist, d.h.
a;+cfj Fa+cf firj#L

Behauptung: F' = K () mit v = a + ¢f.
Beweis: K(v) C F = K(a, B).
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Die Polynome g und f(y — cX) aus (K(7))[X] haben § als Nullstelle. 3 ist
ihre einzige gemeinsame Nullstelle in /7, denn fiir j > 1 gilt v — ¢f3; # «; fiir
alle 7, d.h. §; ist nicht Nullstelle von f(y — cX). Also gilt

X —B=ggT(g, f(y—cX)) inF[X]

Das folgende Lemma zeigt, dass X — 8 auch der ggT in K (v)[X] ist. Also ist
f € K(v) und damit auch o = v — ¢f. Es folgt K(«, 8) C K(7). O

4.19 Lemma: Seien f,g € K[X] und dx € K[X], dp € F[X] normierte
Polynome, so dass dx = ggT(f,g) in K[X] und dr = ggT(f,g) in F[X].
Dann gllt dK = dp

Beweis: In K[X] gilt (dx) = (f) + (g), also
K[X] - di = KIX] - ] + K[X] -

Es folgt
FIX]-dx = F[X] K[X]dg
= FIX]-K[X]- f+ F[X]- K[X] g
= FIX]-f+F[K]-g
also dig = geT(f,g) in F[X]. O

Mit 4.13 und 4.14 erhalten wir

4.20 Folgerung: Ist char(K) = 0 oder ist K endlich, dann ist jede endliche
Erweiterung K C F einfach.

Wir schlieen mit ein paar Aufgaben.

4.21 Aufgabe: (1) Sei (G, ) eine abelsche Gruppe und seien aq,...,a,
aus G Elemente mit ord(a;) = k;. Sei v = kgV(ky,. .., k). Dann gibt
es ein @ € G mit ord(a) = k.

(Hinweis: Induktion nach n. Fiir n = 2 empfiehlt es sich, zunéchst den
Fall ggT(kq, k2) = 1 zu behandeln.)

(2) Zeigen Sie: Sei K ein Korper. Dann ist jede endliche Untergruppe G
von (K*,-) zyklisch.
(Hinweis: Sei G = {ay,...,a,}, ord(a;) = k; und v = kgV (ky, ..., k).
Betrachten Sie das Polynom XV — 1 und wenden Sie Teil (1) an.)

4.22 Aufgabe: Sei K ein Korper und K sein algebraischer Abschluss. Sei
f € K[X] und Z C K sein Zerfillungskorper. Zeigen Sie: Ist o : Z — K ein
K-Morphismus, dann ist o(Z) C Z und die Zuordnung x + o(z) definiert
einen K-Automorphismus von Z.

17



4.23 Aufgabe: (1) Sei F/K eine Korpererweiterung mit Galois-Gruppe
G. Sei U C G eine Untergruppe von G und

FV={2€F: ox)=xVoecU}
Zeigen Sie: FV ist ein Teilkorper von F', genannt Fizkdrper von U.

(2) Sei K ein Korper, char(K) =0, f € K[X]| und Z ein Zerfillungskorper
von f. Sei G die Galois-Gruppe von Z/K.

Zeigen Sie: 79 = K.

5 Moduln und Algebren
Sei R ein Ring.

5.1 Definition: Ein R-Modul ist eine abelsche Gruppe (M, +) mit einer
R-Operation
RxM — M, (r,m)—rm,

(1) (r+s)m=rm-+sm
(2) r(m+n)=rm+rn
(3) 7(sm) = (rs)m

(4)

Im=m

fiir alle r,s € R und m,n € M.
Eine R-Algebra ist ein R-Modul A mit einer Multiplikation

AxA—= A (a,b) —a-b,
so dass
(i) (A,+,-) ein Ring ist
(ii) r(a-b) = (ra)-b=a-(rb) Va,be A, Vr € R.

5.2 Konvention: Falls nicht ausdriicklich anders vermerkt, sind unsere Al-
gebren alle kommutativ.
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5.3 Bemerkung: Beachte, dass wir in unseren Axiomen dasselbe Symbol
+ fiir verschiedene Additionen und im Falle von Algebren sogar drei ver-
schiedene Multiplikationen haben.

R-Moduln und R-Algebren sind uns schon oft begegnet und werden uns
immer wieder begegnen:

e Fiir einen Korper K sind die K-Moduln genau die K-Vektorrdume.
e 7-Moduln sind genau die abelschen Gruppen.

e R" ist unter koordinatenweiser Addition und Multiplikation ein R-
Modul.

e Ist R C A eine Ringerweiterung, dann definieren die Addition und
Multiplikation in A eine R-Algebrastruktur auf A.

e Ist M,(R) die Menge der (n x n)-Matrizen iiber einem kommutativen
Ring R, dann ist M, (R) mit der tiblichen Matrizen-Addition und -
Multiplikation eine nicht-kommutative R-Algebra.

Ein R-Teilmodul N eines R-Moduls M wird genauso definiert wie Unter-
vektorrdume. Dasselbe gilt fiir den Quotientenmodul M/N: Man nimmt die
Faktorgruppe M /N und definiert

rm =71m,

wobei m = m + N die Nebenklasse von m ist.
Die R-Teilmoduln des R-Moduls R' sind genau die Ideale von R.

Ist M ein R-Modul und A C M eine Teilmenge, dann bezeichnen wir
mit (A)r den kleinsten R-Teilmodul von M, der A enthélt. Er heifit der
von A erzeugte Teilmodul von M und besteht aus allen endlichen R-
Linearkombinationen von Elementen aus A. Wir nennen A ein Erzeugen-

densystem von (A)g, und M heiit endlich erzeugt, wenn es eine endliche
Menge A C M gibt, so dass (A)gr = M.

5.4 Definition: Sei M ein R-Modul. Eine Teilmenge A C M heifit R-linear
unabhingig, falls fir jede endliche Teilmenge {a1,...,a,} C A gilt

ra+...+rpa, =0 = r=ryo=...=1r,=0

(hier sind die r; € R). Eine R-Basis von M ist ein R-linear unabhéngiges
Erzeugendensystem.
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Wie in der Linearen Algebra zeigt man: A C M ist genau dann eine Basis,
wenn jedes m € M eindeutig als endliche R-Linearkombination von Elemen-
ten aus A darstellbar ist.

5.5 Definition: Ein R-Modul M heiflt frei, wenn er eine Basis A besitzt.
Die Kardinalzahl |A| von A heit Rang von M.

5.6 Definition: Seien M und N R-Moduln. Eine Abbildung
f:M— N,
heifit R-linear, wenn fiir alle a,b € M und alle r € R gilt
fla+0) = f(a) + f(b) und  f(ra)=rf(a).
Wie in der Linearen Algebra zeigt man

5.7 Satz: Sei M ein freier R-Modul mit Basis A, sei N ein beliebiger R-
Modul und f : A — N eine beliebige Abbildung. Dann gibt es genau eine
R-lineare Erweiterung f : M — N von f.

5.8 Satz: Ist M ein freier R-Modul vom Rang n < oo, dann ist M R-linear
isomorph zu R".

Ist f: M — N eine R-lineare Abbildung und ist M frei mit Basis By =
{ai,...,a;} und N frei mit Basis By = {by,...,b;}, dann wird f bzgl. dieser
Basen durch eine (I x k)-Matrix Matg;( f) = (ri;) beschrieben, die durch

l
flag) = rihs
i=1

gegeben ist.

Wihrend all dies aus der Linearen Algebra vertraut ist, ist das folgende
Resultat weniger selbstversténdlich.

5.9 Satz: Sei R ein Hauptidealring und F' ein freier R-Modul von Rang
n < oo. Dann ist jeder Teilmodul M C F frei vom Rang < n.

Beweis:: Induktion nach n.
Firn=0ist = M = {0}
Schritt von n — 1 nach n: Sei B = {z1,...,2,} Basis von F und T =

({z1,...,2n-1})r- Dann ist M N T ein Teilmodul von 7" und damit nach
Induktionsannahme frei. Sei {yi,...,yx} Basisvon M NT, k <n — 1.
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Ist M = M NT sind wir fertig.
Ist M # M NT, dann gibt es ein z € M\ (M NT). Sei

Z2=7T121+ ... +"n_12n-1+ Tn2n
r, 7 0, da sonst z € M NT. Sei
J={reR; yeT, sodassrz, +y € M}.

Man priift leicht nach, dass J ein Ideal ist. Da R ein Hauptidealring ist, gibt
es ein s, so dass J = (s). Da r, € J ist, ist s # 0. Da s € J ist, gibt es ein
vel, sodass ypi1: =52, +veE M.

Behauptung: {y1, ..., yrs1} ist Basis von M.
Beweis: Sei riy; + ...+ reyr + rei1Yker = 0
Yy =71y + ...y ist in M NT, und 75 1Yk1 = 7152 + Ter1v. Nun st

y+7rrr1v aus T, also Linearkombination von 24, ..., z,_1. Es folgt ry11-s = 0,
weil 29, ..., 2, eine Basis ist. Da s # 0 ist, ist 7.1 = 0. Da yq, ..., y, Basis
von M NT, folgt ri =...=r,=0.

Also sind ¥, ..., Y1 linear unabhéngig.

Behauptung: M = ({y1,...,Ys+1})R
Sei x € M. Da B Basis von F ist, besitzt x eine Darstellung.

T="i21+ ...+ "Th2y, =Y+ Thnzn

mity =rz1+...7_ 12,1 € T. Dax € M ist, ist r, € J, also von der Form
r, = q-s. Es folgt

rT=q-S$ 2, +ty=q-s-z,+qv+y—q-v=q-yp1+ y—q-v).

DaveTist,isty—q-vausT.Dax—q-yps1 € M, ist auch y—q-v e M.
Also ist y —qg-v € M N'T und damit Linearkombination von y,...,y,. 0O

Wir benotigen noch eine Verschiarfung dieses Resultat, das fiir Moduln {iber
Hauptidealringen gilt, das wir aber nur fiir euklidische Ringe formulieren und
beweisen.

5.10 Satz: Sei R ein euklidischer Ring, F' ein freier R-Modul vom Rang
n und M ein Teilmodul. Dann ist M frei vom Rang m < n, und es
gibt eine Basis {uq,...,u,} von F und Elemente aq,...,q, € R, so dass
{aquy, ..., anu,} Basis von M ist.

Beweis: Sei Br eine Basis von F. Nach 5.9 besitzt M eine Basis By von
m Elementen. Bzgl. dieser Basen wird die Inklusion M C F' durch eine
(n x m)-Matrix A gegeben. Ist {z1,...,z,} eine Basis, dann wissen wir aus
der Linearen Algebra
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(1) Ersetzen wir z; durch rz;, wobei r € R* invertierbar ist, erhalten wir
wieder eine Basis.

(2) Ersetzen wir z; durch z; 4+ rz;, wobei ¢ # j und r € R beliebig ist,
erhalten wir wieder eine Basis.

Wenden wir diese Operation auf By an, erhalten wir die Inklusionsmatrix
A’ bzgl. der neuen Basis, indem wir die inversen Operationen auf ihre Zeilen
anwenden, d.h. wir miissen bei (1) die i-te Zeile von A durch ihr r~!-faches
ersetzen und bei (2) das r-fache der i-ten Zeile von der j-ten abziehen. Wen-
den wir die Operationen auf B,; an, gilt das entsprechende fiir Spalten von

A.

D.h. Zeilen- und Spaltenoperationen von A vom Typ (1) und (2) erhalten
wir durch Basiswechsel in F' und M.

Das Vertauschen von Zeilen und Spalten entspricht einer Umordnung der
Basisvektoren in den Basen von F' bzw. M.

Unser Ziel ist es, die Matrix A = (a;;) auf die Form

Oél\ 0
D = 0 (6799
0 0

zu bringen. Ist A = (0), dann ist M = 0, und wir haben nichts zu zeigen.
Sonst bringen wir A auf die Form

und iterieren.

Durch Zeilen- und Spaltenvertauschung erreichen wir, dass a;; # 0 und von
allen a;; # 0 den kleinsten Grad hat. Sei 6 : R\{0} — N die Gradabbildung.
Gibt es ein ay; oder ein a;; das nicht von ay; geteilt wird, etwa a;;, dann
teilen wir mit Rest

aij =¢q-ain+7ry;  mit 6(ri;) < dan).

Dann ziehen wir das g-fache der ersten Spalte von der j-ten ab und vertau-
schen anschlielend die erste mit der j-ten Spalte. Die neue Matrix hat 7;;
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an Position (1,1). Wir fahren fort, bis das Element an Position (1,1) alle
iibrigen Elemente der ersten Zeile und Spalte teilt. Nach 2.9 wird das in end-
lich vielen Schritten erreicht, weil alle Elemente aus R von minimalem Grad
invertierbar sind.

Ziehen wir jetzt geeignete Vielfache der ersten Zeile von den iibrigen Zeilen
und der ersten Spalte von den iibrigen ab, erhalten wir eine Matrix der Form
C. Wir wenden jetzt unser Verfahren auf die Teilmatrix (¢;;) von C' an und
fahren fort bis wir die Form D erhalten.

Sind {v1,..., vy} und {us,...,u,} die Basen von M bzw. F bzgl. derer die
Inklusion ¢ : M C F' die Matrix D hat, dann gilt

V; = Z(UZ> = ;U5

6 Symmetrische Polynome

Sei R ein Ring und R[Xj,...,X,] der Polynomring {iber R in den Unbe-
stimmten Xy,...,X,.

6.1 Definition: Ein Polynom f(Xi,...,X,) € R[Xy,...,X,] heit symme-
trisch, wenn fiir jede Permutation 7 € ¥, gilt

f(XT(1)7 cee 7XT(TL)) = f(Xl s 7Xn)
Beispiele sind:

6.2 Die elementarsymmetrischen Polynome: p,...,p, € R[Xy,...,
X,]. Dabei ist p; die Summe aller Monome vom Totalgrad i, deren Faktoren
alle verschieden sind:

P11 = X1+X2++Xn

o= > XiX; =X X+ X Xs+ ...+ XX, 4.+ X, X,
1<i<j<n

b3 = Z Xi X Xk,
1<i<j<k<n

Pn = X1X2X3Xn

Die Polynome X; + 2X, oder X?X, aus R[X1, X,| sind nicht symmetrisch.
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6.3 Satz iiber symmetrische Polynome: Jedes symmetrische Polynom
f(X1,....X,) € R[Xq, ..., X,] lasst sich als Polynom in den elementarsym-
metrischen Polynomen p;, ..., p, mit Koeffizienten in R schreiben, d.h.

f€R[p1,...,pn] C R[Xy,..., X,]

Beweis: Wir ordnen die Monome X' X22... Xi» ¢ R[X,,...,X,], ix € N
fiir 1 < k < n zunéchst nach den Totalgraden

Xixe | Xb> XPXPE X (%)

wenn i1 + ...+, > Jj1 + ... + jp. Sind die Totalgrade gleich, ordnen wir sie
lexicographisch nach den Exponenten, d.h. () gilt, wenn

=171, 5tk = Tk, aber ik+1 > jk—&-l‘
Beispiel:
X1 X3XT > X71XoX3 > X1 X5 X3 > X5 X3

Sei nun X' ... X*» das groBte Monom in f mit einem Koeffizienten ¢ # 0. Da
f symmetrisch ist, enthélt es alle Monome, die aus X fl ... X* hervorgehen,
indem man die X; vertauscht, etwa X2 XF XF XF Xk fiir 7 = (1,3,2) €
Y-

Es folgt ky > ke > ... > k,.

Sind g; > g9 und h; > hy Monome, dann folgt

g1 - h1 > ga - ho.

Das groite Monom in p; ist X7 X5 ... X;. Damit ist

X1d1++dn . X52+d3++dn . X}ﬁfn
das grofte Monom in p{'pd> - ... - p®. Damit ist das grofte Monom in
g=f—c-pirrophrhephn

kleiner als das groite Monom in f. Wir fahren nun mit dem gréfiten Monom
in g fort. Durch Abwiértsinduktion nach der Groéfle der Monome folgt der
Satz. 0J
Der Beweis gibt uns eine konstruktive Methode, ein symmetrisches Polynom
als Polynom in den elementarsymmetrischen Polynomen zu schreiben.
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6.4 Beispiel: Die Monome des symmetrischen Polynoms
f=XiXo+ Xi X5+ X1 X3+ X1 X5 + X3 X3+ Xo X3

sind nach Grofle geordnet. Wir haben n = 3, k; = 2, ks = 1, k3 = 0 und
c = 1. Damit ist

g=f—pi-p2 = f—(X1+Xo+ X3) (X1 Xo + X1 X5+ X5 X3)
[—(X2Xo + X2X5+ X1 Xo X3 + X1 X2 + X1 X0 X5
+X3X5 + X1 Xo X5 + X1 X3 + XoX3)
= —3X1X2X3
= —3p3

Es folgt f = p1 - p2 — 3ps.
6.5 Folgerung: Sei R C A ecine Ringerweiterung und f = X" 4+ a; X" ! +
...+ a, € R[X], so dass f iiber A zerfallt, d.h.
f= H(X — ;) mita; € A
i=1
Dann gilt:
(1) a; = (=1)'pi(ay,...,a,) (Beachte: a; ist der Koeffizient von X"~.)

(2) Ist g € R[Xq,...,X,] symmetrisch, dann ist g(ay,...,a,) € R.

Beweis: (1) folgt durch Ausmultiplizieren von [[(X — ;) und Koeffizien-
i=1
tenvergleich. Damit ist p;(aq, ..., a,) € R.

Teil (2) folgt aus 6.3. 0

Teil 11
Ringe ganzer Zahlen

7 Ganze Zahlen

7.1 Definition: Sei R ein Ring und A eine R-Algebra. Ein Element a € A
heifit ganz, genauer ganz algebraisch iiber R, wenn es ein normiertes Polynom
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[ € R[X] gibt, so dass f(a) = 0 in A gilt. (Ist f = > r, X’ dann ist

=0
f(a) = Y ria* € A, da A ein R-Modul ist.) Wir nennen die resultierende

=0
Gleichung
A" rpa =0

die Ganzheitsgleichung fiir a € A iiber R.
7.2 Beispiele: (1) Sind K C F' Korper, dann gilt fiir a € F:

a ganz iiber K <= a algebraisch iiber K.

(2) Seien py,...,p, € K[X1,...,X,] die elementarsymmetrischen Polyno-
me. Fiir die Ringerweiterung K|pi,...,p,] C K[Xi,..., X,] ist jedes
X; ganz iiber K[p1,...,pnl.

Beweis: X; ist Nullstelle des normierten Polynoms

n

f=1Ix - x0.

=1

Nach 6.5 gilt
F=X"4) (-1)p(Xy,... X)) - X" € Kpr, .. pa] [X].
=1

OJ

7.3 Aufgabe: d € Z heifit quadratfrei, falls d # 0,1 und fiir jede Primzahl
p gilt p? 1 d. Sei d quadratfrei und

oW <] 2 TVdeC abe}, falls d £ 1 mod 4
T ("4 eC abeZ a=b mod?2}, fallsd=1 mod 4

Zeigen Sie:

(1) O(V/d) ist Teilring des Kérpers Q(v/d) c C
(2) O(V/d) ist die Menge der iiber Z ganzen Elementen von Q(v/d).

Wir wollen nun einige wichtige Resultate iiber algebraische Elemente auf
ganz algebraische Elemente erweitern.
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7.4 Satz: Ist A eine R-Algebra, die als R-Modul endlich erzeugt ist, dann
ist jedes Element a € A ganz iiber R.

Beweis: Sei {f3, ..., (.} ein Erzeugendensystem von A als R-Modul. Indem
wir eventuell 1 € A hinzufiigen, diirfen wir annehmen, dass 5, = 1 ist. Indem
wir R gegebenfalls durch sein Bild unter dem Ringhomomorphismus

p:R—=A r—r-1

ersetzen, diirfen wir annehmen, dass R C A. Da {f,...,5,} den R-Modul
A erzeugt, haben wir fiir das gegebene a und jedes 1 < j < n eine Gleichung

n
a-fBj = erkﬁk mit r;, € R

k=1

und damit ein Gleichungssystem

n

Z(Tjk —djpa) -z, =0 1<j<n (%)

k=1

mit dem Kroneckersymbol ;. Das Gleichungssystem hat das Tupel (4, ...,
Br) als nicht-trivale Losung. Wire A ein Korper, konnten wir daraus schlie-
Ben, dass det(r;; — ad;r) = 0. Damit wére a Nullstelle des charakteristischen
Polynoms det (7, — Xd;x). Dieses Polynom ist normiert und hat Koeffizien-
ten in R, weil die r;, € R sind. Da A kein Kérper ist, argumentieren wir wie
folgt: Sei C' = (¢;x) = (rjr — adjx). Nach dem Laplace’schen Entwicklungsatz
gilt
detC-FE,=C"-C,

wobei C* = (cj;) die zu C' adjungierte Matrix ist. Aus () erhalten wir

0=> ¢ (chk-ﬁk> =) e Be=) detC-by- B =det C- By,
j=1 k=1

kj=1 k=1

Da (#; = 1, folgt det C' = 0. Wir sind fertig. O

7.5 Definition: Eine Ringerweiterung R C A heifit ganz, wenn jedes a € A
ganz iiber R ist.

Die Ringerweiterung heifit endlich, wenn A als R-Modul endlich erzeugt ist.
7.6 Jede endliche Ringerweiterung ist nach 7.4 ganz.

7.7 Ganzheitskriterium: Seien R C A Ringe. Fiir a € A sind dquivalent
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(1) a ist ganz iiber R.
(2) Rla] C A ist als R-Modul endlich erzeugt.

(3) Es gibt eine Unteralgebra B C A, die a enthélt und als R-Modul endlich
erzeugt ist.

Beweis: (1) = (2): Nach Definition ist R[a] = {g(a);q € R[X]|} C A. Sei
f € R[X] ein normiertes Polynom vom Grad n mit f(a) = 0 in A. Da f
normiert ist, gibt es nach dem Divisionsalgorithmus Polynome ¢, € R[X],
so dass

g=q-f+r r =0 oder gradr < n.
Da f(a) = 0 ist, ist g(a) = r(a), und somit ist {1,a,a?,...,a" '} ein Erzeu-
gendensystem von RJal.
(2) = (3): Nehme B = Rlal.
(3) = (1): folgt aus 7.6. O

7.8 Satz: (vergl. 4.5) Sind R C A und A C B endliche Ringerweiterungen,
dann ist auch R C B endlich.

Beweis: Sei A= Ra; + ...+ Rap und B=A-b; +...+ A-b. Dann ist

B:Ra1b1+...+Rakb1+...+Ra1bl—i—...+Rakbl.

7.9 Lemma: Fiir eine Ringerweiterung R C A sind dquivalent

(1) Es gibt endlich viele Elemente ay,...,a, in A, die iiber R ganz sind,
so dass A = Rlay, ..., a,).

(2) R C A ist endlich.

Beweis: (2) = (1) ist klar: Ist {ay,...,a,} ein Erzeugendensystems des R-
Moduls A, dann gilt A = Rlay, ..., n]. Nach 7.6 ist jedes a; ganz iiber R.

(1) = (2): Vorsicht, ay,...,a, erzeugen A als Ring, nicht als R-Modul!

Wir beweisen diesen Teil durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist nichts zu

zeigen. Sei also n > 1 und B = R|ay,...,a,_1]. Dann ist A = Bla,], und a,
ist ganz iiber B. Nach 7.7.2 ist B C A endlich. Nach Induktion ist R C B
endlich. Also ist auch R C A endlich. O
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7.10 Definition und Satz: Sei R C A eine Ringerweiterung. Dann ist
C ={a € A; aist ganz iiber R}
ein Unterring von A, der R umfasst. C' heifit ganzer Abschluss von R in A.

Beweis: Offensichtlich gilt R C C'. Sind a,b € C, dann ist R C R[a, b] nach
7.9 endlich, also sind a - b und a £ b ganz iiber R nach 7.6. 0

7.11 Definition: Sei R C A eine Ringerweiterung. R heifit ganz abgeschlos-
sen in A, wenn R mit seinem ganzen Abschluss in A {ibereinstimmt.

Ist R ein Integrititsring, dann heiit R ganz abgeschlossen, wenn R in
seinem Quotientenkorper ganz abgeschlossen ist.

7.12 Satz: Sei R C A Ringerweiterung und C der ganze Abschluss von R
in A, dann ist C' ganz abgeschlossen in A.

Beweis: Sei a € A ganz iiber C' und
A"+ cp a4 cg=0 mit ¢ eC

eine Ganzheitsgleichung fiir a iiber C. Dann ist a ganz tiber R|co, ..., ¢, 1].
Da jedes ¢; iiber R ganz ist, ist R C Rlcg,...,c,—1] nach 7.9 endlich.
Da Rlco,...,cn-1] C Rco,...,cn-1][a] nach 7.7 endlich ist, ist auch R C
R[co, ..., cn1]]a] endlich. Nach 7.6 ist a ganz iiber R, also a € C'. O

7.13 Satz: Fiir Ringe R C A C B gilt:

R C Aganz und A C B ganz <= R C B ganz.

Beweis: Sei C' der ganze Abschluss von R in B.

“=": Da R C A ganz ist, folgt A C C. Da A C B ganz ist, ist auch C C B
ganz. Aber C' ist ganz abgeschlossen in B, so dass C' = B. Also ist R C B
ganz.

“«<": trivial, dann jedes b € B ist ganz iiber R. O

7.14 Lemma: Sei R Unterring eines Kérpers F. Sei a € F' algebraisch iiber
dem Quotientenkérper K von R (beachte, die Inklusion R C F' erweitert zu
einem Monomorphismus K C F'). Dann gibt es ein r # 0 aus R, so dass 7-a
ganz iiber R ist.
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Beweis: Sei f = X"+c¢, 1 X" '+.. .4y aus K[X] das Minimalpolynom von
a. Sei r das Produkt der Nenner der ¢;. Dannist r-¢; € Rfiiri =0,...,n—1.
Multiplizieren wir die Gleichung f(a) = 0 mit r”, erhalten wir

0=(ra)" +r-co1(ra)" ' +r2c, o(ra)" >+ ... +7" - co.
Dies ist die Ganzheitsgleichung fiir r - a. 0
7.15 Satz: Jeder faktorielle Ring R ist ganz abgeschlossen.

Beweis: Sei K der Quotientenkorper von R und % € K Nullstelle eines
normierten Polynoms f € R[X]. Nach dem Satz von Vieta gilt s|1, d.h. s ist
eine Einheit in R und £ = r - st eR. OJ

7.16 Sei R C A eine Ringerweiterung und f : A — B ein Ringhomomor-
phismus. Ist @ € A ganz iiber R, dann ist f(a) ganz iiber f(R).

Beweis: Wende f auf die Ganzheitsgleichung von a an. |

7.17 Satz: Sei K der Quotientenkorper eines Integritétsringes R und K C
F eine endliche Korpererweiterung. Sei a € F ganz iiber R und R ganz
abgeschlossen. Dann liegt das Minimalpolynom f € K[X] von a bereits in
R[X].

Beweis: Sei Z Zerfallungskorper von f, und f = [[(X —a;) in Z[X], wobei
i=1

a; = a. Nach 4.9 gibt es Erweiterungen von idg zuiK('jrperhomomorphismen
vi: K(a) = Z, aw— a.

Nach 7.16 ist a; ganz iiber p;(R) = R. Ist f = X" + ¢, 1 X" '+ ... + ¢, s0
gilt nach 6.5 4

= (=1)'pi(ar, ..., a,),

wobei p; das i-te symmetrische Polynom ist. Nach 7.10 sind damit alle ¢;

ganz iiber R. Da ¢; € K und R ganz abgeschlossen in K ist, sind alle ¢; € R,
also f € R[X]. O

Cn—i

7.18 Aufgabe: (1) Zeigen Sie: Sei R ganz abgeschlossener Integrititsring
und K sein Quotientenkorper. Sei f € R[X] normiert und seien g, h €
K[X] normierte Polynome, so dass

f=g-h inK[X].

Dann gilt g, h € R[X].
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(2) Beweisen Sie 7.17 mit Hilfe von (1).

7.19 Satz: Sei R C F ganze Ringerweiterung und F' ein Korper. Dann ist
auch R ein Korper.

Beweis: Sei a # 0 aus R. Da % € F ganz iiber R ist, erfiillt es eine Ganz-
heitsgleichung mit Koeffizienten ¢; € R

1 n 1 n—1
— +Cho1 | — +...+C0:0.
a a

Wir multiplizieren mit ¢"~! und erhalten

1 _
=y 1 —aCpg — ... —Coa" T € R.
a

8 Norm und Spur

Sei R ein Ring, A eine nicht notwendig kommutative R-Algebra und M ein
A-Modul. Dann ist M auch ein R-Modul vermége des Ringhomomorphismus

p:R—A r—r-1
8.1 Jedes a € A definiert eine R-lineare Abbildung
apy/r:M—M, v—oa-z.

Wenn wir oy g studieren, wollen wir stets annehmen, dass M ein endlich
erzeugter freier R-Modul ist. Ist B = {e!,... e"} eine R-Basis von M, dann
wird /g bzgl. B durch eine Matrix C(a) = (ci) mit ¢ € R gegeben.
Mit Hilfe von C'(a)) kann man das charakteristische Polynom, die Spur und
die Determinante von ayy/r definieren (s. 8.3). Sie sind unabhéngig von der
Wahl der Basis.

Ist R ein Korper und damit M ein endlichdimensionaler Vektorraum, besitzt
apr/r auch ein Minimalpolynom. Es ist das eindeutig gegebene normierte
Polynom in R[X], das den Kern der Einsetzabbildung

R[X] — EndgM, p+— p(ary/r)

erzeugt. Hier steht EndgM fiir die (nicht kommutative) R-Algebra der R-
linearen Abbildungen M — M mit der Komposition als Algebramultiplika-
tion.
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8.2 Definition: Wir bezeichnen das charakteristische Polynom von as/g
mit Py/r(a) und definieren

SM/R(OJ) = Spur(aM/R), NM/R<CK) = det(aM/R).
Wir nennen Sy g(ar) die Spur und Ny g(or) die Norm von a.

8.3 Aus der Linearen Algebra sollte bekannt sein (wir benutzen die Bezeich-
nungen von 8.1):

Pur(a; X) = det(X - E, — C(a)) = X"+ 71,1 X" 1+ ...+ X + 1y € RIX]
SM/R(Oé) = —Tha= Zcii
Nuyr(a) = (=1)"rg = det C(a).

Ist R ein Korper und p(a; X) das Minimalpolynom von /g, dann ist
p(o; X) Teiler von Pyy/r(a; X), und jeder Primteiler von Pyy/g(o; X) ist Tei-
ler von p(a; X).

8.4 Elementare Eigenschaften: In der gegebenen Situation gilt

1) Smyr(a+ B) = Suyr(a) + Suyr(5)

2 SM/R(T Oé)—T‘ SM/R( ), r € R.

4) Nyyr(a - B) = Nyyr(a) - Nayr(8)

(1)
(2)
(3) Ax A= R, (o, ) = Suyr(a - ) ist eine symmetrische Bilinearform.
(4)
(5) Smyr(a) und Nyr(a) sind aus R.

Beweis: Fiir die Matrizen zur gewéhlten Basis gilt C(a+ 8) = C(a)+ C(B)
und C(r - a) = r - C(a). Damit folgen (1) und (2) aus 8.3. Dasselbe gilt fiir
die Bilinearitit von (3) und fiir (5). Weiter gilt C(«a- ) = C(«a)-C(8). Damit
folgt (4), und es gilt

SM/R(aﬂ) = ch ZZCU 'i

'Lljl

- E E =)
J]
7j=1 =1 Jj=1

= Suyx(f-a)

Also ist die Form (3) auch symmetrisch. O
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8_.5 Satz: Ist in unserer Situation N C M ein A-Teilmodul und sind N und
M = M/N endlich erzeugte freie R-Module, dann gilt fiir « € A

(1) Smyr(e) = Snyr(a) + Sy p(@)
(2) Nuyr(a) = Nyyr(a) - Nyz/p(a)
(3) Puyrlo; X) = Pyyr(e; X) - Pyppla; X)

Beweis: Ist xy,...,x,, Basis von N und sind yq,...,y, € M Elemente, so
dass vy, ...,9, eine Basis von M bilden, dann ist x1,...,2Zmn, Y1, ..., Yy, Basis
von M.

(i) Ist z € M, dann gibt es eine R-Linearkombination fiir z € M
Z=ry,+ ...+ 19,

Da z und 1y +. ..+ 7.y, in derselben Restklasse liegen, ist z — (r1y; +
oo+ 1yn) € N, doh. es gibt s1,..., 8, € R, so dass

z2—(ryr+ ...+ 7)) = $121 + ...+ ST
Also erzeugen x1, ..., %Tm, Y1, ..., Yn ganz M.

(i) Sei S1T1L+ oo+ STy, + 1YL+ o+ Ty =0, siri € R
= :‘:ry

Da x € N ist, folgt 7%, + ...+ .y, = 0 in M, also ry,...,r, = 0. Damit
folgt auch sq,...,s, =0.

Die R-lineare Abbildung
ay:M — M, rz—a-x

bildet N nach N ab, da N ein A-Untermodul ist, und definiert daher R-
lineare Abbildungen

ay:N—= N, az:M— M.

Bzgl. unserer Basis hat C'(«) die Form

o= ("G o)

wobei Cy(a) die Matrix fiir ag7 ist bzgl. {7;,...,7,}. Die Aussagen folgen
nun. 0J
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8.6 Satz: Sei B eine R-Unteralgebra von A, die als R-Modul frei und endlich
erzeugt ist. A sei als B-Modul frei und endlich erzeugt. Dann ist A als R-
Modul frei und endlich erzeugt, und es gilt fiir g € B

Pajr(B; X) = Pp/r(8; X)™  m = Rangg(A.
Sar(B) =m-Sp/r(B) und  Nar(B) = Np/r(8)™.
Beweis: Wir haben einen Isomorphismus von B-Moduln
A= DB™m.

Da B = R", falls Rangp B = n ist, folgt A = R™" als R-Modul. Aus 8.5
folgt fiir M = M; & M, als R-Modul

Pryr(a; X) = Parr(a, X) - Payyr(o; X)
und induktiv das entsprechende Resultat fiir m Summanden. |

8.7 Satz: Sei A eine R-Algebra, die als R-Modul frei und endlich erzeugt
ist. Dann gilt
a€ A" <= Nyp(a) e R".

Beweis: Existiert o, so gilt nach 8.4.4
N(a)-N(a™)=N(a-a™) = N(1) = 1.

Ist umgekehrt N (o) = det(ca/g) invertierbar, dann ist cs/p nach dem La-
place’schen Entwicklungssatz invertierbar. Insbesondere gibt es ein € A, so
dass 1 = au/r(x) = a-x. Esfolgt 1 = N(a)-N(x). Also ist N(x) invertierbar.
Damit gibt es wie eben einy € A, so dass x-y = 1. Es folgt y = (a-x) -y = a.
Also ist z = o™t O
Fiir uns ist die erheblich schonere Situation einer endlichen Korpererwei-
terung K C F von besonderem Interesse.

8.8 Satz: Sei F'/K endliche Kérpererweiterung und f = X" +a, 1 X" ! +
...+ ap aus K[X] das Minimalpolynom von « € F'. Dann gilt mit m = [F :
K(a)]

(1) Preayx(a; X) = f(X)
(2) SK(Q)/K(Q) = —Up—
(3) Ni(ayr(a) = (=1)"ag

34



(4) Pr/x(a; X) = f(X)™
(5) Sp/k(a) = —may_
(6) Np/k(a)=(=1)"""-ag’

Beweis: {1,a,a? ..., a" 1} ist nach 4.3 eine K-Basis fiir K(«). Bzgl. dieser
Basis hat ax(a)/x 1 K(a) = K (o) die Matrix

0\ —agp
1 —ay
Cla) = \\\\0 : , Preyr(a) =det(X - E, —C(a)) = f
AN N |
O 1 —Qp—1

Damit ist (1) gezeigt, und (2), (3) folgen.
Wir wenden nun 8.6 auf K C K(«) C F an. O

Norm und Spur lassen sich auch iiber die Operation der Galois-Gruppe einer
Korpererweiterung bestimmen. Dazu eine Vorbereitung:

8.9 Satz: Sei F//K endliche separable Korpererweiterung. Sei K ein alge-
braischer Abschluss von K und G die Menge aller K-Homomorphismen
F — K. Dann gilt fiir a € F

Spix(a) =Y o(a)  Npx(a)=][]ela).

celG celG
Beweis: Wir diirfen F' C K voraussetzen. Sei n = [K(a) : K] und seien
a=aqy,...,q, die n verschiedenen Nullstellen des Minimalpolynoms f =

X"+ a,_1 X" 1 +...+ap von a. Dann gibt es noch 4.9 genau n verschiedene
K-Homomorphismen

pi K(a) = K, aw— aq.

Da f=T]",(X — ;) in K, gilt

Skyr(a) = —an1=> a;i=Y pia)
i=1 =1
Niyx(@) = (=1)"ag=[[as =[] pi(a)
=1 =1
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Nach dem folgenden Lemma gibt es m = [F': K(«a)] verschiedene Erweite-
rungen von p; zu einem Homomorphismus F' — K. Es folgt nach 8.8

> ola) = m- Zpi(a) = mSk(a)/k (@) = Sr/x(a)

[[o@ = (H Pi(@) = (Nr(a)/rx (@)™ = N/ ().

oelG

O

8.10 Lemma: Sei F'/K eine endliche separable Korpererweiterung, K ein
algebraischer Abschluss von K und ¢ : K — K ein Homomorphismus. Dann
gibt es genau [F : K| verschiedene Erweiterungen o : F' — K von .

Beweis: Nach 4.18 ist F'// K einfach, d.h. es gibt ein a € F', so dass F' = K(a).
Ist f € K[X]| das Minimalpolynom von a, gilt [F' : K] = grad f. Da f
separabel ist, hat es nur einfache Nullstellen in &. Damit gibt es nach 4.9
genau grad(f) viele verschiedene Erweiterungen o : F' — K von . O

8.11 Schachtelungsformel: Sei '/ K endliche, separable Erweiterung und
K C L C F ein Zwischenkorper. Dann gilt fir o € F

SF/K(a> = SL/K<SF/L(04))7 NF/K(Oé) = NL/K(NF/L(Q))-

Beweis: Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Wir diirfen annehmen,
dass F' C K. Wie im Beweis von 8.9 gezeigt, gibt es n = [L : K| verschiedene
K-Homomorphismen p; : L — K, und jedes p; hat m = [F : L] Erweiterun-
gen o

O'i’jZF—>K, jzl,,m
Dann haben wir vermége o, ; Teilkorper

pi(L) =0;1(L) C 0;1(F) C K.
Die weiteren p;(L)-Homomorphismen o;;(F) — K sind dann

044 © O';ll : O'i,l(F) — R

Wir erhalten

Spx(a) = Z Z%j(a) = Z ZUW 00,1 (7i1(a))
= Z Sai1F/PiL(Ui,1(a>) (;) Z UiJ(SF/L(Oé))
() Zpi(SF/L(oz)) = Sp/k(Sr/L())
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(%) gilt, weil 0, : (F, L) — (0,1 F, p;L) ein Isomorphismus von Paaren ist.
(xx) gilt, weil Sp/r(a) € L und 0,4 |L = p; ist.

Fiir die Norm ist der Beweis analog. 0
8.12 Satz: Sei R ein ganz abgeschlossener Integritétsring und K sein Quo-

tientenkorper. Sei F'/K endliche Korpererweiterung und « € F' ganz iiber R.

Dann folgt
Sr/k(e) € R und  Np/k(a) € R.

Beweis: Nach 7.17 liegt das Minimalpolynom von « iiber K in R[X]|. Damit
folgt der Satz aus 8.8. OJ

8.13 Satz: Sei F//K endliche separable Erweiterung vom Grad [F : K| = n.
Dann gilt

(1) Die Spurabbildung
SF/K = K

ist surjektiv.
(2) Die Bilinearform
FxF—=K, (p)— Spr(a-B)

auf dem K-Vektorraum F' ist nicht entartet.

Beweis: (1) Gibt es ein a € F' mit Sp/g(a) = 7 # 0, dann folgt fiir ein
beliebiges ¢ € K, dass Sp/x((q-r~')-a)=¢-r~'-r=gnach 8.4.2.

Da Sp/k(1) = n, ist 1 ein solches «, falls char(K') = 0 oder char(K) { n. Ist
das nicht der Fall, beziehen wir uns auf Aufgabe 8.16: Gilt

Spx(@) =) o) =0

a

fiir alle K-Morphismen ¢ : ' — K und alle o, dann wiren die o linear
abhéngig im Widerspruch zu 8.16.

(2) Wir miissen zeigen, dass fiir festes a # 0 die Abbildung
F— K, B Spxa-p)

nicht die Nullabbildung ist. Wire das der Fall, dann wire S/ die Nullab-
bildung, weil F' ein Kérper ist. Das widerspricht aber Teil (1). O]
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8.14 Sei Q C K eine endliche Erweiterung und Og C K der Teilring der
itber Z ganzen Zahlen. Nach 8.12 sind Norm und Spur Abbildungen von
Paaren

8.15 Beispiel: Sei d quadratfrei. Wir wollen Norm und Spur fiir die qua-
dratische Erweiterung Q C K = Q(+/d) bestimmen. Nach 4.9 gibt es genau
zwei Q-Morphismen Q(v/d) — Q, néimlich die Identitit und

o:Q(Wd) - QWd) cQ, Vd— —Vd.
Es folgt fiir « = a + bV/d

Skela+bVd) = id(a)+o(a)=a+bVd+a—bV/d=2a
Ngjgla+bvd) = id(a)-o(a) = (a+bVd) - (a —bVd) = a® — db*.

8.16 Aufgabe: Sei M ein Monoid und K ein Korper. Sei F eine Menge von
verschiedenen Homomorphismen f : M — K*. Dann ist F linear unabhéngig
im K-Vektorraum Abb(M, K).

(Hinweise: F heifit linear unabhéngig, wenn jede endliche Teilmenge von F
linear unabhéngig ist. Angenommen {fi,..., f,} mit verschiedenen f; € F
ist linear abhéngig, wihle unter allen nicht-trivialen Linearkombinationen
c1-fi+...¢, - fr, = 0 eine mit minimaler Anzahl von ¢; # 0. Konstruiere
daraus unter Ausnutzung, dass die f; verschieden sind, eine nicht-triviale
Linearkombination mit wenigeren ¢; # 0.)

9 Die Diskriminante

9.1 Definition: Sei R ein kommutativer Ring und A eine R-Algebra, die als
R-Modul frei vom Rang n ist. Dann definieren wir fiir Elemente aq, ..., a,
aus A die Diskriminante

Darlea, ... an) = det(Sa/r(a; - o)) € R.

9.2 Ist (B1,...,0,) ein n-Tupel aus A, so dass §; = > 7 - o mit r;; € R,
j=1
dann gilt
DA/R(BI? B 7ﬂn) - det(rij)2 ' DA/R(alu v 7an)

n

Denn Su/r(Bi- B;) = SA/R((k:Zl TikQu) - (l:il o))
E

_ Q t
= > 7k Sasrlaw, 1) - 15,
kol
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wobei (r;) die Transponierte von (r;;) ist. In Matrizenschreibweise erhalten
wir

(Sa/r(Bi - By)) = (133) - (Sasr(eu, a;)) - (rij)".
9.3 Fiir eine Z-Algebra A definieren wir die Diskriminante durch
disc(A/Z) = Dajz(ay, ..., o),

wobei {ay, ..., a,} eine Z-Basis von A ist. Nach 9.2 ist disc(A/Z) unabhéngig
von der Wahl der Basis. Denn sind (31, ..., 3,) und (o, ..., a,) zwei Basen,
ist die Transformationsmatrix (r;;) invertierbar und damit det(r;;) € Z*, so
dass det(r;;)* = 1 ist. Fiir allgemeinere Ringe ist disc(A/R) nur bis auf Mul-
tiplikation mit Quadraten von Einheiten aus R eindeutig bestimmt. Daher
definiert man in diesen Fillen disc(A/R) als das Ideal in R, das von allen
Da/r(ar,...,0q), {a1,...,0,} eine R-Basis von A, erzeugt wird.

9.4 Satz: Sei R ein Integritétsring. Sei A eine R-Algebra, die als R-
Modul frei vom Rang n ist. Sei {ai,...,®,} eine R-Basis von A und
Dasgr(ay,...,0p) # 0. Dann ist {#,...,3,} genau dann eine R-Basis von
A, wenn

Da/r(Br,...,Bn) = - Da/r(ay,...,0) mit pe R
Beweis: Sei ; =) r;; - o; mit r;; € R. Dann gilt
Dar(Biy -, Ba) = det(ry;)* - Dajr(an, ..., an)
{B1,...,B,} ist genau dann R-Basis von A, wenn det(r;;) invertierbar ist. Da

R Integritétsring ist, entspricht det(r;;)?* dem 2. O

Wieder interessiert uns besonders der Fall von endlichen Kérpererweiterun-
gen F/K.

9.5 Satz: Ist F//K _endliche separable Kérpererweiterung von Grad n und
sind o; : FF — K die n verschiedenen K-Morphismen, dann gilt fiir
Aty ...,0, € F

DF/K(OQ, C ,Oln) = det(ai(aj))z.
Beweis:

Dp/k(on, ... an) = det(Sp/k(a;-a;)) =det(D> -, on(i - j))
det(D_), on(ci) - ox(a;)) = det((on())in - (ox())r,)
det(or(a;))>.

OJ

Der Beriff “Diskriminante” tritt auch im Zusammenhang mit Polynomen auf:
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9.6 Definition: Sei f € K[X]| ein Polynom vom Grad n und Leitkoeffizi-
ent c. Sei f = c- [](X — a;) seine Faktorisierung in Linearfaktoren in K[X],

i=1
dann nennt man

D(f) = H (o — Oéj)2

1<i<j<n

die Diskriminante von f.
Wir wollen uns jetzt mit der Verbindung von D(f) und Dp/x beschéftigen.

9.7 Satz: Sei F' = K(a), a € F separabel iiber K, sei f € K[X] das
Minimalpolynom von a und grad(f) = n. Dann gilt

Drix(La,0?,...,a" ") = D(f).

Beweis: Da a separabel ist, hat f verschiedene Nullstellen oy, ..., a, in K,
und wir haben n verschiedene K-Morphismen.

O'Z‘IF—>K, o= Q4.

Es folgt: o;(a?) = o und mit 9.5

2 n—1y 2
1 o of ... of
2 n—1
_ i Qg e
Drx(l,a,...,a" ") = det(o;(a?™"))* = det 2 2
2 n—1
1 ap o ... ap

Die rechte Seite ist das Quadrat der Vandermonde-Determinante. Aus
Ubungsaufgaben kennt man diesen Wert: ([ (a; — ;). O

1<i<j<n

9.8 Satz: Unter den Voraussetzungen von 9.7 gilt

Dpji (L, ,a" ) = (1) 02N e (f'(a).

Beweis: f = ﬁ(X — ), f XZ: ﬁ( — ;). Also f'(a;) = [[(e; — ay)

=1 Rt =y
Neyr(f HU] = || f(oj(e)) = Hf/(aj> = H (a; — o)
j=1 =1 1<iAj<n
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In diesem Ausdruck kommt der Faktor (a; — o) fiir ¢ < j genau zweimal
auf, namlich als (o; —a;) und (a; — ;) = —(a; — a;). Wir erhalten fiir jedes

Paar i < j also —((a; — a;)?. Es gibt aber davon ”27’" = @ Also

N/ (f'(a) = (=)nn=b20 T (ey — ay)?

1<i<j<n

= (_1)n(n71)/2 . DF/K(L o, ... 70/171)
0

9.9 Folgerung: Ist K C F endliche separable Erweiterung und {f1, ..., 8,}
eine K-Basis von F', dann ist

DF/K(BI; Ce ,Bn) 7£ 0.

Beweis: Nach 4.18 ist K C F' einfach, d.h. es gibt ein o € F, so dass
F = K(a). Nach 4.3 ist {1,a,a?,...,a" '} eine K-Basis von F. Das Mi-
nimalpolynom f von « ist separabel und hat daher nur verschiedene Null-
stellen. Es folgt direkt aus der Definition, dass D(f) # 0. Aus 9.7 folgt

Dp/k(1,a,0?,...,a" ") # 0 und nach 9.4 auch Dp/g(B1,...,0,) #0. O

nfl)

Wir wollen nun eine Methode zur Berechnung von Dp/k(1,a, ..., « an-

geben, fiir die man « nicht explizit zu kennen braucht.

9.10 Satz: Sei F' = K(«), « separabel iiber K mit Minimalpolynom f =
X"+ a, 1 X" 4.+ a1 X + ap. Dann gilt

Po P1 P2 .- DPn-1
DF/K(l,a,...,a"’l) = det p:1 p:2 p,g Pn
pn'fl pn pn'+1 e p21;72
wobei pp, = o + ok + ... +af und a4, ..., a, die Nullstellen von f sind.

Beweis: Sei V' die Vandermonde-Matrix aus den Beweis von 9.7. Dann gilt

Dp/k(1,...,a" 1) =det(V'- V), aber

n Sap Sta2 ... S al!
Vt-V: ZO(Z : : .

o Lo
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9.11 Die py lassen sich rekursiv wie folgt berechnen

k
po=n (n—kant = Y anjpej 0<k<n
j=0
k
P1 = —Up_1 0 = Zan—jpk—j k> n.
=0

Beweis: f' = > i-a;- X7 = > [](X — ;). Es folgt wegen f = [](X — )
i=0 k=1 ik i=1

(7%
= k=1 X k=1 j=0
Also
il i ap o+ tad ; Dj
S = (Yo ) (L) (L) (38 )
i=0 i=0 =0 i=0 =0
Umkehren der Summationsreihenfolge gibt
3 ¥l PILT IR
i=0 =0 \j+k=i
Koeffizientenvergleich ergibt
(n—)ani = > anp-pix 0<i<n
k=0
0 = Zan—k Pi—k (>
k=0
O

9.12 Aufgabe: Berechnen Sie nach dieser Methode fiir a # 0
D(aX?+bX +¢) und D(X?+bX +c).

9.13 Beispiel: Sei f = X™ 4+ bX + ¢ aus K[X] irreduzibel und separabel.
Dann gilt
n(n—1)

D(f) = (—1) 5 (e L (1) — 1)),
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Beweis: Sei 3 Nullstelle von f und v = f'(3) = ng" ! +b in K. Gesucht
wird D(f) - -DF/K<]-7 67 s ’Bn—l) - (_1)n(n_1)/2NF/K<’Y)
Aus der Gleichung 5" + b + ¢ = 0 erhalten wir

n-B" M nb+nest =0, also
—nc
v+ (n—1)b

Es folgt K () = K(v). Damit hat das Minimalpolynom von ~ ebenfalls den
Grad n. Wir schreiben

—nc B (—nc)” —nch P(X)
f(X+(n—1)b> T X - X+ m-Db ¢ Q)

v=-ncft—nb+b=—(n—1)b—ncpf™!, also B =

mit P(X) = (X +(n—1b)" = nb(X + (0 — D" + (~1)" -n" - und
1
QX) = Z(X + (n—1)b)"
Dann gilt P(y)/Q(v) = f(8) = 0. Also P(y) = 0. Damit ist P das Minimal-
polynom von ~. Es folgt

Ne(y) = (=1)"((n = 1)"" = nb(n — 1)"716" " + (=1)"n"c"™)
— el (=) = D),

10 Ganze Basen

10.1 Konvention: Fiir das Weitere sei R ein ganz abgeschlossener Inte-
gritdtsring, K sein Quotientenkdérper und K C F' eine endliche separable
Erweiterung. Weiter sei B der ganze Abschluss von R in F.

Man erhilt sofort
10.2 R=BnNK, Spik(x)e R, Npk(r)e R VreDB

R = BNK, denn R ist ganz abgeschlossen. Nach 7.17 ist das Minimalpolynom
von x aus R[X]. Damit folgt der Rest.

10.3 Lemma: Sei {ay,...,a,} C B eine K-Basis von F' mit Diskriminate
d. Dann gilt (beachte d # 0 nach 9.9)

R-a1+...+R-anCBCR-(%)+...+R-(%).
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Beweis: Sei a = aja; + ... + a0, € B mit a; € K und seien 0 : F' — K,
7 =1,...,n die n K-Homomorphismen von F' nach K. Dann gilt

oj(a) = Z a; - (). (*)

D.h. (ai,...,a,) ist eine Losung des Gleichungssytem (x). Da nach 9.5
det(o;(a;))* = Dpji(an, ..., a,) = d # 0, konnen wir die Cramer’sche Regel
anwenden. Ist § = det(o;(a;)), so gibt es Elemente 8; € K, so dass

B
&

Q;

Es folgt f;- 0 =a;-d e K,alsod-a="> daa; = > (8 - §)ay, da §% = d.
i=1

i=1
Da die ; ganz iiber R sind, sind die ¢;(c;) ganz iiber R. Die 5, sind die
Determinante der Matrix (o;(c;)) mit der Spalte der o;(cy) ersetzt durch
die ¢;(a). Damit sind die 8, € K ganz iiber R und damit auch 3 - §. Da
bk -0 € K, folgt Bi - 6 € R fiir alle k. Wir erhalten die zweite Inklusion. Die
erste Inklusion ist klar. O

10.4 Definition: {f,...,[,} C B heifit ganze Basis von B iiber R oder R-
Basis von B, wenn {f, ..., 3,} eine Basis des R-Moduls B ist (insbesondere
ist B frei und endlich erzeugt).

Ganze Basen brauchen nicht zu existieren. In den uns interessierenden Fallen
ist B aber frei.

10.5 Satz: Unter der Konvention 10.1 gilt
(1) B ist Untermodul eines freien R-Moduls vom Rang m = [F: K].
(2) Ist R Hauptidealring, dann ist B frei vom Rang m = [F : K.

Beweis: Sie {f,..., 3} eine K-Basis von F. Nach 7.14 gibt es ein r € R,
r # 0, so dass {rf,...,rBn}t C B. Da {rpi,...,r5,} eine K-Basis von F'
ist, diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass {f,...,n} C B. Aus Lemma 10.3
folgt dann

R-61+...+R~ﬁchcR-<%>+...+R~(%”) (%)
Linke und rechte Seite sind freie R-Moduln vom Rang m = [F': K|. Ist nun
R ein Hauptidealring und B Untermodul eines freien R-Moduls M von Rang
n, dann ist B selbst ein freier R-Modul vom Rang < n nach 5.9. Also folgt

in diesem Fall aus (x), dass B ein freier R-Modul vom Rang m ist. O
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10.6 Folgerung: Ist R Hauptidealring, dann ist jede R-Basis von B eine
K-Basis von F.

10.7 Definition: Ein algebraischer Zahlkérper K ist eine endliche Erweite-
rung Q C K.

Als faktorieller Ring ist Z ganz abgeschlossen nach 7.15. Ist K ein Zahlkorper,
dann ist Q C K endlich und separabel. Wir sind in der Situation unserer
Konvention 10.1.

10.8 Bezeichnung: Ist K ein Zahlkorper, dann bezeichne Ok den ganzen
Abschluss von Z in K. Wir nennen den Ring Ok den Ring der ganzen Zahlen
in K. Wir nennen disc(Ok/Z) die Diskriminante von K und bezeichnen sie
oft mit K-

Nach 10.5 hat O stets eine ganze Basis. Unser Problem ist es, Ok zu be-
stimmen. Selbst fiir quadratische Erweiterungen ist das nicht véllig trivial
(vergl. Aufgabe 7.3). Das Problem ist mit dem Auffinden einer ganzen Basis
gelost. Hier hilft

10.9 Satz: Sei K ein algebraischer Zahlkorper, [K : Q] = n. Seien
{ag,...,a,} CTOgund {fy,..., 0.} C O Q-Basen von K und {ay, ..., }
sei ganz (d.h. Basis von Of). Sei G C Ok die von {fy,..., 5} erzeugte
Untergruppe von (O, +). Dann gilt

(1) DK/Q(BI;- .. ,ﬂn) = |OK/G|2 DK/Q(OQ, c. 7Oén)
(2) {61, e ,ﬁn} lSt ganz < DK/Q(BI; e 7/811) = DK/Q(Oéla . ,Oén)

(3) DK/Q(BI,--wﬂn) € Z und DK/Q(ﬁl, R ,Bn) = { (1) oder mod 4

10.10 Stickelbergers Theorem: ix = { (1) oder mod 4

Beweis: Nach 10.6 ist jede Z-Basis von Ok eine Q-Basis von K. Damit folgt
10.10 aus 10.9.3. O]

Beweis von 10.9: O ist ein freier Z-Modul und G C Ok ist ein freier
Teilmodul vom Rang n. Nach 5.10 gibt es eine Basis {o/,...,a}} von Ok
und Zahlen aq,...,a, € Z, so dass {1, ..., .} mit 5! = a; - o/, Basis von G
ist. Es folgt

Ox/G=Z/ay X ... xZL]ay,.
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Aus 9.2 folgt
Diso(Bi, ... 8y) = (][ a?)-Diyaldl, ... 0}) = |0k /G Dicjg(cs, ... o).
=1

Die Transformationsmatrizen 7) zwischen den Basen {f,...,03,} und
{61,..., 8.} und T, zwischen den Basen {a,...,a,} und {of, ..., } sind
ganzzahlige invertierbare Matrizen, so dass det(7}) € Z*, also (det T;)? = 1.
Es folgt

Drjq(B1s- -+, Bn) = Dryo(Bis - -+ B)
und

Drglon, ..., an) = Drjglal, ..., o)
Damit ist (1) gezeigt, Teil (2) folgt direkt aus (1).
(3) Sei Q der algebraische Abschluss von Q. Wir diirfen voraussetzen, dass
K C Q. Seien 0; : K — Q, i = 1,...,n die verschiedenen Q-Morphismen.
Nach 4.18 gibt es ein 7 € K, so dass K = Q(7). Sei Z der Zerfillungskorper
des Minimalpolynoms f von . Nach 4.9 ist 0;(y) eine Nullstelle von f, so

dass 0;(K) C Z. Daher fassen wir die o; als Q-Morphismen K — Z auf. Wir
schreiben

det(c;(5;)) Z sign(m) - 071 (B1) - .. - 0pn(Bn) = P — N,

TEX,

wobei P die Summe iiber die geraden Permutationen 7 und N die iiber die
ungeraden ist.

Sei 0 € Gal(Z/Q). Da 0;(K) C Z, ist 0 0 g, eines der o;. Da o ein Korper-
homomorphismus ist, folgt

o(det(o;(5:))) = det(a 0 0;(5:)).

Damit ist o(det(o;(5;))) die Determinante einer Spaltenpermutation der Aus-
gangsmatrix, d.h. es gibt ein 7 € X,,, so dass mit a;; = 0;(5;) gilt

o(det(a;y)) = Z SIgN(T) - A1 er(1) - - Anrr(n) setze ToT = A
TI'EEn
= Z sign(Ao 77 1) ~aina) « - - - Anagm)-
AET,

Ist sign(7) = 1, erhalten wir o(P) = P und o(N) = N, ist sign(7) = —1,
erhalten wir o(P) = N und o(N) = P. Also haben wir in beiden Féllen

o(P+N)=P+N und o(P-N)=P-N.
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Damit liegen P + N und P - N im Fixkorper der Galoisgruppe, also nach
4.23 in Q. Da aber alle §; ganz sind, sind alle ¢;(5;) ganz, also auch P und
N. Es folgt P+ N € Zund P- N € Z, und damit

Dio(B1, .-, Bn) = (P — N)?> = (P+ N)?— 4PN € Z.
Weiter gilt
(P+N)?—4PN = (P+ N)*>=0oder 1 mod 4,
weil 0 und 1 die einzigen Quadrate mod 4 sind. O

10.11 Warnung: Wir haben gezeigt, dass (det(o;(5;)))* € Z, aber nicht,
dass det(o;(5;)) € Z.

10.12 Beispiel: Sei m € Z quadratfrei. Dann ist {1,1/m} eine Q-Basis von
Q[v/m] = K aus ganzen Elementen.

Es folgt 0x = m oder 4m. Denn ist G die von {1, /m} erzeugte Untergruppe,
gilt Dy /o(1,/m) = |Ok /G- 0. Ist {1,/m} nicht ganz, dann ist Og # G,

so dass Dg/g(1,+/m) einen quadratischen Faktor enthélt. Da m quadratfrei
ist, kann das hochstens die 4 sein.

Ist m = 2,3 mod 4, kann nach Stickelbergers Theorem nur 4m die Diskri-
minante sein. Nach 9.4 ist dann {1, /m} eine ganze Basis.

Ist m = 1 mod 4, kénnen wir so nicht schliefen. Es koénnte sein, dafl
|Ok /G| = 2 ist. Nach 5.10 gibt es eine Basis {ay,as} von Ok, so dass
{a1,2 - an} eine Basis von G ist. Wir probieren es mit ag = Hﬁ :

1 Vp?—4

M:—B—l—u, falls p = —1 und m =1 — 4q.

2 2 2

Dam =1 mod 4, gibt es ein solches g € Z. Also ist 1+5/m als Nullstelle von

X? — X + g ganz iiber Z. Da 2 - (%) aus G ist, folgt nach 10.9, dass

{1, 1+ﬁ} eine ganze Basis von O ist.

10.13 Weitere Beispiele

(1) Sei « Nullstelle des irreduziblen Polynoms X? + X + 1 in seinem
Zerfallungskorper. Dann ist {1, o, a?} Q-Basis von K = Q(«a). Nach
9.13 gilt

Dio(1,a,0%) = D(X® 4+ X +1) = (=1)*¥2(3 4 (-1)2 - 2%) = —-31.
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Da —31 quadratfrei ist, ist dies eine ganz Basis nach 10.9.1. Also folgt

OK = Z[a]

(2) f=X3— X —1. Wieder ist {1, , a*} ganze Basis, da

Df) = (~1)" (1) + (1) 2 (-1)) = =23,

(3) f=X"—X -1
D(f) = (=1)°42(55 . (=1)* + (=1)* - 4* - (—=1)%) = 3125 — 256 = 2869

D(f) =19-151. Also ist D(f) wieder quadratfrei, so dass Ox = Z[a]
mit ganzer Basis {1, a, a?, o a'}.

Die Beispiele belegen, dass es ohne den Einsatz theoretischer Uberlegungen
oft schwierig sein kann, ganze Basen zu finden. Das folgende Ergebnis soll
dabei helfen.

10.14 Satz: Ist K ein algebraischer Zahlkorper, dann ist Ok der grofite
Unterring von K, der als abelsche Gruppe unter + endlich erzeugt ist.

Beweis: Wir wissen, dass O freie abelsche Gruppe vom Rang [K : Q] ist.

Sie nun A ein Unterring von K, der als abelsche Gruppe endlich erzeugt ist.
Nach 7.4 ist jedes a € A ganz tiber Z, da Z C A endlich ist. Also ist A C Ok.
O

Teil 111
Die Idealklassengruppe

11 Historische Vorbemerkungen

Den Mathematikern des 19. und 20. Jahrhunderts war es ein Dorn im Auge,
dass sie keinen Beweis fiir die Fermat-Vermutung fanden:
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hat keine nicht-triviale Losung in N3, falls n > 3.

Fiir kleine n wurde das z.T. mit grofem Aufwand gezeigt, wobei die Zerle-
gungsmethode eine zentrale Rolle spielte. Ich demonstriere sie an folgendem
Beispiel.

11.1 Beispiel: Gesucht werden die Losungen der diophantischen Gleichung
2> =y'+8
d.h. alle ganzzahligen Losungen.

Ist (z,y) € Z? eine Losung, dann sind (+x, +y) in allen Kombinationen von
+ ebenfalls Losungen. Es geniigt also, die Losungen in N? zu bestimmen.
Seien also x,y € N.

=yt +8 = 8:x2—y4:(x—y2)-(x+y2).

Jetzt nutzen wir die eindeutige Primfaktorzerlegung von 8 in N aus: Es gibt
keine Losung mit y = 0. Also ist

0<x—y*<z+19°

(Da x + y? > 0, muss auch  — y* > 0 sein). Damit haben wir zwei Félle:

1. Fall: 2 — 9> =1 und z + y? = 8,

2. Fall: x —y?> =2 und v + y* = 4.

Addieren wir die beiden Gleichungen im 1.Fall, erhalten wir 2z = 9, eine

Gleichung, die in N keine Losung hat. Im 2. Fall erhalten wir 2z = 6, also
r = 3, und damit y* = 1. Es folgt (z,y) = (3,1) ist die einzige Losung in N2,

Gabriel Lamé (1795-1870), der 1839 mit groBem Einfallsreichtum einen Be-
weis der Fermat-Vermutung fiir n = 7 gefunden hatte, trug 1847 vor den Mit-
gliedern der Pariser Akademie der Wissenschaften einen allgemeinen Beweis
der Fermat-Vermutung vor, indem er die Fermat-Gleichung im Ring gan-
zer Zahlen Ok eines geeigneten Kreisteilungskoérpers K zerlegte und dann
dghnlich, wenn auch erheblich komplexer, wie wir im Beispiel 11.1 argumen-
tierte. Dabei benutzte er natiirlich implizit, dass O ein faktorieller Ring ist.
Am Ende seiner Rede dankte er Joseph Liouville, dass er ihn auf die Idee
gebracht habe, eine solche Faktorisierung mit Hilfe der komplexen Zahlen
zu versuchen. Liouville holte Lamé in die Wirklichkeit zuriick, indem er ihn
auf die entscheidende Liicke im Beweis hinwies: Woher wusste er, dass die
Faktorisierung eindeutig war.

Lamé konnte diese Liicke nicht schlieBen. Beschdmt schrieb er seinem Freund
Dirichlet: “Wenn Du nur in Paris gewesen wérest, oder ich in Berlin, dann
wiére dies alles nicht geschehen”.
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In der Tat hétte Dedekind ihn auf eine Arbeit von Ernst Eduard Kummer
(1810-1893) aus dem Jahre 1844 in der vollig unbekannten Gratulationsschrift
der Universitdat Breslau zur Jubelfeier der Universitdt Konigsberg hinwei-
sen konnen, in der Kummer bewies, dass die eindeutige Primfaktorzerlegung
nicht in allen Ringen von ganzen Zahlen von Kreisteilungskorpern gilt.

Ein Beispiel dafiir, das Ringe ganzer Zahlen nicht faktoriell zu sein brauchen,
haben wir in der Einfithrung kennen gelernt, auf das wir jetzt nochmals
eingehen wollen.

11.2 Beispiel: Im Korper K = Q(v/—5) ist Ox = Z[/—b]| =Z +Z - /=5
nach 7.3 oder 10.12. Es gilt in O

6=2-3=(1++vV=5)(1++-5) (11.2%)

Die Zahlen 2, 3,1+ +/—5 sind irreduzibel. Dies folgt sofort aus Normbetrach-
tungen:

Nikg(2) =4, Ni@) =9, Ngp(l+v-5)=E6.
Die Norm eines beliebigen Elementes in O ist positiv und damit in N.

Nach 8.7 ist + € Ok damit genau dann eine Einheit, wenn N g(z) = 1.
Wiéren 2,3, 14+/—5 reduzibel, gébe es Elemente x,y € Og mit Ng g(r) = 2
bzw. Nk/o(y) = 3. Da aber

N(a + bV/—=5) = a® + 5b°,

ist das unmoglich. Aus demselben Grund sind 2,3 und 1 4+ ++/—5 nicht
assoziiert.

Wire Ok faktoriell, dann hétten wir zwei grundsétzlich verschiedene Faktori-
sierungen von 6 in Primelemente, denn in faktoriellen Ringen sind irreduzible
Elemente prim.

Angeregt durch die Zahlbereichserweiterungen wie der damals gerade erfun-
denen komplexen Zahlen, hatte Eduard Kummer die Idee, Ringe ganzer Zah-
len Ok durch sogenannte “ideale Zahlen” zu erweitern, so dass sich die Ele-
mente aus Ok eindeutig als Produkte idealer Zahlen schreiben lassen. In
unserem Beispiel miifite es dann “ideale Zahlen” x1, x5 mit Norm 2 und v, y»
mit Norm 3 geben, so dass

I+v->b=x1-y1, 1=V-=50=wa 12, 2=2x1 -T2, 3=y Yo,

und das Problem mit Gleichung 11.2 % wére aufgelost.
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Aus den “idealen Zahlen” hat Richard Dedekind (1831-1916) die Idealtheorie
entwickelt. Das ist nicht iiberraschend: Ist x “ideale Zahl”, so soll sie Teiler
einer Zahl a € Ok sein, sie soll die Teilbarkeitsregeln erfiillen.

zlaund z|b = zla £ bund z|t -a Va,b,t € O.
AuBlerdem soll sie durch die Menge der Zahlen, die sie teilt, also durch
{a € O; z|a}

eindeutig bestimmt sein. Aber diese Menge ist das “von z erzeugte Ideal”.

Kummer konnte sein Programm fiir viele, aber nicht fiir alle Ringe Ok
durchfiihren.

12 Dedekind-Ringe

12.1 Definition: Ein R-Modul heifit noethersch, wenn jeder Teilmodul end-
lich erzeugt ist. Ein Ring R heift noethersch, wenn er als R-Modul noethersch
ist.

12.2 Da die Untermoduln des R-Moduls R genau die Ideale von R sind, ist
ein Ring noethersch, wenn jedes Ideal als R-Modul endlich erzeugt ist.

Wir verschaffen uns jetzt einige Werkzeuge fiir noethersche R-Moduln.

12.3 Satz: Fiir einen R-Modul M sind dquivalent

(1) M ist noethersch.

(2) M erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung, d.h. jede Kette von Teil-
moduln

ngNggNgg...
von M ist endlich.

(3) M erfilllt die Mazimalititsbedingung, d.h. jede nicht-leere Familie von
Teilmoduln von M besitzt einen maximalen Teilmodul.

Beweis: (1) = (2): Setze N = |JN;. Damit ist N ein Teilmodul von M,
also endlich erzeugt, etwa N = Rxy + ... + Rx,. Da jedes z; in einem der
Teilmoduln Ny liegt, gibt es ein Ny, das alle enthélt. Also N = Ny.
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(2) = (3): Sei F eine nicht-leere Familie von Teilmoduln von M. Wéhle
ein Ny € F. Ist Ny nicht maximal in F, gibt es einen groferen Teilmodul
Ny & Ny aus F. Diesen kénnen wir nach (2) nur endlich oft finden.

(3) = (1): Sei N ein Teilmodul von M und F die Familie aller endlich
erzeugten Teilmoduln N’ C N. Sei L € F ein maximales Element. Ist L # N,
gibt es ein « € N\ L. Dann ist aber L + R -z ein endlich erzeugter Teilmodul
von N, der grofer als L ist. O

12.4 Satz: Sei M ein R-Modul und N C M ein Teilmodul. Dann gilt

M noethersch <= N und M/N sind noethersch.

Beweis: ,=“ Offensichtlich ist N noethersch. Sei nun p : M — M/N die
Projektion und U C M/N ein Teilmodul. Dann ist p~'(U) ein endlich er-
zeugter Teilmodul: p~*(U) = Rxy,... Rz,. Esfolgt U=R -7, + ...+ R 7T,
mit 7; = p(z;).

,<="“Sei U C M ein Teilmodul. Dann gilt

U/UNN=(U+N)/NC M/N.

Also ist U/UNN endlich erzeugt, etwa von y, . .., uy. Auch UNN ist endlich
erzeugt, etwa von vy,..., v;. Dann ist U von wuq,...,us, vy,...,v erzeugt.
(vergl. Beweis von 8.5). O

12.5 Aufgabe: Zeigen Sie: Jeder Hauptidealring ist noethersch.

Folgendes Resultat ist der Grund dafiir, uns mit noetherschen Ringen und
Moduln zu beschéftigen.

12.6 Satz: Ist K ein algebraischer Zahlkorper, dann ist Ok noethersch, ganz
abgeschlossen, und jedes Primideal p # 0 ist ein maximales Ideal.

Beweis: Wir haben es mit Z-Moduln, also abelschen Gruppen zu tun.
(Ok,+) ist freie abelsche Gruppe vom Rang [K : Q], also endlich erzeugt,
und jede Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe ist endlich
erzeugt. Als ganzer Abschluss von Z in K ist Ok nach 7.12 ganz abgeschlos-
sen, denn nach 7.14 ist K der Quotientenkérper von O.

Sei nun p # 0 ein Primideal. Wir zeigen gleich, dass pNZ = (p), p prim, gilt.

Es folgt, dass F, = Z/(p) ein Unterring von Ok /p, ist. Da (p) C p, ist
Ok /p ein Quotient von Ok /(p) = (F,)", n = [K : Q]. Also ist Of/p ein
endlicher Integritétsring. Aber endliche Integritétsringe sind Korper. Also
ist p maximal. O
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12.7 Lemma: (1) Sind R C A Ringe, J C A ein Ideal und = € J Null-
stelle des Polynoms f = a, X" + a, X" '+ ...+ a; X + ag € R[X],
dann ist ag € J N R.

(2) Ist K ein Zahlkorper und J # 0 Ideal in Ok, dann ist J NZ # {0}.

(3) Ist p # 0 ein Primideal in Ok, dann ist Z Np = (p), p prim.

1

Beweis: (1) ag = —a,, - 2" —a,_12" ' — ... — ajx. Die rechte Seite liegt in .J.

(2) Sei « # 0 aus J. Dann erfiillt = eine Ganzheitsgleichung.
"+ a, 12" . daxta=0 a €Z, ay#0.

(3) ZNp ist ein Ideal in Z. Nach (2) ist es nicht {0}. Da Z/ZNp ein Teilring
von O /p ist, ist Z/Z N p ein Integritéitsring, also Z N p ein Primideal in Z.
U

Die Teilbarkeitslehre der Ideale in Ok macht nur von den Eigenschaften
aus 12.6 Gebrauch. Sie wurde von Dedekind entwickelt. Daher macht man
folgende Definition.

12.8 Definition: Ein Dedekindring ist ein noetherscher, ganz abgeschlosse-
ner Integitétsring, in dem jedes von 0 verschiedene Primideal maximal ist
und der kein Korper ist.

12.9 Satz: Jeder Hauptidealring ist eine Dedekindring.

Beweis: Ein Hauptidealring ist noethersch nach 12.5, als faktorieller Ring
nach 7.15 ganz abgeschlossen und jedes von 0 verschiedene Primideal ist
maximal nach 2.5. O

Dedekindringe sind die natiirliche Verallgemeinerung von Hauptidealringen,
wie folgender zentraler Satz zeigt.

12.10 Satz: Ist R ein Dedekindring, dann besitzt jedes nicht-triviale Ideal
J eine bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlegung

J=pi-p2-..py
in Primideale p; von R. (Nicht-trivial bedeutet J # 0, J # R.)

Das ist ein Satz, wie ihn Kummer sich wiinschte. Sein Beweis ist nicht einfach
und wird uns eine Weile beschéftigen. Als vorgezogene Anwendung beweisen
wir eine Umkehrung von 12.9.
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12.11 Satz: Jeder faktorielle Dedekindring R ist ein Hauptidealring.
Beweis: Sei zundchst p C R ein nicht triviales Primideal, a # 0 aus p und
a=Dpr-..." Dk

seine Primfaktorzerlegung. Da p ein Primideal ist, liegt mindestens einer der
Faktoren, etwa py in p, also (p1) C p. Da (p1) aber maximal ist, folgt (p;) = p.

Ist nun J ein beliebiges nicht-triviales Ideal und J = p;-. . .-p, seine Zerlegung
in Primideale p; = (p;), dann folgt J = (p1 - p2- ... py). O]

Dem Beweis von 12.10 schicken wir zwel Hilfssatze voraus:

12.12 Lemma: Ist J ein nicht-triviales Ideal in einem noetherschen Ring
R, dann gibt es von 0 verschiedene Primideale p; - ... - p,, so dass

plpngCJ
el

Beweis: Angenommen, dies ist falsch. Wir betrachten die Familie F aller
Ideale von R, fiir die der Satz nicht gilt. Da R noethersch ist, gibt es ein
maximales Gegenbeispiel J. Dieses kann kein Primideal sein, d.h. es gibt
Elemente x,y € R, so dass z -y € J, aber x ¢ J und y ¢ J. Dann gilt

JGJ+(x), J&J+ () uwd (J+(z) - (J+(y)CJ+(z-y) =]

Da J ein maximales Gegenbeispiel ist, enthalten J+ (z) und J+(y) Produkte
von Primidealen # 0 und damit aber auch J, ein Widerspruch. 0

12.13 Lemma: Sei p Primideal in einem Dedekindring R. Sei K der Quo-
tientenkorper von R und

p'={recK;z-pCR}
Dann gilt:
(1) p~! ist ein R-Modul.

(2) Ist J C R ein Ideal, dann ist J - p~' := {>" ja;- 255 n €N, q; €
J, x; € p~t} ebenfalls ein R-Modul, und es gilt J-p~t # J, falls J # 0.

Beweis: Die Modulstruktur ist in beiden Féllen klar. Sei nun a # 0 aus p.
Nach 12.12 gibt es Primideale p; #£ 0, ¢ =1,...,r, so dass

pr-p2-...-pr C(a) Cp.
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Wir wéhlen eine Zerlegung mit minimalem 7. Da p prim ist, liegt mindestens
einer der Faktoren, etwa p; in p. Wegen der Maximalitét von p, folgt p; = p.
Wegen der Minimalitét von r ist po - pg - ... - p. Z (a), d.h. es gibt ein b aus
Po-Ps-...-pr,s0dassb & (a) = R-a,alsoa'-b ¢ R. Daaberb-p C (a) = R-a,
ista™!l-b-pC R,alsoa!-bept Esfolgt

p' ¢ R (%)

Sei nun J # 0 ein Ideal von R. Da J Teilmodul von R ist, ist J als R-Modul
endlich erzeugt, etwa von «y, . ..a,. Wir nehmen an, dass J - p~* = J. Dann
haben wir fiir jedes 2 € p~! Gleichungen

n

xT-o; = E TijOéj rijGR.

J=0

Also

n

> (@b —riy)a; =0,

Jj=0

wobei ¢;; das Kronecker-Symbol ist. Sei A = (x - §;; — r;;); ;. Dann ist

o Qg aq
Al ¢ | =0, also 0=A"-A : | =det(A)-
[67% Qp Qn
Ist d = det A, so folgt d-a; = das = ... = da,, = 0. Da ay,...,q, ein

Erzeugendensystem von J # 0 ist, sind nicht alle a; = 0. Da ein Dedekindring
nullteilerfrei ist, ist d = 0. Damit ist x Nullstelle des normierten Polynoms

f(X) = det(X - E, — (ri;)) € R[X],

d.h. z ist ganz {iber R und damit in R, weil R ganz abgeschlossen ist. Es
folgt p~' C R, im Widerspruch zu (). O]

12.14 Aufgabe: Ermitteln Sie die Aussagen des Zorn’schen Lemmas und
des Auswahlaxioms. Finden Sie heraus, was die beiden miteinander zu tun
haben.

Beweisen Sie mit Hilfe des Zorn’schen Lemmas: Jedes Ideal eines Ringes R
ist in einem maximalen Ideal enthalten.

Beweis von 12.10 FEzistenz: Sei F die Familie aller von (0) und R ver-
schiedenen Ideale, die keine Primzerlegung besitzen. Ist F nicht leer, besitzt
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es maximale Elemente .J, da R noethersch ist. Nach 12.14 liegt J in einem
maximalen Ideal p. Als maximales Ideal ist p prim. Aus der Definition von
p~! folgt sofort, dass R C p~!. Also gilt

J=J-RcJ-p'cp-p'CR,

letzteres nach Definition von p~*. Nach 12.13 gilt J & Jp~* und p & pp~*. Da
p ein maximales Ideal ist und pp~! als Teil- R-Modul von R ein Ideal ist, folgt
pp~t = R. DaJ# Jp ! und Jp~! als Untermodul von R ein Ideal ist, folgt
aus der Maximalitit von J, dass Jp~! eine Primzerlegung Jp~! = p;-pa-...-p,
besitzt. Es folgt

J=J-R=Jp" p=pr-pa-.. prop
ein Widerspruch.
FEindeutigkeit: Seien
J:pl'pQ'...'pr:ql'...'qs

zwei Primzerlegungen von J. Da q; ... qs = p1 - ... - ps C p; und p; ein
Primideal ist, ist ein Faktor q;, nach Umordnen gy, in p; enthalten: q; C p;.
Da q; prim ist, ist q; maximal, also q; = p;. Wir multiplizieren mit p;* und
nutzen aus, dass p - p~! = R ist fiir jedes Primideal p # 0. Es folgt

PaP3s-...Pr=0q2:q3: ... (s.
Durch Induktion folgt das Ergebnis. OJ

12.15 Aus dem Beweis halten wir fest:
(1) Ist p ein Primideal, dann gilt R C p~*
(2) Ist p # 0 ein Primideal, dann gilt p-p~' = R

13 Gebrochene Ideale

Sei R ein Dedekindring und K sein Quotientenkorper. Die Ergebnisse von §12
erlauben es uns, in R eine Teilertheorie dhnlich wie in Hauptidealringen zu
betreiben, nur dass wir Elemente durch Ideale ersetzen miissen. Da J-R = J,
verhalt sich R wie die 1, ganz im Sinne der Gleichheit R = (1). Wir schreiben
oft auch:

Ji|J2, wenn Jy C Jy, dies entspricht a|b <= (b) C (a)
Ji, Jo, teilerfremd, wenn J; + J, = (1) = R
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USwW.

Ist p ein Primideal in R, dann verhilt sich der R-Modul p~! € K wie ein
Inverses, denn p-p~! = R, wie wir im Beweis von 12.10 gesehen haben. Diese
Beobachtung wolle wir vertiefen:

13.1 Definition: Ein gebrochenes Ideal von K ist ein endlich erzeugter R-
Untermodul J # 0 von K. Die Ideale von R nennen wir ganze Ideale von K.
(Da R noethersch ist, sind Ideale in R endlich erzeugte R-Teilmoduln von
K.)

13.2 Sei M # 0 ein R-Teilmodul von K. Dann gilt
M ist gebrochenes Ideal <= es gibt einr #0in R, so dass r- M C R.

Beweis: Sei M ein gebrochenes Ideal, M = Rz, +...+ Rz, C K mit z; = 7,
ri, 8 € R.Seir =s1-...-8, Dannist r- M C R. Sei umgekehrt M C K
ein R-Modul, so dass r - M C R fiir ein r # 0 aus R. Dann ist r - M ein
R-Teilmodul von R und damit endlich erzeugt, weil R noethersch ist. Ist
r-M=R-ri+...+R-r, mit r; € R, dann folgt M = R- 2 +...+ R- ™. [

Gebrochene Ideale multiplizieren wir wie ganze Ideal:

Jl'JQZ{ZCLZ"bi; TLGN, aiGJl, biGJQ}.

i=1
Offensichtlich ist J; - Jo wieder ein endlich erzeugter R-Untermodul von K
und J; - Jy # 0. Also ist J; - Jo wieder ein gebrochenes Ideal.

13.3 Satz: Die gebrochenen Ideale J bilden eine abelsche Gruppe Jk, die
Idealgruppe von K. Das Einselement ist (1) = R, das Inverse zu J ist

Jl'={reK;x-JCR)}.
Beweis: Assoziativitdt und Kommutativitat unter der Multiplikation sind

klar. Ebenfalls klar ist, dass J- R=J,da 1 € R.

Fiir ein Primelement p # 0 haben wir bereits gezeigt, dass p - p~! = R. Ist
nun J = py-...-p, ein ganzes Ideal, folgt, dass J' = p;*-...-p- ! ein Inverses
ist. Aus J'-J = R folgt - J C R fiir alle x € J', also J’ C J~!. Umgekehrt
gilt fir x € J 7Y, dassz-J C R,alsox-R=x2-J-J CR-J =J, so dass
reJ. Alsoist J' = J L.

Sei nun J ein gebrochenes Ideal und r # 0 aus R, so das r - J C R. Aus der
Definition von J~! folgt leicht, dass (r - J)™' =r~1. J~! ist. Es folgt

JJ t=r g g =0 D) T =0 ) - (r- )P =R
0
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13.4 Folgerung: Sei P die Menge der Primideale p # 0 von R. Dann besitzt
jedes gebrochene Ideal J von K eine eindeutige Produktdarstellung

J = Hp”" vy € Z, fast alle v, = 0.
peP

Damit ist J die durch die Primideale p # 0 von R erzeugte freie abelsche
Gruppe.

Beweis: Sei J ein gebrochenes Ideal und r # 0 aus R, sodass [ :=r-J C R.
Dann ist [ ein Ideal in R und J = (r)~' - I. Die ganzen Ideale I und (r)
besitzen eine eindeutige Primfaktorisierung. Damit folgt 13.4. U

13.5 Definition: Sei a # 0 aus K, dann nennen wir (a) := R - a ein gebro-
chenes Hauptideal.

13.6 Fiir gebrochene Hauptideale (a) und (b) gilt offensichtlich

(a) - (b) = (a-b).
Damit bilden sie eine Untergruppe Hg von Jk.

13.7 Definition: Die Faktorgruppe Cly = Jk/Hk heifit Idealklassengruppe
oder kurz Klassengruppe von K.

13.8 Wir haben eine exakte Sequenz abelscher Gruppen

fo i Jo

1 R* K* Tk fs

Cle 151

d.h. Bild f; = Kern f;4; fiir ¢ = 0,1,2,3. Hier ist fs(a) = (a) und f3 die
Projektion.

Cly beschreibt damit die Erweiterung, die beim Ubergang vom Bereich der
Zahlen K* zu (gebrochenen) Idealen in Jk erzielt wird, R* beschreibt den
Verlust an Information. Daher sind beide Gruppen R* und Cly fiir die Ent-
wicklung der Zahlentheorie von fundamentaler Bedeutung.

13.9 Bemerkung: Ein Dedekindring R ist genau dann ein Hauptidealring,
wenn Cli = {1}.

Beweis: Ist R ein Hauptidealring und J ein gebrochenes Ideal, dann gibt
es ein r # 0 aus R, so dass - J C R. Da r - J ein Ideal in R ist, gibt es
ein a € R, so dass r-J = (a). Es folgt J = (%), d.h. J ist ein gebrochenes
Hauptideal und représentiert 1 aus Clg.
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Ist Clyy = {1} und J # 0 ein Ideal in R, dann ist J ein gebrochenes Hauptideal
J=R-amita € K.Dal € R, ist a ganz, d.h. J = (a) mit a € R. O

Man kann zeigen, dass jede abelsche Gruppe als Klassengruppe eines Dede-
kindringes auftreten kann. Beschrinkt man sich nur auf Zahlringe Ok gibt
es aber wichtige Endlichkeitsbeschrankungen.

14 Gitter

Rechnet man mit Ringen ganzer Zahlen Oy fiir quadratische Korper Q(y/m),
ist es oft giinstig in C zu rechnen. Diese Betrachtungsweise hat Hermann Min-
kowski (1864-1909) auf beliebige Zahlkérper ausgedehnt und sehr erfolgreich
eingesetzt. Fiir die Entwicklung dieser Theorie miissen wir uns zunéchst mit
Gittern beschéftigen.

14.1 Definition: Ein Gitter in einem n-dimensionalen R-Vektorraum V' ist
eine Untergruppe von (V. +) der Form

F:ZU1+...+ZUm

mit linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v,,. Wir nennen {vy,...,v,,} eine
Basis und die Menge

O :={rv+...+1r0, R 01 <1}

eine Grundmasche des Gitters I'. Ein Gitter heiflt vollstindig oder Z- Struktur
auf V', wenn m = n ist.

14.2 Ein Gitter I' = Zv, + ... 4+ Zv,, ist somit eine freie abelsche Gruppe
vom Rang m, aber nicht jede freie abelsche Gruppe vom Rang m bildet ein
Gitter in V.

Beispiel: Z + Z - v/2 C R ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang 2, aber
kein Gitter in R.

14.3 Beispiel: Z - (?) + 7 - (é) C R? ist das Gitter, das aus allen Punkten
in Z x 7Z C R x R besteht. Das Einheitsquadrat ist eine Grundmasche.
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Dieses Gitter ist vollstéindig.
Da sich (") € Z? aber auch in der Form

()= em=mly) +n- (1)

darstellen 1a83t, ist dieses Gitter auch durch
7 - ((1)) +7Z- G) mit nebenstehender Grund-
masche gegeben.

Wir suchen nun eine Charakterisierung eines Gitters, die von der Wahl einer
Basis unabhéngig ist.

14.4 Definition: Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und ¢ : V' — R”
ein linearer Isomorphismus. Eine Untergruppe I' < (V, +) heifit diskret, wenn
o(I")y NB"(r) fir jedes r € R nur endlich viele Elemente hat. Hier bezeichnet
B"(r) = {r € R ||z|| < r} den Ball von Radius  um 0.

Man macht sich leicht klar, dass diese Definition von der Wahl von ¢ un-
abhéngig ist.

14.5 Sei I’ < (V,+) ein Gitter mit Basis {vy, ..., v, } und Grundmasche ®.
Dann gilt

U7+(I>:R-U1+...—|—]R-vm.
yel’

Insbesondere ist I' genau dann vollstédndig, wenn
V=|Jv+2
yel’
ist.
Beweis: Sei W =R -v; + ... + R - v, der von {vy,...,v,} aufgespannte
Teilraum von V. Dann liegen @ und I' in W, also auch UWGF’y + P. Ist
umgekehrt w =ry-vy + ...+ 1y - v, aus W, dann ist r; = ¢; + s; mit ¢; € Z
und 0 < s; < 1. Also ist
w:q1-v1+...+qmvm+§1-1)1—|—...+smv@

el’ cd

Es folgt W =, v+ . O

14.6 Satz: Eine Untergruppe I' von (V| +) ist genau dann ein Gitter, wenn
I' diskret ist.
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Beweis: Sei I' < (V,+) diskret und V; C V der von I' aufgespannte Un-
tervektorraum von V, dim Vy = m. Da Vj = Span(I'), besitzt Vj eine Basis
{uy,...,uy} von Elementen in I". Wir erhalten ein vollstdndiges Gitter

von Vj.

Behauptung: |I'/Tq| < oo

Beweis: Sei {~; € I'} ein Repréasentantensystem fiir die Nebenklassen in I'/T.
Sei ¢y die Grundmasche von I'y. Da I'y in V| vollstandig ist, ist

Vo= J 7+ .

~v€lo

Da auflerdem I' C Vj, ist jedes v; von der Form ~v; = 7y + x; mit vy €
[y und z; € ®y. Ist p : V — R" ein linearer Isomorphismus, dann ist
©(Pg) beschriankt. Also enthilt ®; nur endlich viele Elemente aus I'. Da
i = % — Yoi € I', gibt es nur endlich viele x; dieser Form. Da x; ~ ~;
mod T, ist I'/T'y endlich.

Ist |[I'/To| = ¢ € N, dann ist ¢ -y € [y fiir alle v € I'. Es folgt ¢-T' C Iy, also
(wir rechnen in (V,+))

1 1 1
q q q

Da Untergruppen freier abelscher Gruppen frei sind, hat I' eine Z-Basis
{vi,...,v.}, r <myalsol' =Z-v1+...+7Z-v,.. Davy,...,v, den Vek-
torraum Vg aufspannen, folgt » = m und die lineare Unabhéngigkeit von
Uty evvs Upe

Die umgekehrte Richtung des Satzes ist trivial: Ist I' ein Gitter mit Basis
{v1,..., vy} in V, dann ergénzen wir vy, ..., v,, zu einer Basis vy, ..., v, von
V. Diese Basis definiert einen linearen Isomorphismus V % R”, so dass ¢(I")
nur Punkte mit ganzzahligen Koordinaten enthélt. 0

14.7 Lemma: Ein Gitter I' in V ist genau dann vollstdndig, wenn es einen
linearen Isomorphismus ¢ : V' — R™ und eine Menge M C V gibt, so dass
¢(M) beschrankt ist und V = {J v + M.

14.8 Bemerkung: Sind p,v : V — R" und M C V wie in 14.7, dann
ist auch (M) fiir jeden anderen linearen Isomorphismus ¢ : V' — R™ be-
schrankt.
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Beweis von 14.7: Sei {vy,...,v,} Basis von I'. Wir ergédnzen diese zu
einer Basis vy,...,v, von V die einen linearen Isomorphismus ¢ : V —
R™ definiert durch ¢(v;) = e;, wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Ist T'
vollstindig, konnen wir fiir M das Urbild des Einheitswiirfels nehmen, d.h.
die abgeschlossene Grundmasche.

Ist umgekehrt I' nicht vollsténdig und (M) beschriankt, dann gibt es ein
k € N, so dass (z1,...,2,) & p(M) fir z,, > k. Da p(I') C R™x0 mit m < n,
ist k - e, nicht im Bild von {J, v+ M. Also (U, v+ M) # R" = o(V),
dh. V# U,y + M. O

Sei nun V ein euklidischer Raum, d.h. hier ein R-Vektorraum endlicher Di-
mension mit einem Skalarprodukt

(—, =) VxV =R
Jede Orthonormalbasis {ey,...,e,} von V definiert eine Isometrie
p:V->R"

mit dem Standardskalarprodukt auf dem R". Damit erhalten wir in V' einen
sinnvollen Volumenbegriff:

(i) der Einheitswiirfel bzgl. {ey,...,e,} in V hat das Volumen 1,
(ii) das von n Vektoren vy, ..., v, aufgespannte Parallelepiped
O :={zy-v1+...+x, vy 0<2; <1}
hat das Volumen

vol(®) = | det(p(v1), ..., p(va))].

Wie man aus der linearen Algebra weif3, hingt dieser Volumenbegriff nicht
von der Wahl der Orthonormalbasis ab. Ist ndmlich T die Transformations-
matrix zwischen zwei Orthonormalbasen, dann ist 7" eine orthogonale Matrix,
ihre Determinante also detT" = +1.

14.9 Definition: Sei I ein vollstandiges Gitter in V' mit Basis {vy, ..., v,}.
Wir definieren

vol(T') = vol(®) = | det(p(v1), ..., o(vn))]-

14.10 vol(I") ist unabhéngig von der Basiswahl, denn ist {wy,...,w,} eine
andere Basis, dann ist die Transformationsmatrix 7" eine ganzzahlige inver-
tierbare Matrix, also |det T'| = 1.
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14.11 Definition: Eine Teilmenge X eines R-Vektorraumes V heifit zentral-
symmetrisch, wenn mit x auch —z in X liegt, und konvex, wenn mit z,y € X
auch die Strecke {tx + (1 —t)-y; 0 <t <1} in X liegt.

14.12 Gittersatz (Minkowski 1896): Sei I" ein vollsténdiges Gitter in ei-
nem n-dimensionalen euklidischen Raum V' und X eine zentralsymmetrische,
konvexe Teilmenge von V. Ist

vol(X) > 2" vol(I),
dann enthélt X mindestens einen Punkt v # 0 aus T

14.13 Bemerkung: Die Wahl einer orthonormalen Basis in V' definiert eine
Isometrie ¢ : V' = R", wie oben gesehen. Dann definieren wir vol(X) als
das iibliche Volumen im R"™ von ¢(X), wir setzen dabei voraus, dass ¢(X)
Lebesgue-messbar ist. Nach dem Transformationssatz fiir das Lebesgue-Maf
ist vol(X) von der Wahl der Isometrie unabhéngig.

Beweis 14.12: Behauptung: Es gibt 1 # 72 € T, so dass (3X +71) N (X +
Y2) # 0.

Das geniigt. Denn ist z aus diesem Durchschnitt, dann gibt es zy, 2, € X
mit

1 1
z = §£L'1+’Y1 = §$2+’YQ.
Dannist 0 # v :=v — 7y = %xQ — %.:1:1 ein Gitterpunkt, der Mittelpunkt der
Strecke zwischen x5 und —x; ist und damit in X liegt.

Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann sind die Mengen %X + 7,
~v € I', paarweise disjunkt. Fiir die Grundmasche ® folgt dann

vol(®) > Ze; vol (@ N (%X - 7)) (%)

Da das Lebesgue-Mafl translationsinvariant ist, gilt fiir die Translation mit

vol (cIm (%XJFV)) = vol ((<I> —-7)N %X)

Da T ein vollstédndiges Gitter ist, gilt V =], . ® — 7. Also ist (x)

vol(®) > %vol(@ﬂ(%Xqu)): ;Fvol(((I)—v)ﬂ%X)
> vol((U ® =) N3X)

yel’

= vol(VN3$X) =vol(3X) = 5 vol(X)

2n
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im Widerspruch zur Voraussetzung. 0

Bevor wir mit der Theorie fortfahren, geben wir zwei Anwendungsbeispiele
fiir den Gittersatz.

14.14 Satz: Sei p > 2 eine Primzahl. Dann gilt

p ist Summe zweier Quadrate <= p=1 mod 4.

Beweis: ,=“ Sei p = a® + b%. Da 0 und 1 die einzigen Quadrate mod 4
sind, gilt a® +0*> = 0,1 oder 2. Im Falle p = 0 oder 2 mod 4, wire aber p
gerade. Also mul p =1 mod 4 sein.

,<=“p =4k +1 fiir ein £k € N. Dann ist (Z/p)* eine zyklische Gruppe der
Ordnung p — 1 = 4k nach 4.21. Also gibt es ein u € N, 0 < u < p, dessen
Restklasse 7 mod p die multiplikative Ordnung 4 hat. Da —1 das einzige
Element der multiplikativen Ordnung 2 ist (denn Z/p ist ein Korper), gilt

u?=—1 mod p.

Sei I' € R x R das von (p,0) und (u, 1) erzeugte Gitter. Die Grundmasche ¢
hat das Volumen

vol(®) =

p 0| _ _
det <u 1) ’ =p, d.h. vol(I') =p.
Sei X C R? der Kreis um (0,0) mit Radius 7 = /2p. Dann gilt

vol(X) =mr? =7 - gp > 4p = 2% - vol(T).

Nach dem Gittersatz gibt es ein v # 0 aus I'N X, v = a(p,0)+F(u, 1) = (a,b)
mit «, § € Z. Es folgt

3
O<a2+b2<§p<2p (da (a,b) € X) (%)

A+ =(ap+pu)l+p=p P +5=-+6>=0 mod p.
Also ist a® + b? ein Vielfaches von p. Aus (x) folgt somit a® + b* = p. O

Fermat erwahnte dieses Resultat in einem Brief 1640 an Mersenne und schick-
te 1659 eine Beweisskizze an Carcavi. Der erste veroffentlichte und vollstandi-
ge Beweis wird Euler zugeschrieben (1754).

Auch der néchste Satz hat Geschichte. Wieder wurde er von Fermat behaup-
tet, Euler plagte sich 40 Jahre erfolglos mit einem Beweis, der dann 1770
Lagrange gelang.
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14.15 Satz: Jedes x € N ist Summe von 4 Quadraten.

Beweis: (1) Sind z und y aus N Summen von 4 Quadraten, dann auch z - y.

Beweis: Sei x = x% + x3 + 23 + 25 und y = v} + y5 + y3 + y3. Dann gilt

r-y = (T1y1 — ToYo — Tays — x4y4)2 + (z1y2 + Toy1 + T3ys — $4y3)2
+(21y3 — Toys + T3y1 + TaY2)? + (T1Ys + T2ys — T3Y2 + Tay2)’

Da 0 = 02+ 0%+ 02+ 0% und 2 = 12 + 12 + 0% + 0? geniigt es nach (1) den
Satz fiir Primzahlen p > 3 zu beweisen.

(2) Es gibt m,n € Z, so dass m* + n*> +1=0 mod p.

Beweis: Da Z/p ein Kérper und p > 2 ist, hat die Gleichung 2? = a? mod p
fiir a® # 0 genau zwei Losungen, nimlich 4@, damit gibt es genau 1%1 ver-
schiedene Quadrate (hier wird 0 mitgezihlt), d.h. m? kann genau 1%1 ver-
schiedene Werte mod p annehmen. Dasselbe gilt dann fiir —n? — 1. Falls
kein m?-Wert mit dem Wert von —n? — 1 iibereinstimmt ( mod p), gibt es

’%1 + ’%1 = p + 1 verschiedene Elemente in Z/p, ein Widerspruch.

2

Sei (m,n) eine Losung von (2) und I' C R* das Gitter mit Basis v; =
(1,0,m,—n), vo = (0,1,n,m), v3 = (0,0, p,0), vy = (0,0,0,p). Dann gilt

0 00

1
vol(I') = |det T(ZL

o o
=™ oo
I
i

1
n
-n - m

Also ist I' vollstdnding. Die vierdimensionale Kugel X um 0 mit Radius
r = +/1,9p hat bekanntlich (7) das Volumen

2 2 9-.1,9? 32,49
vol(X) = %7"4 = %-1,92-172 > 2’ p? = ’T-p2 > 2%.p? = 2%.vol(T).

Nach dem Gittersatz gibt es also (a, b, ¢,d) # 0 aus I', so dass (a,b,c,d) € X,
also a®> + 0> + > +d*> < 1,9 p.

(a,b,c,d) €T’ < 3k, € Z mit ¢ = am + bn + kp und
d=—-a-n+bm+10-p
< c=am-+bn modpundd=bm—an modp

Also mit (2)

a®> + >+ A+ & = a® + b* + a®>m? + 2abmn + b*n® + b*m? — 2abmn + a*n?
=a*(1+m?*+n*)+0*(1+n*+m?) =0 modp

Da 0 < a® + b? + ¢ + d? < 2p, folgt a® + b + & + d* = p. O
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15 Minkowski-Theorie

Minkowski-Theorie wird auch die Geometrie der Zahlen genannt. Sei K/Q
eine algebraische Erweiterung vom Grad n und seien

:K—-C, i=1,....n

die n verschiedenen Einbettungen, die nach 8.10 existieren. Wir erhalten eine
Abbildung
j: K= Ke:=C" z (n(x),...,m(x)).

Die Galois-Gruppe (C/R) wird durch die komplexe Konjugation erzeugt. Sie
operiert auf jedem Faktor C, aber auch auf der Menge {7y, ..., 7,}, indem 7
auf 7; € {my,...,7,} abgebildet wird. Es empfiehlt sich daher, die Koordina-
ten von K¢ durch die 7 € T = {m,...,7,} zu induzieren. Dann definiert die
komplexe Konjugation eine Abbildung

F:K(C_>Kc, (FZ)TZE?

d.h. die 7-te Koordinate von F'z ist das komplex-konjugierte der 7-Koordinate
von Z.

Die iibliche hermitesche Form auf C" definiert eine hermitesche Form auf K¢

<$7y> = Zx‘l' “Yr-

TeT
Die komplexere Konjugation F' erhélt das Skalarprodukt, d.h. genauer
15.1 F(x,y) = (Fz, Fy).
15.2 Wir haben eine lineare Spurabbildung

Tr:Kec—C, Tr(z),= fo.

TeT

Nach 8.9 gilt
15.3 Ist a € K, so ist Skjg(a) = Tr(j(a)).

Uns interessiert der R-Vektorraum Kp, der unter der Operation von F' punkt-
weise festgelassen wird, d.h.

(x;) € Kg <= 17 =T,.

Nach Definiton ist 7(a) = 7(a) fiir a € K, also bildet j bereits nach Kg ab.

66



154 j: K — Kg.

Schrianken wir die hermitesche Form auf Ky ein, erhalten wir ein Skalarpro-
dukt
<—,—> IKR X KR%R,

denn fiir z,y € Kg gilt

(z,y) = Fx,y) = (Fz, Fy) = (z,y).

15.5 Definition: Ky heifit Minkowski-Raum und das Skalarprodukt seine
kanonische Metrik.

Fiir die Spurabbildung gilt F'oTr = Tro F'. Also erhalten wir eine R-lineare
Spur, fiir die weiterhin 15.3 gilt

15.6 Tr: Kg — R.

15.7 Explizite Beschreibung von Ky
Von den Einbettungen 7 : K — C liegen einige, etwa

P1s--,prt K =R

bereits in R, wdhrend andere komplex sind, d.h. nicht nach R einbetten.
Komponiert man letztere mit der komplexen Konjugation, erhélt man eine
weitere Einbettung, d.h. die komplexen Einbettungen kommen in Paaren

01,01,...,0,05: K —C
n =r + 2s. Wir erhalten somit
Kg ={(27);er € C"; 2, € R, 25 =%},

d.h. die z7 sind bereits durch die z, bestimmt. Hier steht p fiir die Familie
{p1,...,pr} und o fiir die Familie {0y, ...0s}. Wir werden diese Kurzschreib-
weise auch im Weiteren benutzen. Wir wahlen uns aus jedem Paar o;, 7; einen
Vertreter und erhalten

15.8 Satz: Die Abbildung
fiEe = [[R=R" ()= (a)

TeT

mit x, = 2,, v, = Re(2,), 27 = Im(2,) ist ein R-linearer Isomorphimus. Er
iiberfiihrt die kanonische Metrik in das Skalarprodukt

. 1 7 reell
(xay) _;GT'IT'yT mit ar = { ) Tkornplex
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Beweis: Die Isomorphie ist nach Konstruktion klar: Kg ist durch die z, und
die ausgewéhlten z, festgelegt, f zerlegt diese ausgewéhlten z, in Real- und
Imaginéarteil.

Sei nun z, = x, +iy,, 2. = x, + iy, mit z,, y, € R. Dann gilt

(2,2) = Zzp-?p—i-Z(zg'?U—l—zg-?g) = pr-a:’p—i-Q Z(a:ow;%—xg-x’ﬁ)
o P o

P
denn
2o Btz F = 2y F A F, 2 =257 2,2 =2-Re(z, - 7))
= 2 (g2 o) = e+ g )
Damit geht (z,2') in (z,2’) iiber. O

15.9 Vorsicht! Durch f wird auf R"*2?* eine andere als die iibliche eukli-
dische Metrik definiert. Damit unterscheidet sich dieses kanonische Volumen
vom Lebegue-Mafl: Fiir messbare Mengen gilt

VOlkanon (X) =2°. VOlLebesgue (X)

15.10 Satz: Ist J # 0 ein Ideal von Ok, dann ist das Bild I' von J unter
der Abbildung j aus 15.4 ein vollstdndiges Gitter in K mit

vol(I") = |Ok /J| - /|0k].

Wir erinnern daran, dass dx = disc(Og /Z) ist.

Beachte zunéachst

15.11 Ist J # 0 ein Ideal von Ok, dann ist (J, 4) eine freie abelsche Gruppe
vom Rang n = [K : Q).
Denn (J,+) C (Ok, +), also ist (J, +) frei vom Rang < Rang Ok. Ist x # 0
aus J, dann definiert

Ok —J, a—a-x

einen Monomorphismus abelscher Gruppen. Also ist Rang O < Rang J.
Beweis 15.10: Sei ag, ..., «a, eine Z-Basis von .J, so das
=7 jla)+...+Z- j(ay).

Seien 7; : K — C, 1= 1,...,n wieder die n verschiedenen Einbettungen, und
sei A = (7(a;)). Dann gilt (vergl. 9.5 und 10.9)

DK/Q(Oél, e ,Ozn) = det(A)2 = |OK/J|2 . 5}(
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und

vol(I') = [ det(j(en), . .., j(an))| = [det A] = Ok /J| - V/]0k|

Mit dem Gittersatz erhalten wir

15.12 Satz: Sei J # 0 ein Ideal in O und 7' = {7 : K — C} die Menge
der Einbettungen von K in C. Weiter seien ¢, > 0 aus R, 7 € T, so dass
¢ =czund [[ .pcr > A-|Ok/J|, wobei

2 S
A= (—) V |0k| s = Anzahl der komplexen 7.
T

Dann gibt es ein a € J, a # 0, so dass |7(a)| < ¢, VT € T.

Beweis: X = {(z;) € Kg; |2,| < ¢;} ist zentralsymmetrisch und konvex.
Wir ermitteln das (kanonische) Volumen von X mit Hilfe der Abbildung f
aus 15.8 und der durch f induzierten Metrik auf R"*2:

J(X) =A{(zr) € HR3 || < cp, T+l <}

TeT

Es folgt
vol(X) = 2°  Volpebesgue (f(X)) = 2° - [ [(2¢,) - [[(me2) =27 -2 - [ ] e

P o TeT

(Hier schreiben wir ¢ = ¢, - ¢5). Es folgt nach Voraussetzung

2 S
vol(X) > 2" . 7% . (%) VI0k| |0k /J| = 2" - vol(T).

Nach dem Gittersatz gibt es ein a € J, a # 0, so dass j(a) € X. Nach
Definition von X und 5 folgt

|T(a)| < ¢,

15.13 Multiplikative Minkowski-Theorie

Statt (K, +) betrachten wir (K*,-). Die Abbildung j ist auch multiplikativ,
wir haben einen Monomorphismus

j:K*—>KE::H(C*.

TeT
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Jetzt wird die Spur durch die Norm ersetzt:
15.14 N : K¢ —=C*  (2r)rer = [l er 2
Es folgt

15.15 Fiir a € K* gilt Ng/g(a) = N(j(a)).

Um Gittertheorie auch im multiplikativen Fall zu nutzen, miissen wir zu
additiven Gruppen iibergehen. Bekanntlich wird das durch den Logarithmus
bewerkstelligt. Sei also

[:C" =R, =z logl|z|

Dann definiert [ einen surjektiven Homomorphismus

LE: = []R
TeT
so dass .
K* ! K l II.R
NK/Q\L iN lTr
Q*C C* ! R

kommutiert. Wieder haben wir eine Operation durch die komplexe Konjuga-
tion F’ auf diesen Gruppen, und zwar die triviale auf K* und die auf K¢ wie
zuvor. Auf IL R ist sie durch Koordinatenvertauschung gegeben

(FX)T = TF.
Wir erhalten analog zu additiven Teil
15.16 Foj=j, Fol=[oF, NoF=FoN, TroF="1Tr.

Damit erhalten die Abbildungen im Diagramm die Operation von F. Gehen
wir zu den Fixpunktmengen unter dieser Operation iiber, erhalten wir ein
kommutatives Diagramm

15.17

K* d Ky L e R]

el p o

Q< R* : R
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15.18 Explizite Beschreibung von [II,c7R]":
Mit den Bezeichnungen aus 15.7 gilt

MerRT = [[Rx []R xR

Der Faktor [R x R]* ist die Fixpunktmenge unter der Koordinatenvertau-
schung, d.h. [R x R]* = {(z,z);z € R}. Um mit den 2s komplexen Einbet-
tungen kompatibel zu bleiben, identifizieren wir

RxR*"2R, (z,z2)— 2z !
Wir erhalten einen Isomorphismus

IR

TeT

+
~~ Rr-i—s

A

Weil wir den Faktor 2 fiir die komplexen Einbettungen eingefiihrt haben,

geht
IR

TeT

+

Tr: —R in Tr:R*" R,

die Koordinatensumme, iiber.

Sind py,...,p, die reellen, 0y,71,...,05 05 die komplexen Einbettungen,
dann gilt

15.19  f*([(z7)]) = (zpr, - -+, Tp,, 2T, - -, 234, )

2>.

frol i K = R (2,) — (log|x,|,...,log|z,.|,log |z, % ... log|2,.

16 Die Klassenzahl

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass die Idealklassengruppe Cli eines
algebraischen Zahlkorpers endlich ist.

16.1 Definition: Sei 0 # J C Ok ein Ideal. Dann definieren wir die Abso-
lutnorm M(J) von J durch

N(J) = |Ox/J| € N.
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Beachte: Nach 10.9 ist 91(.J) endlich!

Diese Norm wird uns helfen, Ideale zu zéhlen.

16.2 Ist @ € Ok und («) das von « erzeugte Hauptideal, dann gilt
|Nicjo(@)| = N(a).

Denn ist f4,..., 8, eine ganze Basis, d.h. Ox =Z- -1+ ...+ 7Z- (3,. Dann ist
() = Ok -« =Z-pa+...+Z- Ppa. Alsoist fra+ ...+ B,a Z-Basis von
(a). Sei A die Ubergangsmatrix von {f, ..., 3,} nach {af,...,ab,}, d.h.

- f; = Z%ﬂj,

dann gilt, wie in 10.9 gezeigt, |det A| = |Ok/(a)|. Anderseits gilt nach De-
finition 8.2
NK/Q(Q) = det A.

16.3 Satz: 91 ist multiplikativ: Sind J; # 0 und J5 # 0 Ideale in Ok, dann
gilt
N(Jy - Jo) = N(J1) - N(J2).

Beweis: Sei J = pi' - ... p’ die Primidealfaktorisierung des Ideals J # 0
aus Ok. Es geniigt zu zeigen, dass

N(JS) = N(p1)" - ... - N(p,)"

Nun sind p;* und p]V-j coprim. Es folgt

r

V1 Vr __ vj

P = ()P
Jj=1

Wir konnen den chinesischen Restesatz anwenden und erhalten
OK/J = (9[(/]3?1 X ... X OK/]J:T

und damit
N(J) =N(py") - - - Npy").

Sei nun p ein Primideal. In der Kette
popiopdo .. Dy

ist p? # p*! wegen der eindeutigen Primidealzerlegung. Da p C Ok maximal
ist, ist Ok /p ein Korper, und

T-T =TT

O /p x p'/p™ — p'/p ™,

72



macht p’/p"™ zum Oy /p-Vektorraum. Diese Skalarmultiplikation ist wohl-
definiert, denn

(r+p)-(+p™)=r-z+tp-o+rp™ +pt2Cr az+pt

weil 2 - p € pi*! fiir 2 € p? .
Die (O /p)-Dimension von p/p™* ist 1: Jedes a € p*\p™! erzeugt den Vek-
torraum, denn . ‘ '

pH—l ; OK . a+p2+1 C pz7

so dass p' = Ok - a + p'™! wegen der eindeutigen Primzerlegung (ist I das
Ideal in der Mitte, so gilt p’|7 und I|p**t). Es folgt

p'/pt = Ok /p.

Wir erhalten N(p") = |Ok /p"| = |Ox /| - Ip/p? ... - |p"/p"| = N(p)". O

Aus 13.4 folgt sofort, dass die abelsche Gruppe Jx aller gebrochenen Ideale
die Gruppenkompletierung des Monoids der ganzen Ideale # 0 ist. Damit
erweitert der Homomorphismus 91 zu einem Gruppenhomomorphismus

16.4 N: Jx — (Q, ).

16.5 Lemma: Jedes Ideal J # 0 in O enthilt ein Element a # 0, so dass
|Nik/ola) < ) Vo[- (S

Beweis: Zu ¢ > 0 wéhlen wir positive reelle Zahlen ¢, > 0, 7 € T' = {7 :
K — C}, so dass ¢; = ¢z und Il ¢re, = (%)S VI0k| - N(J) + . Nach 15.12
gibt es ein a # 0 in J, so dass |7(a)| < ¢, V7 € T. Es folgt

2 S
[Nigo(a)] = [Merr@)] < Meres = (2) /Il -9 + 2

Da es zu jedem ¢ > 0 ein solches a gibt und |Ng/g(a)| eine natiirliche Zahl
ist, gibt es ein a # 0 in J mit

|Nrko(a) ( > Vo] - (T

O

16.6 Definition und Satz: Die Idealklassengruppe Cly = Jx /Hx ist end-
lich. Thre Ordnung hyx = |Clk| heiBt Klassenzahl von K.
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Beweis: Sei p # 0 ein Primideal in O, dann gibt es nach 12.7 eine Primzahl
peN,sodass pNZ =p-Z. DaF, = Z/pZ und F = Ok /p Korper sind,
ist F,, C F eine endliche Erweiterung vom Grad n (beachte: Ok hat eine
endliche Z-Basis, also ist F,, C F endlich). Es folgt

N(p) =[Ok /bl = [Fy| = p". (*)

Zu festen p € N gibt es nur endlich viele Primideale p mit pNZ = p, da
(p) C p, also p|p, und p eindeutig in Primideale zerlegbar ist. Also gibt es
zu einer vorgegebenen Schranke N € R, nur endlich viele Primideale p mit
MN(p) < N wegen (*). Ist nun J # 0 ein Ideal, J = p7* - ... p¥, dann ist

N(T) =N(p1)" - ... - NAp,)™

Also gibt es nur endlich viele Ideale J in Ok mit 91(J) < N. Es geniigt
daher, ein N € R, zu finden, so dass in jeder Nebenklasse [J] € Clk ein
ganzes Ideal J liegt mit 9(J) < N.

Wir setzen N = (2)” /|0k|. Sei nun [M] eine Nebenklasse in Cly mit einem
gebrochenen Ideal M. Dann ist auch M ™! ein gebrochenes Ideal. Nach 13.2
gibt es ein r € Ok, r # 0, so dass J :=7- Mt € Ok.

Nach 16.5 gibt es ein a # 0 in J, so dass
[Nijgla)l < N -0N(J).

Es folgt: M(a-J 1) =N((a)- J 1) =N((a)) - N(J ) = [Ngjgla)] - N(J) ™ <
N.

DaJ'!={zeK;x-JCOg}undacJ, folgta J ' C O, dh a-J!
ist ganz.

Da a-J ' = a-r~!'- M, unterscheidet sich das ganze Ideal a - J~! vom
gebrochenen Ideal M nur um das gebrochene Hauptideal (%), d.h.a-J tist
in der Nebenklasse von M.

16.7 Bemerkung: Im Beweis von 16.6 haben wir erheblich mehr gezeigt:
Jede Nebenklasse in Clx hat als Repriasentanten ein ganzes Ideal .J, so dass

N(J) < (%)WS_KI

16.8 Bemerkung: Rechnet man etwas sorgfiltiger, 148t sich 16.7 verbes-
sern: Jede Nebenklasse in Clx enthélt ein ganzes Ideal J mit

L /4\°
N(J) < = (-) (05| =: M.
nv o\
Die Zahl M heiit Minkowski’sche Zahl.
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16.9 Beispiel: K = Q[i]. Da O = Z]i] ein Hauptidealring ist, folgt hx = 1.
Das erhalten wir auch aus 16.7: g = —4 nach 10.12 und s = 1. Also

2\° 4
N=|—-] v =— <2

Damit werden die Nebenklassen in Cly durch ganze Ideale mit Absolutnorm
1 représentiert. Es gibt aber nur eines, ndmlich Og. Also ist hx = 1. 0

16.10 Lemma: Sei J # 0 ein Ideal in Ok. Dann gilt
(1) M(J)=1 <= J=0O.
(2) M(J) prim = J ist Primideal.
(3) M(J) € JNZ, insbesondere gilt N(J) € J, also J|MN(J) in Ok.

Beweis: (1) Ist J nicht prim und J # Of, dann ist es Produkt von mehreren
Primidealen. Also kann 9%(.J) nicht prim sein.

(2) DaM(J) = |Ok/J|, gilt fiir jede Restklasse T € Ok /J mit x € Ok, dass
N(J) -7 =0 und damit N(J) -z € J. Fiir x = 1 folgt N(J) € J. O

16.11 Beispiel: K = Q[v/—5]. Wir wissen, dass Ok = Z[v/—5] kein Haupt-
idealring ist, so dass hx > 2. Hier gilt 0 = —20 nach 10.12 und s = 1.

Also
2\ ° 2 2 /81 9
(—) VIdg|=—=-V20 < =/ — == < 3.
T T TV 4 T

Neben dem durch O mit M(Ok) = 1 reprisentierten neutralen Element
muss es also Klassen geben, die durch Ideale J mit 91(J) = 2 représentiert
werden. Nach 16.10 ist J prim und J|2.

Wir suchen daher nach der Primfaktorisierung des Hauptideals (2).
Behauptung: (2) = p?, wobei p = (2,1 + v/=5).
Beweis: p = Ok -2+ Ok - (1++/-5). Da {1,1 — /—b} eine Z-Basis von O

ist, erhalten wir

p = (Z+Z-(1—+/=5)-2+(Z+Z (1 —+/=5)(1+V+5)
= Z-2+472-2-(1—v/-5)+Z(1++/-5)+Z 6

Da Z -6 C Z - 2, besteht p aus allen Elementen der Form

z = 2a+2b(1—+/-=5)+c-(1+/+5) a,b, c € Z beliebig
= 2-1+y-(1—/-5)€Z+7Z - (1—-+/-5)=0k.
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Wir ermitteln x und y:
r+y=2a+2b+c —y=—-2b+c.

Es folgt * = 2(a + ¢), y = 2b — ¢, wobei a, b, ¢ € Z beliebig sind.
Also ist {2,1 —/—5} eine Z-Basis von p und somit

N(p) =[Ok /p| = 2.

Da 2% € (2), (1-—v=5):-2€(2) =0k -2, und (1 —/—=5)? = (-4 —2V/5) =
(=2 —+/5) -2 € (2),ist p? C (2). Da weiterhin N((2)) = Nk,g(2) = 4, folgt

Da (2) ein Hauptideal ist, reprisentiert (2) das neutrale Element. Wir erhal-
ten
Clopy—5 = Z/2, erzeugt von p = (2,1 +v/=5).

0

Im néchten Kapitel werden wir Methoden kennen lernen, die uns 16.11 ein-
facher beweisen lassen.

Die Klassenzahl misst, was man beim Ubergang von Zahlen zu Idealen an
Information “verliert”. Im giinstigsten Fall hat man hx = 1 und damit die
eindeutige Primzerlegung auf Zahlenniveau. In den meisten Féllen ist aber
hg > 1.

16.12 Historische Bemerkungen: Fiir imaginédr quadratische Zahlkorper
Q(y/m), m < 0 quadratfrei, gilt

hg =1 < me{—1,-2,-3,-7,—11,—-19, —43, —67, —163}.

Fiir reell-quadratische Zahlkorper gibt es keine entsprechende Klassifikation.

Vermutung: Es gibt unendlich viele reell-quadratische Zahlkérper K mit
hx = 1. Es gibt unendlich viele Zahlkorper K mit hyx = 1.

Im Zusammenhang mit Fermat’s letztem Satz hat die Klassenzahl von Kreis-
teilungskorpern, die wir im Abschnitt 21 behandeln werden, eine grofie Be-
deutung. Ist p > 2 prim, so untersucht man die Losbarkeit von

P +yP = 2P,
Ist ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel, dann gilt in Z|[(]

Y=z —aP=(z—2)-(z—Cx)-... (2 — " ta).
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Falls Z[C] faktoriell ist, erhélt man zwei verschiedene Faktorisierungen in
Primelemente und damit einen Widerspruch. Das war die Grundlage von
Lamé’s “Beweis” von 1847, der filschlich annahm, dass Z[(] ein Hauptideal-
ring ist.

Kummer (1850) machte diesen Fehler nicht und konnte Fermat’s letzten Satz
fiir regulire Primzahlen zeigen, d.h. fiir solche p, fiir die p { hy, wobei K der
Kreisteilungskorper Q(¢), ¢ eine p-te primitive Einheitswurzel, ist.
Kummer zeigte auch, dass 37, 59, 67, 101, 103, 131, 149, 157 die einzigen
irreguldren Primzahlen < 164 sind. Noch wenige Jahre vorher hatte Lamé
mit grofiter Miihe den Fall p = 7 gelost.

17 Der Einheitensatz

In diesem Abschnitt wollen wir die Einheitengruppe O3, von O bestimmen.
Wir verwenden dazu die multiplikative Minkowski-Theorie und erinnern an
das Diagramm 15.17

K ’ Ky b [[erR]*
NK/Q\L iN lT'f
l=lo
Q< R* 9| | R

Wir spezifizieren Untergruppen der oberen Reihe
Oy = {e€Ok; Ngjgle) = %1}, die Einheitengruppe
S = {ye K} N(y) = =£1}, die Norm-FEins-Fldche
H = {ze[IL,R]"; Tr(x) =0}, die Spur-Null-Hyperebene.
Wir erhalten eine Homomorphismus
A0 5L,
dessen Bild wir mit I" bezeichnen, also I' = A\(O};) C H.

17.1 Satz: Ist u(K) C O} die Gruppe der Einheitswurzeln in K, dann ist
die Sequenz

IHM(K)%O}QP—W

exakt.
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Beweis: Es ist nur zu zeigen, dass p(K) der Kern der Abbildung A ist. Sei
¢ € u(K) eine Einheitswurzel und sei 7 : K — C aus 7. Dann ist 7(¢) € C
eine Einheitswuzel, also |7(¢)| = 1 und damit log |7(¢)| = 0. Also liegt ¢ im
Kern von .

Ist umgekehrt € € O3 im Kern von A, gilt {(j(g)) = 0, d.h.|7(¢)| = 1 fur alle
7 € T. Es folgt j(Kern \) C K ist beschriankt. Nach 15.10 ist aber j(Ok)
ein vollsténdiges Gitter in Kg. Daher kann Kern A nur endlich viele Elemente
enthalten. Die Behauptung folgt also aus O

17.2 Lemma: Hat ¢ € O} endliche Ordnung, liegt € in p(K).

Denn ist orde = n, so gilt €” = 1, d.h. € ist n-te Einheitswurzel. 0

Wir wollen uns jetzt mit I' beschéftigen.

17.3 Lemma: Sei a € Z. Dann gibt es bis auf Assoziierte nur endliche viele
a € Og mit Ng/g(a) = a.

Beweis: Sei a > 0. Da a- Ok C Ok ein Ideal ist, ist |Ok /a- Okl endlich. In
jeder dieser endlich vielen Nebenklassen gibt es bis auf Assoziierte hochstens
ein o € Og mit |Ngjg(a)| = |al. Denn ist 8 = o + a - 7 ein weiteres solches
Element mit v € Ok, dann gilt a = £Ng/g(5) = 9((8)). Nach 16.10.2 ist
a=MNB) € (B), d.h. 5 teilt a in Ok. Es folgt a = 5 - b und somit

a=p(1-b-v) dh ae(p).

Analog folgt 5 € («), d.h. @ und § sind assoziiert.

Es gibt also bis auf Assoziierte hochstens |Ok/a - Ok| Elemente mit Norm
+a. 0

17.4 Satz: Die Gruppe I' ist ein vollstindiges Gitter im (r + s — 1)-
dimensionalen R-Vektorraum H. Insbesondere ist ' & Z™5~1,

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass I' eine diskrete Untergruppe von (H, +)
und damit nach 14.6 ein Gitter ist. A : O} — H ist die Einschréankung der

Abbildung A
K T]c - IR
TeT TeT

Es geniigt daher zu zeigen, dass Y, = {(z;) € [[.R; |z,| < ¢} C [ R fiir
jedes ¢ > 0 nur endlich viele Punkte von I' = [ o j(Oj,) enthélt.

FY) = {(z) € [] €5 e <zl < ¢}

TeT
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(zur Erinnerung: I((z,)) = (log|z,|)). Da I7!(Y.) ein beschrinkter Bereich
und j(Ok) in Ky ein Gitter ist, kann j(O3%) NI71(Y,) fiir jedes ¢ > 0 nur
endlich viele Elemente haben.

Der Hauptteil des Beweises beschiéftigt sich mit der Vollstandigkeit von T'.
Nach 14.7 brauchen wir dafiir eine beschrankte Menge M C H, so dass

H:UM+7.

yerl

Dazu konstruieren wir in der Norm-FEins-Fldche S eine beschrinkte Menge
@ deren multiplikative Verschiebungen .S {iberdecken:

s=J @-ie.

€Oy

Dal:S — H surjektiv ist, ist [(Q) das gesuchte M.

Wir wahlen reelle Zahlen ¢, > 0, 7 € T, so dass ¢, = ¢ und

C:HCT> (%)s\/m

T€T

Sei nun
X ={(z;) € Kg; |z <c, VT eTh}.

Fir y = (y,) € S ist dann (komponentenweise Multiplikation)
X -y={(z) € Kg; |z| <. VreT}

mit ¢, = ¢, - |y-|, d.h. y “streckt” die Menge X. Weiter gilt ¢, = ¢~ und
[[.< =11 ¢ =C, denn

[Tlw-A=1]]v-I=IN@w)I=1 firyes.

Nach 15.12 gibt es ein a # 0 in Ok, so dass |7(a)| < ¢, V7 € T, d.h.

jla) = (r(a))rer € X - y.

Nach 17.3 haben wir endlich viele Elemente «q,...,ay in Ok, a; # 0, so
dass jedes a # 0 aus Ok mit [Nk g(a)| < C zu einer dieser Zahlen assoziiert
ist, denn diese Normen sind in 7Z, so dass es nur endlich viele Werte vom
Betrag < C gibt. Wir setzen

N
Q=5Sn{JX ja").
=1
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Da X beschrinkt ist, ist auch X - j(a; ') beschrinkt und damit auch Q.
Weiter gilt
S=J @i,
SO%
Denn ist y € S, dann ist auch y~' € S (komponentenweises Invertieren).
Also gibt es ein a # 0 in O mit j(a) € X -y~ !, dh. j(a) =z -y~ fiir ein
x € X. Da

[Nkso(a)l = IN(j(a))l = IN(2)| - IN(y )| = N(2) < Iere, = C,

ist a zu einem «; assoziiert, d.h. a; = ¢ - a mit € € Oj,. Es folgt

1 1

y=x-j(a) =z-jla’)=z-jlo;'e), - jla;) =y jle)

Dac™! € Ok, ist j(e71) € S. Alsoist z - j(a; ') € SN(X - j(a; 1)) C Q und
yeQ-je) O
Da I eine freie abelsche Gruppe ist, “spaltet” die exakte Sequenz 17.1 und
wir erhalten

17.5 Dirichlet’scher Einheitensatz: Fiir die Einheitengruppe O} gilt
O = u(K) x 71,

17.6 Definition: Ein Fundamentalsystem von Einheiten ist eine Teilmenge
{1, prys—1} C Of. so dass {\ (1), ..., A(ptras—1)} eine Basis von T ist.

17.7 Beispiel: Ist K = Q(y/m) reell-quadratische Erweiterung, dann ist
r=2,5=0, u(K)={x1}. Also haben wir nur eine Fundamentaleinheit die
einen Faktor Z erzeugt. Sei ¢ eine solche Einheit. Dann erzeugen auch e~ und
—¢e, —e ! eine unendliche Untergruppe. Unter den Elementen +e, +¢7! gibt
es genau eines mit € > 1. Dieses Element 7 nennt man die Fundamentaleinheit
von K. Da seine Norm =+1 sein muss und

n=a+bym a,beZ m=2,3 mod4
a+bym
2

a,b € Z von gleicher Paritit m =1 mod 4

suchen wir kleine positive Werte a, b fiir die

a?=m-v»£1 m=23 mod4
a?>=m-v»’+£4 m=1 mod4

Beispiel: m =3 b=1,a=2 n=2++3
1+6

m =25 b=1 a=1 n=—g
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Teil IV
Verzweigungstheorie

18 Erweiterungen von Dedekindringen

Die Ergebnisse der vergangenen Paragraphen legen nahe, sich mit den Prim-
idealen in Ok zu beschiftigen. Ist p # 0 ein Primideal, dann ist pNZ = (p)
mit p € N prim, d.h. (p) C p, also p|(p). Wir wollen untersuchen, wie die
Primzerlegung von (p), p € Z prim, in O aussieht. Wie auch in den vergan-
genen Paragraphen, machen wir das fiir beliebige Dedekindringe und nicht
nur fiir Erweiterungen Z C O.

18.1 Satz: Sei R ein Dedekindring mit Quotientenkorper K. Sei F//K eine
endliche separable Erweiterung und B C F' der ganze Abschluss von R in F.
Dann ist B ein Dedekindring.

Beweis: Nach 7.14 ist F' der Quotientenkérper von B, die Nenner kénnen
sogar in R gew#hlt werden. Damit ist B ganz abgeschlossen.

Sei p # {0} ein Primideal in B, dann ist RNp # {0} nach 12.7. Die Abbildung
R/RNp — B/p, r+ (RNp)—r+p

ist bekanntlich injektiv (R/RNp = (R+p)/p C B/p). Da p ein Primideal
ist, ist B/p ein Integritdtsring. Also ist auch R/R N p ein Integritdtsring
und damit R N p ein Primideal in R. Da R ein Dedekindring ist, ist R N p
maximal, also R/R N p ein Korper. Damit ist aber auch B/p ein Korper:
Denn sei b # 0 eine Restklasse in B/p. Da b ganz iiber R ist, erfiillt es eine
irreduzible Ganzheitsgleichung f(b) = 0 mit f € R[X]. Dann ist b algebraisch
iiber R/R N p, und (R/R N p)[b] ist ein endlich-dimensionaler (R/R N p)-
Vektorraum. Nach Aufgabe 1.8 ist b in (R/R N p)[b] C B/p invertierbar.
Damit ist p auch maximal.

Es bleibt nur noch nachzuweisen, dass B noethersch ist. Nach 10.3 ist B
Untermodul eines freien, endlich erzeugten R-Moduls. Da R kein Haupt-
idealring zu sein braucht, miissen wir Arbeit investieren. Das Resultat folgt
aus folgendem Ergebnis, weil jeder Untermodul eines noetherschen R-Moduls
noethersch ist. 0J

18.2 Satz: Ist R ein noetherscher Ring, dann ist jeder endlich erzeugte R-
Modul noethersch.
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Beweis: Aus 12.4 folgt: Sind M und N noethersch, dann ist auch M @& N
noethersch, denn M ist Untermodul von M & N und M & N/M = N. Damit
ist R™ noethersch. Sei e’ der i-te “Einheitsvektor” in R™. Ist nun M ein
endlich erzeugter R-Modul, M = R-x;+ ...+ R - x,, dann ist M das Bild
von R™ unter der Abbildung, die e; auf x; abbildet. Nach 12.4 ist damit M
noethersch. O

18.3 Bemerkung: Der Satz 18.1 gilt auch ohne die Voraussetzung “sepa-
rabel”.

18.4 Fiir Primideale p C R gilt im Kontext von 18.1, dass p - B # B ist.

Beweis: Sei p # 0. Da p? # p, gibt es ein r € p\p?. Es folgt (r) = p - J mit
J coprim zu p (denn r € p, also p|(r), aber p* 1 (r)). Also gilt p + J = R.
Damit gibt es b € pund s € J, so dass 1 = b+ s. Es gilt s ¢ p, da sonst
p=Ruds-pCJ-p=(r)=R-r.

Wiére p- B = B, hitten wir s- B=s-p-B CrB,sodass s =r-z mitz € B.
Daz=2¢cK,istx € KNB=R. Also s € (r) Cp, ein Widerspruch. [
Dayp- B #0 fiir p# 0 und p- B # B, hat das Ideal pB eine Pirmzerlegung

18.5 p-B="P" .. B in B.
Statt p - B schreiben wir oft kiirzer p, wenn klar ist, in welchem Ring wir
arbeiten.

18.6 Ein Ideal J # B von B teilt p - B genau dann, wenn p = J N R.

Beweis: ,=“: Jjp-B=pCp-BCJ. Dal¢J ist JNR # R. Also
pC JNR#*R. DaJNR ein Ideal in R ist, folgt aus der Maximalitidt von
p,dassp=JNRAR.

,<=“Dap=JNR,ist p- B C J. Also ist J Teiler von p - B in B. OJ
18.7 Definition: Sei p C R ein Primideal, p # 0. Sei
p-B=31"-... P

die Primzerlegung von p in B. Man nennt die *}3; Primideale diber p. Die Zahl
e; heilt Verzweigungsindez, bezeichnet mit e(;/p). Ist ein e; > 1, heiit p
verzweigt in B. Der Grad der Korpererweiterung R/p C B/B;

fi=[(Bi/p) = [B/Bi, R/p]
heifit Tragheitsgrad von B; iiber p.

(Wir erinnern daran, dass wir R/p nach dem Beweis von 18.1 als Teilkorper
von B/B; auffassen konnen, weil p =B; N R.)
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18.8 Satz: Sei R eine Dedekindring mit Quotientenkorper K. Sei F'/ K end-
liche separable Erweiterung und B C F der ganze Abschluss von R in F'. Sei
p # 0 ein Primideal in R und

p-B =9 P
die Primzerlegung von p in B mit f; = f(°B;/p). Dann gilt

r

Zei~fi:n::[F:K].

=1

Gilt | Gal(F/K)| = [F : K], man nennt dann K C F eine Galoiserweiterung,
dann sind alle e; gleich und alle f; gleich, so dass

n=r-e-f.

Beweis: Da 7" und ‘,B;j fiir ¢+ # j coprim sind, folgt aus dem chinesischen
Restesatz (beachte P - ... - Por =P N ... NP im coprimen Fall nach
Aufgabe 1.3)
B/(p-B)= B/PB x...x B/Br.

Da p-BNR = p, ist R/p ein Teilkérper von B/pB und die Projektion
B/pB — B/ macht B/B;" zu einem R/p-Vektorraum. Zur Vereinfachung
der Schreibweise bezeichnen wir den Koérper R/p mit K. Der erste Teil des
Satzes folgt aus den Behauptungen

dimg(B/pB) =n dimg(B/B5) =e; - fi

und dem chinesischen Restesatz.

Sei Wy, ..., W, eine K-Basis von B/p - B mit Reprédsentanten w; € B. Im
Beweis von 18.1 zeigten wir, dass B ein endlich erzeugter R-Modul ist. Also
ist dimg (B/pB) < oo. Wir zeigen jetzt, dass wy, ..., w,, eine K-Basis von F'
ist. Es folgt m = n, womit die erste Gleichung bewiesen wire.

Angenommen wy, ..., w,, sind linear abhéngig iiber K, dann sind sie auch
linear abhéngig tiber R (multipliziere mit dem Produkt der Nenner):

ricwr .. Ty Wy = 0, r; € R, nicht alle r; = 0.

Sei J das von 7y, ...,r, erzeugte Ideal in R. Wegen der eindeutigen Prim-
zerlegung gibt es eina € J !, sodassa ¢ J'-p,alsoa-J ¢ p. Daa-J C R,
gilt a-r; € R fir « = 1,...,m, aber nicht alle a - r; liegen in p, da sonst
a-J C p. Durch Ubergang zu den Restklassen mod p erhalten wir also eine
nicht-triviale Darstellung

T T W + ...+ A Ty Wy, =0, a-7;,€K=R/p, W, € B/pB
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im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der w;.
Wir wollen nun zeigen, dass F' = Kw; + ...+ Kw,,.
Sei M = Rwy; + ...+ Rw,, und N = B/M. Nun gilt B = M +p- B. Es
folgt p-N = N,da B =pB mod M. Nach 18.2 ist B noetherscher R-Modul.

Damit sind B und N endlich erzeugte R-Moduln, etwa N = Ray+. ..+ Ras.
Wegen p - N = N erhalten die Gleichungen

s
Oél':E Q5+ O mit ai; € Pp

j=1
bzw. 0 = Z (51] — (ll'j)Oéj
j=1
€51
Sei A = (0;; — a;j);; und A* die adjungierte Matrix. Aus A- | : | =0 folgt
Qg
(03] (65}
0=A"-A-| : | =detA-
Qg Qg

Ist d = det A, folgt somit d-a; = 0,7 = 1,...,s, also d- N = 0. Ist
p: B — B/M = N die Projektion, so folgt p(d-z) = d - p(x) = 0, also
d(B) C Kernp = M, d.h.

d-BCR-w+...+ R wy,
d # 0, denn rechnen wir mod p, erhalten wir det A = 1. Damit erhalten wir
F=d FCK- -wi+...+ K- -w,,

da F' der Quotientenkorper von B ist und die Nenner in R liegen diirfen.

Fiir die zweite Gleichung betrachten wir folgende Kette von B-Moduln

BOP;DPID ... DPL.

Sei P = P;. Fiir jedes r ist P /P! ein B/P-Modul und damit ein B/PB-
Vektorraum vermoge der Operation

B/B x (P/P+) — PP
(b+P),(a+P ) — ab+a-P+b-PTL+P- P Ca-b+Prit
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Die Dimension von B" /B! als B/PB-Vektorraum ist 1, denn sonst gibe
es eine surjektive B-lineare Abbildung B" /B! — B /B mit nicht-trivialen
Kern und damit einen B-Modul M mit "' G M G P". Dieses M wire
somit ein Ideal zwischen 3" und PB", aber das ist unmoglich. Es folgt

B/ ist ein B/PB;-Vektorraum der Dimension e;.

Nach Definition von f; ist B/, ein K-Vektorraum der Dimension f;. Also
ist B/ ein K-Vektorraum der Dimension e; - f;.

Sei jetzt F'/K Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G. Ist b € B, so ist b
und damit auch o(b), o € G, ganz tiber R. Es folgt 0(B) = B fiir 0 € G. Da
o : B — B ein Ringautomorphismus ist, ist ¢(3) ein Primideal, falls 3 ein
Primideal ist. Weiter gilt: Ist 8 C B Teiler von p - B, so gilt p = PN R =
o(p) =c(PB)No(R) = o(P) N R, d.h. auch o(P) ist Teiler von p - B nach
18.6. Da ¢ ein Automorphismus ist, gilt

e(a(B)/p) =ePB/p)  f@(B)/p) = [(B/p).

Damit folgt der 2. Teil aus dem ersten, wenn wir zeigen konnen
Behauptung: Sind B und Q Primideale in B, die p teilen, dann gibt es ein
o € G mit o(P) = Q.

Beweis: Wir nehmen an, dass o(3) # Q fiir alle 0 € G. Seien PBy,..., B,
die verschiedenen Primideale der Familie {o(*P);0 € G}. Dann sind
9,4, ..., B, paarweise coprim. Nach dem chinesischen Restsatz haben wir
einen Epimorphismus

©:B— B/Qx B/ x...x B/B,.

Sei 3 € B ein Urbild von (0,1,...,1). Dann ist 3 € Q und 3 ¢ o(R) fiir alle
oecG.

b:= Np/g(B) = [lyeco(B) € QN R =p, denn f ist ganz und B|b in B. Da
B e Q, folgt b e Q.

Da 3 ¢ o '(P) fiir alle 0 € G, gilt o(B) ¢ P fiir alle 0 € G. Da aber
b=][o(5) € p C*P und P in B prim ist, muss mindestens ein Faktor o(p)
in B liegen, ein Widerspruch. 0

18.9 Bemerkung: Die Gleichung > ' e; - f; = n in 18.8 nennt man auch
die “fundamentale Gleichung”. Sie zeigt, dass ein Primideal p in R um so
“fleifliger” in Primideale aus B zerfillt, je kleiner der Tragheitsgrad ist.

Wir wollen jetzt die Primideale iiber p im Falle einer einfachen Erweiterung
bestimmen:
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Mit den Bezeichnungen aus 18.8 sei F' = K («), wobei das primitive Element
«a aus B sei. Das Minimalpolynom f von « liegt nach 7.17 in R[X]. Sei
n = grad f.

18.10 Definition: § = {x € B;xz-B C R|a]} heiit Fihrer des Ringes R[a].
18.11 § ist ein von 0 verschiedenes Ideal in B, und § C R[a] C B.

Beweis: Offensichtlich ist § ein Ideal. Die Diskriminante d =
Dp/k(1,c,...,a" 1) ist nach 9.9 von 0 verschieden und d - B C R[] nach
10.3. Da 1 € B, ist § C R|a], und R[a] C B, weil « € B ist. O

18.12 Satz: Sei p ein zum Fiihrer § von R[a] teilerfremdes Primideal in R
und

f=H- 7
die Zerlegung des Bildes f des Minimalpolynoms f von « in (R/p)[X] in
seine Primfaktoren. Dabei sei f; € R[X] ein normierter Reprisentant von f;.

Dann sind
Bi=p B+ fila)-B 1=1,...r

die verschiedenen Primideale in B iiber p, und es gilt

(1) f(Bi/p) = grad f;
2) p-B=F7... P
Beweis: Sei C = Rla] und R = R/p

Behauptung: B/(p - B) = C/(p - C) = RIX] /(7).
Da p coprim zu § ist, gilt B =p-B+F. Da§ C C, folgt B = pB+ (. Damit
ist

¢:C—B— B/p-B. (%)
surjektiv und Kern p = C'NpB. Also gilt C'/(CNpB = B/(p- B). Wir zeigen
jetzt, dass C N pB = p - C, und erhalten so den ersten Isomorphismus der
Behauptung.

Da p und § N R coprim sind, gilt
p+S5NR=R
p - B und C sind R-Moduln. Es folgt somit

CNnp-B R-(Cnp-B)=(p+5NR)-(CNp-B)
p

C p-CH+p-§-BCp-C ,dag-BcCC.
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Esfolgtp-C=Cnyp-B.

Fiir den zweiten Isomorphismus betrachten wir die Projektionen
v RIX] — R[X] — R[X]/(f)

Kern ist das durch p und f erzeugte Ideal J = (p, f) C R[X]. Da nun
C = R[X]/(f), folgt C/(p - C) = R[X]/J = R[X]/(f)-
Da die f; paarweise teilerfremd sind, liefert der chinesische Restsatz einen

[somorphismus von Ringen
RIX)/(F) = @D RIXI/(F)-
i=1

Die Primideale der rechten Seite sind Summen, in denen ein Summand von
der Form (f;) ist, wihrend die iibrigen der ganze Summand ist. Damit sind
die Primideale der linken Seite die durch (f;) mod f erzeugten Hauptideale

(f),i=1,...,r.Ist S = R[X]/(f), dann ist der Grad der Korpererweiterung
[S/(f;) + R] = grad f;
und 0= (7) = (_, (7 in 5.
Nach der Behauptung haben wir einen Isomorphismus
RIX|/(F) = B/p-B, g g(a).

Damit hat B/pB dieselben Eigenschaften wie }_%[2(]/ (f): Die Primideale %,

von B := B/pB entsprechen den Primidealen (f;) und sind die von f;(c)
mod pB erzeugten Hauptideale;

[B/%,; : Rl =grad f; (0)= ﬂﬁ? (%)

B: =p- B+ fi(a) - Bist das Urbild von B, unter der Projektion B — B =
B/pB. Dann ist B; ein Primideal in B.

Das Urbild von B;" ist p- B+ f;(a)% - B. Offensichtlich gilt B C p- B+ f;(a)% -
B, so dass p - B+ fi(«)% - B Teiler von B;* ist. Aus der Primfaktorisierung
folgt, dass B das Urbild von ;" ist, da p - B+ f;(a)% - B und B¢ dasselbe
Bild in B/pB haben. Damit folgt aus ()

pBO (B > ]85
=1 =1
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so dass p - B Teiler von [[;_, B ist. Letztlich gilt

f(Bi/p) = [B/PB:: R/p] = [B/PB,; : R = grad [,.
Da aber

T T

Zei -grad f; = Zgrad?? —grad f = grad f = [F : K]

i=1 i=1
folgt aus 18.8
p-B=][®"
i=1
O

18.13 Satz: In vielen Fillen ist B = R[«a]. Dann ist § = B und jedes Ideal
p von B ist coprim zu §.

19 Verzweigungen

Sei wieder R ein Dedekindring, K sein Quotientenkorper, F'/ K eine separable
endliche algebraische Erweiterung und B der ganze Abschluss von R in F.
Dann ist B nachl18.1 wieder ein Dedekindring.

19.1 Definition: Ein Primideal p C R heifit voll zerlegt (oder total zerlegt)
in F', wenn in der Primfaktorzerlegung

p-B =% Py (*)
von pin B gilt: r =n=[F: K|, alsoe; =1 = f(B,;/p) firi =1,...,r. Wir

nennen p unzerlegt in F', wenn r = 1, wenn es also in B nur ein Primideal
iiber p gibt. Wir nennen 3; unverzweigt iiber R (oder iiber K), wenn e; = 1
und die Koérpererweiterung

R/p C B/%;

separabel ist. Sonst heifit B; verzweigt. Gilt iiberdies f(B;/p) = 1, heifit
B, rein verzweigt. Ist jedes P, der Zerlegung (x) unverzweigt, nennen wir p
unverzweigt, und sonst verzweigt.

Sind alle Primideale p von R unverzweigt, nennen wir die Kérpererweiterung
K C F' unverzweigt.
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Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass ein Primideal nur in endlich
vielen Ausnahmefillen verzweigt ist. Das ist Teil der Aussage des folgen-
den Satzes, der auch in groflerer Allgemeinheit als in der vorliegenden Form
Giiltigkeit hat.

19.2 Satz: Sei K ein Zahlkdrper und B ein freier endlich erzeugter R-Modul.
Dann ist p genau dann in F verzweigt, wenn p Teiler von disc(B/R) ist.
Insbesondere sind nur endlich viele Primideale in F' verzweigt.

19.3 Erliduterung: Wie wir in 9.3 erldutert haben, ist disc(B/R) das Ideal
in R, das von den Diskriminanten

DF/K(Oél, Ce ,Oén)

aller K-Basen {a,...,a,} C B von F erzeugt wird. Insbesondere ist p per
Definition genau dann Teiler von disc(B/R), wenn disc(B/R) C p ist.

Wir beweisen Satz 19.2 mit einer Reihe von Lemmata.

19.4 Lemma: Sei R ein Ring, R C B eine Ringerweiterung, so dass B
ein freier R-Modul mit Basis {f1,...,8,} ist. Dann sind die Restklassen
{By,...,B,} eine Basis von B/(J - B) als R/J-Modul, wobei J C R ein
beliebiges Ideal ist. Weiter gilt fiir die Diskriminanten

D(By,...,B,) =D(B,...,53) mod J.

Beweis: Da jedes b € B eine R-Linearkombination der 3; ist, ist b € B/(J-B)
eine R/J-Linearkombination der 3, durch Ubergang zu dem Restklassen. Gilt
nun

?1314-4—7”3”:6
folgt: ri-f1+...+1rp-Bn€ B-J=(R-p1+...R-5,)-J=J-B1+...+J- By
Aus der Eindeutigkeit der Darstellung folgt r; € J, also 7; = 0.

Die zweite Aussage ist ebenfalls klar, weil sich D(B,,...,3,) wie D(pi,
..., 3n) berechnet, nur dass man zur Restklasse iibergeht. O

19.5 Lemma: Seien R C B;, 1 =1,..., k Ringerweiterungen, so dass B; ein
freier R-Modul vom Rang r; ist. Dann gilt

disc(] [ Bi/R) = [ [ disc(Bi/R).
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Beweis: Es geniigt, den Fall £ = 2 zu behandeln. Sei {aq,...,a,} R-Basis
von By und {f1, ..., [,} R-Basis von By. Dann ist

{517 s 75m+n} - {(ala 0)7 trt (Oém,O), (0751)7 R (Ovﬁn)}

R-Basis von By x By. Da (;,0) - (0,8;) = (0,0), ist (Sp,xB,/r(€i - €5)) eine
Blockmatrix der Form

((SBl/R(%i - 0;5))ig (SBQ/R(; . ﬁj))m)

und der Satz folgt. 0

19.6 Lemma: (1) Ist K ein Korper und B eine K-Algebra mit dimg B <
oo und besitzt B nilpotente Elemente  # 0, dann ist disc(B/K) = 0.

(2) Ist B ein noetherscher Ring, der keine nilpotenten Elemente = ¢ 0
enthélt, dann ist N = (\{p; p Primideal in B} = 0.

(3) Seien K und B wie in (1) und K perfekt; sei N durch Durchschnitt
aller Primideale p in B. Ist N = 0, dann ist disc(B/K) # 0.

19.7 Definition: Ein Element x eines Ringes heifit nilpotent, wenn es ein
k € N gibt, so dass 2 = 0.

Ein Korper heifit perfekt, wenn jedes irreduzible Polynom aus K [X| separabel
ist.

Beweis: (1) Sei 5 # 0 aus B nilpotent. Da B ein K-Vektorraum ist, konnen
wir 3 zu einer Basis {f1, ..., .} von B mit ; = /3 erweitern. Die Abbildung

f:B—=DB, b= -pi-b=0F-5-0

ist nilpotent, d.h. es gibt ein n € N mit f* = 0. Also ist das Minimalpolynom
u(f; X) von f Teiler von X™ und damit selbst von der Form X*. Da die
Primteiler des charakteristischen Polynoms auch Primteiler von p(f; X) sind,
ist das charakteristische Polynom von f ebenfalls von der Form X*. Nach
8.3 ist Sp/k(f1 - Bi) = 0. Also ist die erste Zeile der Matrix (Sg/k (5 - f;))
der Nullvektor und ihre Determinante disc(B/K) = 0.

(2) Sei b # 0 aus B und F die Familie aller Ideale J C B, die keine Potenz
von b enthalten. Da v* # 0 Vk € N, ist (0) € F, also F nicht leer. Da B ein

noetherscher Ring ist, besitzt F ein maximales Element p.

Behauptung: p ist Primideal.
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Aussage (2) folgt aus dieser Behauptung: Nach Definition von F ist b ¢ p.
Also gibt es zu jedem b # 0 aus B ein Primideal p, das b nicht enthélt.

Angenommen, p ist kein Primideal, dann gibt es Elemente x,y € B, so dass
xé¢p,yé¢p, aber -y € p. Dann gilt

pSp+(z)undp G p+(y).
Wegen der Maximalitdt von p in F gibt es k,1 € N, so dass
Vept(z) b ep+(y).
Also
P ep’+p-(y) +p-(@)+(z-y) Cprp+p+(z-y) Ch,

ein Widerspruch.

(3) Ist p ein Primideal von B, dann ist B/p ein Integritéitsring mit Teilkorper
K, denn B/p ist K-Algebra und ¢ : K — B/p, 1 — 1 ist injektiv. Da
dimg B/p < oo, ist B/p nach 1.8 ein Korper. Folglich ist p nach 1.4 maximal.

Sind nun py, ..., p paarweise verschiedene Primideale, dann sind p; und p;
fiir © # 7 wegen der Maximalitét coprim. Der chinesische Restsatz gibt

B/(w=]] B/ ()

Es folgt
k
00 > dimg B > dimg (B/(\p:) = Y _ dimg(B/p;) > k.
i=1
Also hat B nur endlich viele verschiedene Primideale py,...,p,. Nach Vor-

aussetzung ist ihr Durchschnitt 0, so dass (x) die Form
B = H B/p; (xx)
i=1

annimmt. Jedes B/p; ist ein Kérper und endliche Erweiterung von K. Da K
perfekt ist, ist die Erweiterung separabel. Nach 9.9 ist disc((B/p;)/K) # 0.
Aus 19.5 folgt dann disc(B/K) # 0 wegen (). O]

Aus dem Beweis von 19.7 halten wir fest

19.8 Ist K ein Korper, B eine K-Algebra mit dimyg B < oo und p C B ein
Primideal, dann ist B/p ein Korper.
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Beweis von Satz 19.2: Sei p C R ein Primideal. Nach 19.4 gilt
disc(B/R) = disc((B/p - B)/(R/p)) mod p.
Nach 19.6 gilt, da R/p nach 4.14 perfekt ist,
disc((B/pB)/(R/p)) =0 <= B/pB hat nilpotente Elemente # 0.

Sei nun p - B = [[B, also B/(p - B) = [[ B/B;" nach dem chinesischen
Restesatz. Dann gilt

p t disc(B/R) <= disc((B/pB)/(R/p)) # 0 <= []B/PB; hat keine
nilpotente Elemente # 0 <= B/9;" hat keine nilpotente Elemente # 0 Vi
— ' =1Vi. 0J
Als Folgerung von 19.2 und dem von uns nicht bewiesenen schérferen Ergeb-
nis 16.8 erhélt man sofort

19.9 Satz: Es gibt keine unverzweigte Erweiterung von Q.

Beweis: Sei K/Q endliche Erweiterung von Q. Nach 19.2 gentigt es zu zeigen,
dass |disc(Ok/Z)| = |0x| > 1. Nach 16.8 hat jedes Element aus Clx ein
ganzes Ideal J als Repréasentanten, fiir das

W(J)<Z—i(%)s\/m n=[K:Q|

(Wir hatten das schwéichere Resultat 90(J) < (2)° /]0x]| gezeigt.)
Da 91(J) > 1, erhalten wir

n" /mT\s _ n" /mw\%
\/ > (Z) > (Z
ol = <4> = nl (4) ’
letzteres, weil (%) < 1 und n =r+ 2s. Ist a,, die rechte Seite, folgt
any1 (n+1)"n! [ (n+1)" [x \" /= 7T
_ SA L 7 AN AR I > (141)4/5
an (n+1)!-nn\ 4 n" 4 +n 4_( +1) 4

> 1

Da ay > 1, folgt a, > 1, also v/|dx| > 1. O

Aus unserem schwécheren Resultat konnen wir nur folgern: Alle endlichen
Erweiterungen Q C K, fiir die es nicht-reelle Einbettungen K — C gibt oder
fiir die O kein Hauptidealring ist, sind verzweigt.
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20 Hilbert’sche Verzweigungstheorie

Wir behalten die Notation aus §19 bei. Die von David Hilbert (1862-1943)
entwickelte Verzweigungstheorie beschéftigt sich mit dem Fall, dass K C F'
eine Galois-Erweiterung ist.

Dieser Abschnitt ist daher Horern gewidmet, die schon einen Kurs iiber
Galois-Theorie besucht haben. Damit die anderen Horer folgen konnen,
mochte ich die Definitionen und Ergebnisse rekapitulieren, die wir fiir diesen
Abschnitt benotigen.

Vorweggeschickt sei, dass wir uns ausschlieflich mit endlichen Galois-
Erweiterungen beschéftigen.

20.1 Definition: Eine algebraische Erweiterung K C F' heiit normal, wenn
jedes irreduzible f € K[X], das in F eine Nullstelle hat, iiber F' zerfillt. Ist
K C F normal und separabel, heilt K C F' Galois-Erweiterung.

Bevor wir auf die Aquivalenz dieser Definition mit der in 18.8 eingehen,
wollen wir den Grundansatz der Galois-Theorie erlautern. Er verbindet die
Korpertheorie mit der Gruppentheorie. Wir schon erwéhnt, wollen wir uns
auf endliche Erweiterungen beschranken.

Sei also K C F eine endlich und folglich auch algebraische Erweiterung. Sei
G = Gal(F/K) die Galois-Gruppe von F//K. Die Menge der Zwischenkorper
K C L C F und die Menge der Untergruppen von G bilden partiell geordnete
Mengen. Wir definieren Abbildungen

1
{Zwischenkérper von F/K'} ? {Untergruppen von G}

durch TI(L) = Gal(F/L) und Q(U) = Fixkorper von U, d.h.
QU)=FY={z € F; olx)=xVocU)}

Man sieht leicht ein

20.2 € und II sind ordnungsumkehrende Abbildungen. D.h.

(1) Ist K ¢ L ¢ E C F, dann folgt TI(F) C II(L), also Gal(F/E) C
Gal(F/L).

(2) Sind U C V C G Untergruppen, dann folgt Q(V) C Q(U), also FV C
FY.
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20.3 Hauptsatz der Galoistheorie: Sei K C F endliche Erweiterung
und G = Gal(F/K). Dann gilt

(1) Ist U Untergruppe von G, dann gilt IIQ(U) = U.

(2) Ist L Zwischenkérper von F//K, dann gilt

MO(L) = L <= [F: L] =|Gal(F/L)|

(3) Aquivalent sind

(i) K C F ist Galois
(i) K = QI(K) = F¢
(iii) [F: K] = |G|
(iv) IT und €2 sind zueinander inverse ordnungsumkehrende Abbildun-
gen.

Aus 20.3.3 folgt die Aquivalenz der Definition 20.1 mit unserer Definition aus
18.8.

Als Folgerung aus 20.3 erhalten wir

20.4 Ist K C F endliche Galois-Erweiterung und ist K C L C F ein
Zwischenkorper, dann ist L C F' endliche Galois-Erweiterung.

Beweis: Die Endlichkeit folgt aus der Gradschachtelungsformel. Aus 20.3.3
folgt, dass QII(L) = L, also [F': L] = | Gal(F/L)| nach 20.3.2. Alsoist L C F
Galois nach 20.3.3. O

Wir wollen nun wissen, wann K C L Galois ist. Die Antwort gibt

20.5 Satz: Sei K C F beliebige Galois-Erweiterung und K C L C F ein
Zwischenkorper. Dann gilt

K C L ist Galois <= Gal(F/L) ist Normalteiler von Gal(F/K).
In diesem Fall ist die Abbildung
Gal(F/K) — Gal(L/K), o o|L
ein Epimorphismus mit Kern Gal(F/L), so dass

Gal(L/K) = Gal(F/K)/ Gal(F/L).
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Mehr brauchen Sie fiir diesen Abschnitt nicht {iber Galois-Theorie zu wissen.
Vielleicht ist Thr Interesse fiir die Beweise dieser Aussagen und fiir Anwen-
dungen der Galois-Theorie geweckt.

Sei jetzt R wieder ein Dedekindring, K sein Quotientenkérper, K C F' ei-
ne endliche Galoie-Erweiterung mit Galois-Gruppe G und B der ganze Ab-
schluss von R in F. Dann gilt o(b) € B fiir alle b € B und alle 0 € G, so
dass wir eine Operation

GxB— B, (0,b)— o(b)
von GG auf B erhalten. Im Beweis von 18.8 haben wir bereits gezeigt:

20.6 (1) Ist B C B ein Primideal iiber dem Primideal p C R, dann ist
auch o() ein Primideal iiber p, und es gilt

e(@(B)/p) =e(B/p) und  f(o(PB/p) = f(B/p).

(2) G operiert transitiv auf der Menge der Primideale iiber p. D.h. sind P
und £ Primideale in B iiber p, dann gibt es ein o € G mit Q = o(P).

20.7 Definition: Sei 3 ein Primideal in B. Die Standuntergruppe von *J3
Gy ={0€G; o(P) =P}
heifit Zerlequngsgruppe von B iiber K. Der Fixkorper
Ly={r€F; o(x) =2 Yo € Gy} =F
heifit Zerlequngskorper von 3 iiber K.

Die Zerlegungsgruppe “misst”, in wie viele verschieden Primideale ein Prim-
ideal p C R in B zerfallt: Sei *J3 ein Primideal iiber p, dann besteht der Orbit
von P nach 20.6 genau aus den Primidealen iiber p. Da nun |G-B| = |G : G|
(s. Einfithrung, Lemma 13.6) erhalten wir

20.8 (1) Ist*P C B ein Primideal iiber p C R, dann gibt es genau [G : Gy
verschiedene Primideale in p.

(2) Gy ={id} <= Ly=F <= pist voll zerlegt.
Gp=G <= Ly =K <= p ist unzerlegt.

(3) Sind B und Q = o(*P) Primideale tiber p, dann gilt

GQ:O"Gm‘O'il.
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Weiter erhalten wir aus 18.8.

20.9 Ist P C B ein Primideal iiber p und oy, ...,0, ein volles Représen-
tantensystem der Nebenklassen von Gy in G, dann gilt

b (Ham) mit [F: K] = r-c-[(B/F) : (R/p)]

und r = % |G| = e f. Weiter gilt [(B/B) : (R/p)] = [(F/p)-

20.10 Satz: Sei P := PN Ly das “unter P liegende” Primideal von LyNB.
Dann gilt:

(1) By ist unzerlegt in F', d.h. P ist das einzige iiber P, liegende Primideal
in B.

(2) P hat tber Ly den Verzweigungsindex e = e(*f/p) und den Tragheits-
grad f = f(B/p).

(3) Der Verzweigungsindex und Trigheitsgrad von B, iiber K sind beide
1.

Beweis: (1) Da F'/K Galois-Erweiterungen ist, gilt Gal(#/Ly) = Gg. Also
ist P nach 20.8.1 das einzige iiber B, liegende Primideal in B.

(2), (3) Seip-B=xc-..., p-(BNLyp) =P -... und P, - B =P°. Dann
folgt e = ¢’ - €”.

Ist C'= BN Ly, dann haben wir Korpererweiterungen

R/p CC/Br C B/B C B/B, also f(B/p) = f(B/Pr)- f(Br/p)

———
=:f =:f! =:f"

nach der Gradschachtelungsformel. Da nun

|Gp| = [F : Lyl =€ - f*  und \G]:[F:K]:%e-fmitr:%,
B

folgt € - f' =€ f und damit e = €', f = f'. Es folgt ¢/ =1 und f"=1. O
Da 0(B) = B und o(B) = P fiir jedes 0 € Gy, erhalten wir einen Automor-
phismus

G:B/P—B/B, b+P—oab)+o(P)=0c()+P
der Restklassenkorper, d.h. @ € Gal(B/B/R/p).

96



20.11 Satz: Die Erweiterung R/p C B/ ist normal und o +— @ definiert
einen Epimorphismus

Goy — Gal((B/B)/(R/p)).

Beweis: Sei Ly der Fixkorper von Gip. Da f(Br,/p) = 1, geniigt es, den
Fall K = Ly und Gog = G' zu behandeln.

Sei b € B/B, sei f € K[X] das Minimalpolynom von b und g € (R/p)[X]
das Minimalpolynom von b. Da f(b) = 0, ist g Teiler von f. Nach 7.17 ist
f € R[X]. Da F/K als Galois-Erweiterung normal ist, zerfillt f {iber F' und
damit iiber B in Linearfaktoren; letzteres, weil die Nullstellen von f € R[X]
in B liegen. Folglich zerfillt f und damit auch g iiber B/ in Linearfaktoren,
d.h. R/p C B/B ist normal.

Fiir den zweiten Teil des Beweises benotigen wir einen neuen Begriff.

20.12 Definition: Sei K C F' algebraische Korpererweiterung. Dann heifit
K*® = {x € F; x separabel iiber K}

separabler Abschluss von K in F.
Wir machen jetzt eine weitere Anleihe aus der Korper- und Galoistheorie.

20.13 Satz: K* ist ein Zwischenkorper der Erweiterung K C F und
Gal(F/K) — Gal(K°/K), o~ o|K®
ist ein Isomorphismus.

Sei nun b ein primitives Element im separablen Abschluss R/p in B/ und

7 € Gal((B/P)/(R/p)) = Gal((R/p)(b)/R(p)).

Dann ist E(Z_)) eine Nullstelle von g, also auch von ?_ Da f iiber F' zerfallt,
gibt es eine Nullstelle b; € F von f, so dass by = (b) in B/B. Da b; und b
Nullstellen von f sind, gibt es ein 7 € Gal(F/K) mit 7(b) = by. Es folgt

7(b) = by = 7(b),

also 7 = @, da b primitives Element ist. Insbesondere ist o — @ surjektiv.
O

20.14 Definition: Iy = Kern(Gy — Gal((B/9B)/(R/p)) heiit Trdgheits-
gruppe von P iiber K. Der Fixkorper von Iy

Ty =F%={z€F; ox) =x Yo € Iy}
heifit Trdgheitskdrper von B iiber K.
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20.15 Die Inklusionen (U <V bedeutet: U ist Normalteiler von V.)
{id} « Iy « Gy C Gal(F/K)
definieren nach 20.3 einen Turm von Koérpern
KCLyCTyCF
und wir haben eine exakte Sequenz
{id} = Iy — Gy — Gal(B/F)/(R/p)) — 1.
20.16 Satz: Ly C Ty ist normal, und es gilt

Gal(Ty/Ly) = Gal((B/F))/(R/p))
Gal(F/Ty) = Iy

Ist (R/p) C B/ separable Erweiterung, dann gilt
Iy =[F:Tyl=e, [Gy:ly]l=[Ty: Lyl =
In diesem Fall gilt fiir das untere P liegende Primideal By von Tiy:

(1) e(B/PBr) =e, fF(B/Pr) =1
(2) e(Br/PBr) =1, f(Br/BL) = f

Beweis: Da Ty < Gy, ist Ly C Ty Galois-Erweiterung nach 20.5, also auch
normal, und

Gal(Ty/Ly) = Gy /Ip = Gal((B/R), (R/p)).

Die zweite Isomorphie folgt aus 20.3.

Wie wir im Beweis von 20.10 gesehen haben, ist |G| = e - f. Da f =
[(B/B)/(R/p)] und R/p C B/B nach Voraussetzung Galois-Erweiterung
ist, folgt

f = | Gal(B/B)/(R/p))| = %

Es fOlgt ’[gp’ = e und [qu : Iq;;] = f
Nach Definition gilt:

o€ Iy < o lasst P fest und 7 lasst R/p fest.

Nach Definition von Tiy gilt:
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ogely < o(x)=x VreTy.

Damit ist I auch die Tragheitsgruppe von ‘B iiber Ty, Wir wenden nun
20.11 auf die Galois-Erweiterung Ty C F' an. Die zugehorige Galoisgruppe
Gal(F/Ty) ist Iy, so dass aus 20.15 folgt

Gal((B/P)/(Tp 0 B/Pr)) = L.

Also B/'B = Ty N B/Pr. Damit erhalten wir f(P/Pr) = 1. Da [F: Ty] = e,
folgt aus der fundamentalen Gleichung e(B/Br) = e.

Da e(B/B1) = e, muss nun folgen, dass e(Pr/P) = 1. Da Ly C Ty Galois-
Erweiterung vom Grad f ist, folgt f(Br/PL) = f. OJ

20.17 Wir haben folgendes Bild (falls R/p C B/ separabel ist)

Verzweigungsindex 1 1 e
Erweiterung K Cc Ly C Ty C F
Trégheitsgrad 1 f 1

Weiter gilt: Iy =1 <= F =Ty <= p ist unverzweigt in F.

21 Zyklotomische Erweiterungen

21.1 Definition: Einel primitive n-te Einheitswurzel in einem Korper K
ist ein Element der Ordnung n in (K*,-). Eine n-te Einheitswurzel ist ein
Element ¢ € K mit " = 1. Man nennt K C Zer(X™ — 1) zyklotomische
Erweiterung von K.

21.2 Die Menge p,(K) der n-ten Einheitswurzel von K ist eine endliche
zyklische Untergruppe von (K*,-) und |, (K)| teilt n.

Beweis: u,(K) ist die Menge der Nullstellen von X™ — 1 in K und daher
endlich. 1 € pu,(K) und mit z,y ist auch ="' und zy in p,(K). Also ist
i (K) eine Untergruppe von (K*,-). Nach 4.21 ist p,(K) zyklisch. Ist a ein
Erzeuger, gilt " = 1, so dass |u,(K)| = ord(a) Teiler von n ist. O

21.3 Satz: Sei K ein Korper der Charakteristik 0 oder p, wobei p  n. Sei
F =Zer(X"™ —1). Dann gilt

(1) F enthilt eine primitive n-te Einheitswurzel und u, (F') = Z/n.

(2) Ist ¢ n-te primitive Einheitswurzel, so gilt F' = K|[(].
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(3) F/K ist Galois und die Abbildung

b Gal(F/K) —
o —

@my,y
i, falls o(¢) = ("

ist ein Monomorphismus.

Beweis: (1) f = X™ — 1 hat nur einfache Nullstellen, weil f = nX"!
und n wegen p { n invertierbar ist. Also enthdlt F' genau n verschiedene
Einheitswurzeln. Nach 21.2 ist p,(F) = Z/n und jeder Erzeuger von Z/n
entspricht einer primitiven n-te Einheitswurzel.

(2) K[C] enthélt ganz p, (F). Es folgt K[(] = F.

(3) Sei ¢ primitive n-te Einheitswurzel. Alle anderen primitiven n-ten Ein-
heitswuzeln sind dann von der Form ¢* mit ggT(i,n) = 1, d.h. i € (Z/n)*.
Ein Automorphismus o € Gal(F/K) muss primitive n-te Einheitswurzeln
auf primitive n-te Einheitswurzeln abbilden. Also ist o({) = ¢’ mit i €
(Z/n)* und 7o o (¢) = 7(¢*) = (7(¢))* = ¢, falls 7(¢) = ¢/. Also ist ¥ ein

Homomorphismus.

Blo) =1 = o(Q)=C +=> o =id,
da auch o|K =id und F von K und ( erzeugt wird. O
21.4 Beispiel: (1) K = C. Dann ist F' = K, also Gal(F/K) = {id}.

(2) K =Rund n > 2. Dann ist F' = C, |Gal(C/R)| = [C : R] = 2, also
Gal(C/R) = Z/2 erzeugt von 0 : C — C, o(x +iy) = = — iy.
In beiden Féllen ist 1 nicht surjektiv.

21.5 djn= X?—-1|X"—1.
Denn aus n = k - d folgt

X" —1=(XDHF -1 = (X 1) (XD p xa==2) 4 X4 ).

Wir suchen nun nach dem Minimalpolynom einer primitiven Einheitswurzel.
21.5 legt nahe, folgende Polynome zu betrachten.

21.6 Definition: Die Polynome ®, = [[(X — (), das Produkt lauft {iber
die n-ten primitiven Einheitswurzeln ¢, heiflen n-te Kreisteilungspolynome.

2.7 (1) grad®, = ¢(n) = [(Z/n)"|
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(2) X" —1 =]y

din

(3) Der Leitkoeffizient von ®,, ist 1.

21.8 Beispiel: ¢, = X —1
®, (X2-1)/(X-1)=X+1
4 (X3 —-1)/0, =X+ X +1
P, = (X2—1)/0; - Py=(X*"—-1)/(X?2-1)=X2+1

Sei F' der Zerfallungskorper von X™ — 1. Nach Definition ist ®,, € F[X]. Die
Beispiele lassen aber vermuten, dass ®,, € Z[X], falls char I’ = 0, bzw. in
F,[X], falls char F' = p.

Z[X] in Charakteristik

21.9 Lemma: &, € { F,[X] 0> 0

Beweis: Es geniigt, Charakteristik 0 zu behandeln. Reduzieren wir mod p,
erhalten wir den zweiten Teil. Den ersten Teil zeigen wir durch Induktion
nach n : ®; € Z[X] und hat Leitkoeffizient 1.

Induktionsschritt: Sei g = [[ ®4. Dann gilt X® —1 = g - ®,, nach 21.7.
dn
d#n

Nach Induktion ist ¢ € Z[X] und hat Leitkoeffzient 1 € Z*. Daher kénnen
wir den Divisionalalgorithmus in Z[X] anwenden und erhalten ®,, € Z[X]
mit Leitkoeffzient 1. O]

21.10 Lemma: Sei K ein Korper der Charakteristik 0 oder p mit p { n. Sei
¢ primitive n-te Einheitswurzel in einer Erweiterung L von K. Dann sind
dquivalent

(1) ®,, ist irreduzibel in K[X].
(2) [K[C] - K] = ¢(n)
(3) ¢ : Gal(K[(]/K) — (Z/n)* aus 21.3 ist ein Isomorphismus.

Beweis: ( ist Nullstelle von ®,,. Sei f der normierte irreduzible Faktor von
®,,, der ( als Nullstelle hat. Dann ist f das Minimalpolynom von (. Es gilt

[K[(]: K]=¢(n) <= gradf=9(n) < f=2,
<— |Gal(K[(]/K)| = p(n) < 4 ist bijektiv.

O

101



21.11 Satz: 9, ist irreduzibel in Q[X].

Beweis: Sei f ein irreduzibler Faktor von ®,,. Wir zeigen

(1) ¢ Nullstelle von f = ¢* Nullstelle von f Vi mit ggT(i,n) = 1.

Das geniigt, denn jede primitive n-te Einheitswurzel ist von der Form ¢* mit
ggT(i,n) = 1. Wir erhalten also f = ®,,.

Um (1) zu zeigen, geniigt der Nachweis von

(2) ¢ Nullstelle von f = (P Nullstelle von f, falls p prim, p { n. Denn i aus (1)
ist ein Produkt 7« = pq, ..., px solcher Primzahlen. Durch iteriertes Anwenden
von (2) (ersetze ¢ durch (P*"P*) erhélt man (1).

Sei also ®,, = f-¢g mit f,g € Z[X] und ¢ Nullstelle von f. Angenommen
¢P ist nicht Nullstelle von f, dann ist es Nullstelle von g, so dass g(¢?) = 0.
Insbesondere ist ¢ Nullstelle von g(X?). Da f das Minimalpolynom von ( ist,
folgt flg(X?), d.h.

g(XP)=f-h
in Z[X] (Der Leitkoeffizient von f ist 1, so dass wir in Z[X| durch f dividieren
kénnen). Die Gleichungen

o, =f-9g gX")=f-h

gelten auch iiber F, nach Reduktion mod p. Sei g = >7_;a;X". Dann gilt
mod p

r

g(X)" = (Q_aX'y = alXP =3 ai(X")' = g(X?)
Es folgt
(g(X))P=f-h  inF[X]

Da F,[X] euklidisch ist, konnen wir beide Seiten eindeutig in Primfaktoren
zerlegen. Ist u € F,[X] ein Primfaktor von f, so ist u auch Teiler von g.
Es folgt u?|®,, in F,[X]. Insbesondere hat ®, in seinem Zerfillungskirper
tiber F,[X] mehrfache Nullstellen. Wie wir aber im Beweis von 21.3 gesehen
haben, hat X™ — 1 und damit auch ®,, nur einfache Nullstellen. (]

21.12 Satz: Der Fall Charakteristik p { n:
21.13 Beispiel: @, ist reduzibel in F5[X], denn in Fg[X] gilt
X?P+1=(X+3) (X +2).

Das Beispiel zeigt, dass ®,, iiber I, reduzibel sein kann.

Sei ¢ primitive n-te Einheitswurzel und f € F,[X] das Minimalpolynom von

¢. Da ®,(¢) =0, folgt f|P,.
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21.14 Satz: Sei p prim, p {n und sei e = ord(p) in (Z/n)*. Dann hat jeder
irreduzible Faktor f von @, in F,[X]| den Grad e. Also hat ®,, genau @
irreduzibel Faktoren und

[Fp[C] : Fyp] = e

Beweis: Sei ¢ primitive n-Einheitswurzel, F' = F,[(] ist der Zerfdllungs-
korper von ®,, nach 21.3. Sei f das Minimalpolynom von (, grad f = m.
Dann gilt dimg, (F') = grad f = m, also

|F| = p™.

Damit ist ¢ Nullstelle von X?" — X (s. Einfiihrung in die Algebra), so dass
¢P"~1 =1. Daord(¢) = n in F*, folgt n|p™ — 1, also

pt=1 mod n.
Da p{n,ist p € (Z/n)*. Sei e = ord(p) in (Z/n)*. Dann folgt
elm, p°=1 modn, (¥ = (%)

letzteres, weil p* =1 mod n und (" = 1.

Nach 4.3 ist {1,¢,¢?,...¢™ '} eine Basis von F. Seiy € F* 2 Z/p™ — 1 ein
Erzeuger und

m—1
Y = ZQ‘CZ c; € IF,.
=0
seine Darstellung als Linearkombination der Basiselemente. Dann gilt

m—1 . Pe m—1 . m—1 .
yf:(zcz--gﬁ B S ST P

i=0 i=0 i=
weil & = ¢ in F,, nach dem kleinen Fermat’schen Satz und ¢(*" = (. Es folgt
ordy =p™ —1|p° — 1, also e = m wegen (x)

Also hat f den Grad e. O

21.15 Beispiel: ord5 in (Z/4)* ist 1 und ¢(4) = 2. Also zerfillt ®, in zwei
irreduzible Faktoren iiber Fj.
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22 Der Ring der ganzen Zahlen in Q(()

Wie wir schon frither erwihnten, spielen Kreisteilungskorper in der algebrai-
schen Zahlentheorie eine wichtige Rolle. Wir wollen jetzt ihre Ringe der ganz
Zahlen untersuchen.

Im Folgenden sei [ eine Primzahl, n = [" eine Potenz von [, { primitive n-te
Einheitswurzel und K = Q((¢). Fiir die Bestimmung von Ok bendtigen wir

22.1 Satz: Sei A =1 — (. Dann ist (A\) = Ok - A ein Primideal in O vom
Tragheitsgrad 1, und es gilt

(1) 1- O = (N mit d := ¢(I") = [Q(¢) : Q], insbesondere ist [ - O voll
zerlegt.

(2) Dko(1,¢,¢% ..., ¢ ) = £ mit s =" (rl —r — 1).
Wir suchen zunéchst das ["-te Kreisteilungspolynom &;-.
22.2 Lemma: Fiir n = (" gilt

O, = (X" )T (X)L (X

Beweis: X" — 1 = [[$y=®, - [] &4 = P, - (X”_l‘1>. Also
dn dn
d#n

XU—1 (X9 -1
_ X9 = (XD (XN P X T mit g =17

D, = —
Xt -1 X1—-1

0
Beweis 22.1: Da ®,, = [[(X — n), wobei n alle primitiven n-ten Einheits-
g

wurzeln durchlauft, gilt

o, = J[ x-¢.

ke(Z/n)*

Setzen wir X = 1, erhalten wir mit 21.10

1= I a-¢& (+)

ke(Z/n)*
Behauptung: Fir k € (Z/n)* ist % =:¢; € Ok.
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Beweis: 11:<: =14+ +...F 1 € Ok. Sei nun m € N eine Zahl, so dass

m-k=1 mod n (m existiert, da k € (Z/n)*), dann gilt
1—-¢  1—-¢m*k
1—¢k 1k
Also ist ¢, in Ok invertierbar.

Esfolgt 1—C*=¢;-(1-¢)und I = (1 —¢)?™ mit ¢ = [, ex € Of. Wir
erhalten

:1+Ck+c2k++ck(m—l)EOK

1-Og = (1 =)™ . O = (A)P™.

Mit der fundamentalen Gleichung 18.8 folgt (1), da (\) nicht weiter zerlegt
werden kann.

Seien nun ¢ = (1, (o,..., (4 alle primitiven n-ten Einheitswurzeln, wobei
d= (Il —1)-1, dann gilt nach 9.8

d—1

D1, G- ¢ = (1) Nigal(@() #=d-

Differenzieren wir (X' —1) - ®,(X) = (X" — 1), erhalten wir
XU e, <XZH - 1) o =1 XU

Setzen wir ¢ ein und nehmen n = ¢ "_1, ergibt dies

(n—=1)- () =1"- ¢,

da ®,(¢) = 0 ist. Da 7 eine primitive [-te Einheitswurzel ist, erhalten wir aus
(%) fiir den Fall r =1

Nomem—1) =[] 0*-1) ==+
ke(Z)1)*

die Einbettungen Q(n) — C sind durch n — n*, k € (Z/1)*, gegeben). Da
(71 = (?! € Ok eine Einheit ist, ist N/g(¢) = £1. Nach 8.6 gilt

Nio(n —1) = (Nawe(n —1)™  mit m=[Q(C) : Q)] ="
Es folgt

[ - (il) _ :tl'rd—lT71 — 48
(£

Drsg(L,C, -, ¢"71) = £Nkso(Pr() = +
mit s=rd—0"'=r-(I-)" =0t =0""rl—r—1). O
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Bevor wir fortfahren, eine kurze Bemerkung zur Fuler’schen @-Funktion
p:N=N, pn)=|[(Z/n)
Ist p prim, dann sind
p72p7 s 7p7.71 °p
genau die Elemente 2 < p" aus N mit ggT(x,p") # 1. Es folgt
() =p = =0 - ).

Ist n = pi' - ... p* die Primfaktorzerlegung von n, dann folgt aus dem
chinesischen Restesatz

(Z/n) = (Z)p)" X ... x (Z]p;F)",
und damit ¢(n) = @(pi") - ... - ().

22.3 o(n) =TT, " (i — 1) =n-T1,(1 - 1)

Ist n =2 mod 4, dann ist n = 2m mit ungeradem m. Ist ¢ eine primitive m-
te Einheitswurzel, dann ist —( eine n-te Einheitswurzel, aber Q(—¢) = Q(().
Deshalb setzen wir ab jetzt stets voraus, dass n # 2 mod 4.

22.4 Satz: Sein = }'-...-;* die Primfaktorzerlegung von n € N und n # 2
mod 4. Sei ¢ primitive n-te Einheitswurzel. Sei ¢; = (™ mit n; = n/l;*. Sei
K =Q(), K; = Q(¢) und 6; = 0k, = disc(Ok,/Z). Dann gilt

1) 6x = disc(Og /Z) = 67" .. ¢
(1) i k

(2) {1,¢,¢% ..., ¢} mit d = ¢(n) ist Ganzheitsbasis von O, also Ok =
Z[c].

Beweis: Induktion nach k.
Fall £ = 1: Dann ist n = {" mit [ prim. Nach 10.3 und 21.10 gilt

§-Ox CZ[C] C O mit §=Dgp(1,¢,...,¢" ") = £I°.

Es folgt I* - O C Z[(]. Sei wieder A = 1 — (. Da (\) den Trégheitsgrad 1
hat, gilt Ox/(\) = Z/I, also

Ok =Z+ X Ok und damit Ok = X- Ok + Z[(],

also auch

Ok = A\ - Ok +Z[(]) + Z[¢] = N Ok + Z(]
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und damit
Ok :)\t-OK—FZK] Vvt > 1.

Firt=s-d, d= p(l"), erhalten wir

Ok = (A Og)™* + Z[(] = I* - O + Z[¢] = Z[(]

Induktionsschritt: Sei n wie im Satz und m = I7' -...-I}* " = ny. Da ord((; -
coi i Cre1) =m,ist n = (- ... - (x_1 eine primitive m-te Einheitswurzel. Es
gilt

Q) = Q(C1y - -5 ) = Q) (&)

und wir erhalten ein Diagramm von Koérpern

Q <c QM
N N

Q) < Q(¢)

und Q((x) ist der kleinste Teilkorper von C, der Q(n) und Q((x) enthilt.

Sei Gal(Q(¢)/Q(&)) = {1, ..., 0,} und Gal(Q(()/Q(n)) = {m,..., 7}, p =
o(m) und g = ¢([;*). Dann ist

Gal(Q(n)/Q) = {oio7; 1<i<p1<j<q}

Nach Induktion und dem Fall & = 1 ist {ay,...,a,} mit a; = '~ ganze
Basis von Q(n) und {fi,...,8,} mit 8; = ¢, ganze Basis von Q((;). Also
ist B={a;-0;; 1 <i<p1l<j<q}eine Q-Basis von Q(¢) und damit
eine Z-Basis von Z[n, (;]. Da n-( eine primitiver n-te Einheitswurzel ist, gilt
Z[n, G = Z[¢].

Sei jetzt a € Q(¢) ganz iiber Q und

a = Zri]’&iﬁj mit Tij € Q
ihj

Wir miissen zeigen, dass die r;; € Z sind. Dann folgt, dass Qx = Z[(]. Da
{1,¢, ..., ¢t} eine Z-Basis von Z[(] ist, wiire Teil (2) gezeigt.

Wir setzen

yj = Z T30 und Y= (yh cee 7yq)t
v = 7i(a) = S rymi(esfs) = L rygasti(8) = 2 7i(8))y;
$,J 5,J J
r=(x1,...,7,)" und T = (755))s,
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Es folgt nach 9.5
(detT)> =6, und 2=T-y.

Ist T* die adjungiert Matrix, gilt nach dem Laplace’schen Entwicklungssatz
T*-T=det(T)-E, also det(T)-y=T"-T-y=T"-ux.

Mit f3; sind auch die 7,(8;) ganz {iber Z. Also sind die Eintrége von 7™ und
T ganz. Da a ganz ist, gilt dasselbe fiir die Koordinaten von x und damit
von det(T) - y. Da auch det(T") ganz und oy, € Z, ist

(Sk» "y = de’f‘ij‘a@ € Q(’I]) =L

ganz. Da die «a; eine ganze Basis von Q(n) bilden, folgt
Ok -1y € Z  fiir alle 4, j.

Jetzt vertauschen wir die Rollen von Q(n) und Q((x) und erhalten unter
Ausnutzung der Induktionsannahme mit ¢’ = disc(Op/Z)

8 -1y €Z  fir alle i, 7.
Nach 22.1 sind 0, und ¢’ teilerfremd, so dass es u,v € Z gibt mit
Tij: (U'5k+U'5/)'Tij :u-5k-7“ij+v-5'-7",-j EZ

Zum Beweis von Teil (1) geniigt es, die Diskriminate von B zu berechnen.

Sie ist das Quadrat der Determinante der (p-g X p-q)-Matrix M = (o;07;(as-
Bt)). Wir fassen M als (¢ X q)-Matrix von (p X p)-Matrizen auf: Thr (j,¢)-ter
Eintrag ist die Matrix @ - 7;(5;) mit @ = (04(ay))is. Es folgt M = A - B mit

QQ 0 EP'TI(BI)w”’Ep'Tl(ﬁq)
A= 3 B= : :
0 Q Ey - 1y(B1)s s By - 4(By)
und jeder Eintrag in A und B ist eine (k x k)-Matrix. Es folgt

det(M)? = det(A)? - det(B)? = (det(Q)9)? - det(B)? = 6 - det(B)?.
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B ist eine (p- ¢ X p - q)-Matrix der Form

71(51) 0 71(6y) 0

0 m1(51) 0 71(6y)
74(B1) o 74(By) 0

0 ~‘.7;q(ﬁl) 0 ~‘.7;q(5q)

Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen, konnen wir sie in die Form

C
B — 0 mit C = (Tj(ﬁt))jﬂf

iiberfithren. Es folgt
det(B)? = (£ det(B')? = (det(C)?)* = d}.

Es folgt 0 := disc(Ok /Z) = (8")1") . 57
Wir erinnern daran, dass m = n; und nach Induktion mit m; = m/[;* gilt
§ =)L pimen),

Da ¢(m;) - (I}F) = v(n;), erhalten wir die Aussage (1). O

Als néchstes studieren wir die Zerlegungen eines Primideals (p) C Z in Ok.

22.5 Satz: Sei n = prrp die Primfaktorzerlegung von n € N, n # 2
mod 4. Sei k, die Ordnung der Restklasse von p in (Z/m)* mit m = n/p'.
Sei ¢ primitive n-te Einheitswurzel und K = Q(¢). Dann gilt in Ok

p-Og=(p1-... -ps)W(pr) mit s = p(m)/k,,

wobei p; - ... - ps verschiedene Primideale vom Tragheitsgrad £, sind.
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Beweis: Da O = Z[(], ist der Fithrer von Z[(] der Ring Ok. Wir kénnen
daher 18.12 auf jedes Primideal (p), p # 0, anwenden. Danach zerfillt p- O
auf gleiche Weise in Primfaktoren wie das Kreisteilungspolynom ®,, in F,[X].
Sei m = n/p™, so dass ggT(m,p) = 1. Durchlduft ¢ die primitiven m-ten
und 7; die primitiven p’»-ten Einheitswurzeln, dann durchlaufen §; - n; alle
primitiven n-ten Einheitswurzeln, so dass

f = XP? — 1 zerfillt iiber Ok in Linearfaktoren f = [[(X — p;), wobei
p; alle p»-ten Einheitswurzeln durchlauft. Sei jetzt p C Ok ein Ideal iber
(p). Dann zerfillt f iiber Of/p in Linearfaktoren. Da f € Z[X] ist, ist
feZX]/pNZ[X]=7Z/p[X]. Aber

f=(X—=1P""1in Z/p[X].

Da Og/p ein Kérper ist, sind die Nullstellen von f in Og/p alle 1, liegen
also bereits in Z/p C Ok /p. Insbesondere gilt

n; =1 mod p
und damit
®, = [J(X —)#¥™) = 020™)  in (Ox)/p[X].

Da die Koeffizienten dieser Polynome in Z/p liegen, gilt die Gleichung auch
iiber Z/p. Da nun p { m, zerfillt ®,, nach 21.14 in ¢(m)/k, irreduzibel
Faktoren vom Grad k, tiber Z/p. Da ®,, keine Mehrfachnullstellen hat (der
Beweis ist dem Leser iiberlassen), sind die irreduziblen Faktoren verschieden.
Wir erhalten

q)n: (flfs)t iiber Z/p mit s = SO(m), t:gp(prp)7 prp.m:n_

22.6 Bemerkung: Aus 18.12 erhalten wir mit den Bezeichnungen des Sat-
zes 22.5 und seines Beweises

pi=p- Ok + fi(¢) - Ok.

22.7 Folgerung: Sei n > 0 beliebig, n # 2 mod 4, und ( eine primitive
n-te Einheitswurzel. Dann gilt
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(1) Ist p # 2, dann ist p genau dann in Q(¢) verzweigt, wenn
n=0 mod p.

(2) 2 ist genau dann in Q(¢) verzweigt, wenn 4 | n.
(3) p # 2 ist genau dann voll zerlegt in Q(¢), wenn
p=1 mod n.

Beweis: Fiir jede Primzahl p gilt ¢(p") = (p — 1)p"~!. Daraus folgen (1)
und (2).

p ist genau dann voll zerlegt, wenn ¢(p'™) = 1 = k, ist. Nun ist p(p'») =1
genau dann 1, wenn p { n und damit m = n/pr, = n ist. Weiter ist &k, = 1
genau dann, wenn p =1 mod m, also p =1 mod n ist. U

23 Das Gaufl’sche Reziprozititsgesetz

Das Gaufi’sche Reziprozitiatsgesetz ist eng mit den Zerlegungen von Prim-
zahlen in Kreisteilungskoérpern und quadratischen Erweiterungen verbunden.
Entdeckt wurde es bei Untersuchungen der Losbarkeit der diophantischen
Gleichung.

2 +by=a abeZ
in Z x 7Z. Diese Frage lasst sich auf das Problem der Losbarkeit von Kongru-
enzen des Typs

23.1 22 =a mod p,

p 1 a, reduzieren. Gibt es ein solches x, nennt man a quadratischen Rest
mod p. Der Fall p = 2 wird gesondert behandelt. Wir beschéftigen uns hier
mit dem Fall p # 2.

23.2 Definition: Sei p # 2 prim, a € Z, p 1 a. Das Legendre-Symbol ( )

a
p
ist wie folgt definiert

ay _ 1 23.1 hat eine Losung x € Z
p) | —1 sonst

23.3 Das Legendre-Symbol definiert einen Epimorphismus

F: = (Z/p)" — {*1,} 2 Z/2, @ <%>

mit Kern F'? = {z% z € F}}.
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Beweis: p { a <= a € F;. Wie wir bereits gesehen haben, enthilt F

genau ;%1 Quadrate. Damit ist Ff C F,, eine Untergruppe vom Index 2,

und die beiden Nebenklassen sind die Quadrate und die Nicht-Quadrate.
Das Legendre-Symbol kann daher als die Projektionsabbildung F7 +— F7 / IE‘;z
interpretiert werden. 0

23.4 p# 2 prim, pta. Dann gilt

(9) =4¢"7 mod p.
D

Beweis: [} ist zyklisch von der Ordnung p — 1. Also ist a’”' =1 mod p

und somit ¢"z = £1 mod p. Die Zuordnung a — @'z definiert einen Epi-
morphismus Fy — {£1,-}, dessen Kern die Quadrate enthlt. Also ist der
Kern genau die Menge der Quadrate. O

23.5 Satz: Sei m € Z quadratfrei und p prim, so dass p { 2m. Dann gilt:

m

(—) =1 <= pist voll zerlegt in Q(v/m).
b

Beweis: Sei K = Q(y/m) und sei § der Fiihrer von Z[/m]. Ist m # 1
mod 4, so ist {1,y/m} ganze Basis von Ok (vergl. 10.12) und § = O. Ist
m =1 mod 4, so ist {1, %ﬁ}} ganze Basis von Ok, also (2) C §, denn
das Ideal Ok - 2 liegt in Z[y/m]. Es folgt §|(2) in Ok.

Ist p C Ok ein Primideal, so dass p|§, so folgt p|(2), also pNZ = (2).

Nach Voraussetzung ist p # 2. Also kénnen wir Satz 18.12 anwenden:

f = X? —m ist das Minimalpolynom von /m. Es gilt

3)-

2 =

x®=m mod p hat Losungen + «

f=(X—-0a)(X+a)in Z/p[X]
p- Ok = Pp1 - po mit py # po prim 18.12
p voll zerlegt.

17111

Da [K : Q] = 2, sind die Trégheitsgrade der p; gleich 1. O

23.6 Gaufy’sches Reziprozititsgesetz: Sind p # [ ungerade Primzahlen,

dann gilt
(©)()-cov=
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Weiter gelten die Ergénzungen

(- (-

Die erste Ergénzung folgt aus 23.4. Fiir die zweite Ergdnzung rechnen wir in

Z[i) € Q(y/—1). Dort gilt

(1+4)? = 14+2—1=2
(142 = (1+)((1+4d)2)"%
= (1+4)-i7 27

p—1

= (1+z)(§>z% mod p

o

Da aber (1 +1i)? =144 mod p, folgt

p= 2
I+i- (1) 2z =14+@=0+0)P=(1+1) i T (—> mod p.
p
1. Fall: p = 4k + 1. Wir erhalten

T4+i- (=) =1+i=(1+14)-(-1)F- (2>

p
.. . _ k 2 k 2\ _ 2\
Fiir den Realteil folgt 1 = (—1)" - (;). Da (—1)" - <5> = +1, folgt <5> =
2_ 2
(=1)F = (_1)PT17 denn 1% _ 16k8—8k =k mod 2.
2. Fall: p = 4k + 3, also p%l = 2k + 1. Wir erhalten

1—7;5(1+z')-7;-(—1)k-<2) :(@'—1)-(—1)’f(2>.

p p

Wie im ersten Fall folgt (%) = (=1 = (—1)pT17 denn P21 —

8
16k2—824k+8 =2k*+3k+1=k+1 mod 2.

Fiir den Beweis des Hauptteils zeigen wir zunéchst

23.7 Definition und Satz: Sei [ # 2 prim und ( eine primitive [-te Ein-

heitswurzel. a
=X (5)c

a€(Z/1)*

-1

heiBt Gauf’sche Summe. Es gilt: 72 = () -1 = (1) = - L.
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Beweis:

3 - 2 OO 5 @)
DXOESGHERE ()

c,b c#1

—
N

b D\ (b
Bei (1) nutzten wir aus, dass (T) = (Z) = <7> ist und machten den
Ubergang b ~» —b. Bei (2) machten wir den Ubergang ¢ = ab™!.

(3) Sei z € (Z/1)*, so dass (%) = —1. Dann gilt (setze d = zc)

EO-SE -6 -5 (1) a0 T ()0

(4) Mit n = ¢V ogilt S2¢ED =S"nb =n+n?+ ...+ 5" = —1, denn fiir
b b

¢ # 1 ist n) ebenfalls primitive I-te Einheitswurzel, also 1+n+n?+...+n'"t =
0.

Somit erhalten wir, da ) (%) = (%) + > <§> =1+ <§> ist,

c c#1 c#1

(%1)72:(_1).(—1)“—1:1.

Restbeweis von 23.6: Sei 7 die Gauf’sche Summe

—1

- [
(1) 77 =1- (7-2)*1 T-(=1)2 "2 - <—> mod p nach 23.4, 23.7.
p

|
[
S

N

@ 7= 2 =z (o= (D))o m
a b
- Bs-e-03)e-0-
Nach 23.7 ist 7 # 0. Also folgt (%’) = (-5 (é) O

Die eigentliche Erklarung des Reziprozitiatsgesetzes ist die Aussage des fol-
genden Satzes, der zu einem alternativen Beweis des Reziprozititsgesetzes
fithrt.
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23.8 Satz: Seien [ und p verschiedene ungerade Primzahlen, [* = (—1)z -1
und ( eine primitive [-te Einheitswurzel. Dann gilt

p ist voll zerlegt in Q(v/1*) <= die Zahl der iiber p liegenden Primideale
“in” Q(() ist gerade.

Beweis: Sei K = Q(v/1*) und F = Q(¢). Nach 23.7 ist I* = 72, also V/I* =
7 € Q(¢). Es folgt Q(vI*) € Q(¢). Da [Q(VI*) : Q] = 2 gilt:

p ist voll zerlegt in Q(\/l_*) <= (p) = p1 - Py mit p; # py prim in O

Ein ¢ € Gal(F/Q) mit o(p;) = po bildet die Menge der iiber p; liegenden
Ideale bijektiv auf die Menge der iiber p, liegenden Ideale ab. Damit liegt
iiber p eine gerade Anzahl von Idealen in Op.

Umgekehrt sei die Zahl der iiber p liegenden Primideale in Op gerade. Sei
p C Op ein Ideal iiber p. Ist G, die Zerlegungsgruppe von p, dann gilt mit
G = Gal(F/Q) nach 20.8

|G : G ist gerade.

Ist L, der Zerlegungskérper, L, = F, dann folgt, dass [L, : Q] = [G : G,]
gerade ist.

Da G = (Z/1)* zyklisch ist, besitzt G genau eine Untergruppe U vom Index
2und G, C U. Es folgt K = FU c FG = Ly. Sei Op = Op N Ly,
Nach 20.10 hat p N L, iiber Q den Trégheitsgrad 1, d.h.

OL/pﬂLp = Z/p

Da K C L, C F, folgt, dass der Trégheitsgrad von p N K gleich 1 ist. Da
auch der Verzweigungsindex von p N L, {iber Q gleich 1 ist, gilt dasselbe fiir
p N K. Damit ist p voll zerlegt in K. O

23.9 Alternativer Beweis des Reziprozititsgesetzes: Da nach 23.3

und 23.4 -
* -1\ 2 [ p=1 1-1 [
G)-G) ()= ().

besagt das Reziprozititsgesetz:



(Z_) =1 &2 pist voll zerlegt in Q(vI¥)
p

28 iy Q(C) liegt iiber p eine gerade Zahl s von verschiedenen Primidealen.

Nach 22.5 ist s = %), wobei k, die Ordnung von p in (Z/1)* ist. Da ¢(l) =

[ —1, ist s genau dann gerade, wenn k:p|l_71. Da k), die Ordnung von p ist, ist
das gleichbedeutend mit

-1

pT =1 modl, dh (1_’):1,

O

Das Reziprozitatsgesetz stand am Ausgangspunkt der Entwicklung der alge-
braischen Zahlentheorie. Sein Studium fiithrte zur Untersuchung von Kreis-
teilungskorpern.

24 Quadratische Korper

Sei m € Z quadratfrei. Zunéchst wollen wir die Zerlegung von Primzahlen
p € Z iiber K = Q(y/m) studieren.

24.1 Nach der fundamentalen Gleichung gibt es folgende Moglichkeiten
(1) (p) = p?, d.h. pist verzweigt, e =2, f =1,r =1
(2) (p) bleibt prim, e =1, f =2,r=1
(3) (p) = p1 - pa, d.h. pist voll zerlegt, e =1, f = 1,r = 2.

dm m

2,3 mod 4
m m=1

24.2 Wir erinnern daran, dass dx = { mod 4

24.3 Satz: Sei p # 2 eine Primzahl. Dann gilt in K = Q(y/m)
(1) pist verzweigt <= p|m 19.2

(2) pist voll zerlegt <= p{m und <%> =1 235
(3) p = bleibt prim (ist trige) <= p4{m und (%) =—1 235.

24.4 Satz: (1) 2 ist verzweigt in Ok, falls m # 1 mod 4
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(2) Ist m =1 mod 4, so ist 2 unverzweigt in O, und es gilt

(i) 2 ist voll zerlegt <= m =1 mod 8
(ii) 2 bleibt prim <= m =5 mod 8

Beweis: (1) ist 19.2. Im Fall (2) ist {1, a} mit a = 1+§/E eine ganze Basis.

Also ist Ox = Z|a. Damit sind die Voraussetzungen von 18.12 erfiillt. Das
Minimalpolynom von « ist
1—m

f=X"—X+

€ Z[X] ( beachte m =1 mod 4).

Ist m = 8k + 1, folgt
f=X*-X—-2k=X-(X+1) iiber Z/2.

Nach 18.12 ist 2 damit voll zerlegt in O-.
Ist m = 8k + 5, folgt

f=X?-X—-(2k+1)=X>4+X+1 iiber Z/2.
f ist iiber Z/2 irreduzibel. Aus 18.12 folgt, dass 2 trige ist. 0
24.5 Erginzung:
(1) Ist m =2 mod 4, gilt 2- O = p* mit p = (2,/m)
(2) Ist m =3 mod 4, gilt 2- O = p? mit p = (2,1 + /m)

(3) Ist m =1 mod 8, glthOK:plpg mit p1:(2,06>,p2:(2,1+6(>

Ist m=5 mod 8, gilt 2- O = (2,1 +a+a?) = (2), a = 1"
Dies folgt aus 18.12. Im Falle (1) und (2) ist {1,/m} ein Ganzheitsbasis,
also Ok = Z[y/m] und f = X? —m das Minimalpolynom von y/m. Uber Z/2
gilt
s im Fall (1)
S X?P4+1=(X+1)* im Fall (2)
Damit erhélt man die p;. Im Fall (3) s. Beweis 24.4. Im Fall m = 8k + 5
wissen wir, dass 2 trige ist, dass also (2,1 + a + a?) = (2) sein muss. Das

sieht man aber auch direkt ein: Aus f(a) = 0 folgt a® — a — 1 = 2k, so dass
@ +a+1=2k+20+2=(k+a+1)-2€(2). O

Als néchstes wollen wir uns der Bestimmung der Hauptidealringe O fiir
imagindr-quadratische Korper K = Q(y/m), m < 0 quadratfrei, zuwenden.
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24.6 Satz: Fir m € {-1,-2,-3,—7,—11,—19, —43, —67, —163} =: S ist
Ok, K = Q(y/m), ein Hauptidealring.

Beweis: Aus einer Ubungsaufgabe wissen wir, dass O mit der Norm ein
euklidischer Ring und damit ein Hauptidealring ist, falls m € {—1,—2,
—3,—7,—11}. Es bleiben die anderen Félle. Wir nutzen 16.7: Jedes = € Clg
wird durch ein Ideal J C Ok mit

N(J) < (%) V10k] (*)

reprasentiert. Da K imaginér-quadratisch ist, ist s = 1.

m = —19: N(J) < 219 = @ < 2 <3, s0 dass N(J) € {1,2}.

Wir wollen zeigen, dass jedes solche J ein Hauptideal ist. Ist 91(J) = 1,
folgt J = Ox = (1). Ist M(J) = 2, folgt aus 16.10, dass J|(2) in Ok.

Da —19 =5 mod 8, ist (2) trige, also J = (2).
Bevor wir die anderen Félle behandeln, zeigen wir

24.7 Lemma: Sei K ein Zahlkorper, r die Anzahl der reellen Einbettung
K — R und 2s die Anzahl der nicht-reellen Einbettungenen K — C, r+2s =
[K : Q]. Fiir alle Primzahlen p € N mit

2 S
p<(2) Vin ()
gelte: Ist p € Ok ein Primideal, das p - Ok teilt, dann ist p ein Hauptideal.
Dann gilt: hx = |Clk| = 1, d.h. Ok ist Hauptidealring.

Beweis: Sei J C Oy ein Ideal mit M(J) < (2)" /0| und N(J) = pr-...-px
die Primfaktorzerlegung von 91(.J). Sei

J=p1-...ops

die Primfaktorzerlegung in Oy. Sei p = p;. Da J | N(J), gilt p | (p1 - ... pr).
Also gibt es ein p; mit p | p;. Da p; < N(J), erfiillt p; die Voraussetzung (x).
Also ist p ein Hauptideal, p = p; = (o) in Ok. Es folgt

J = (as ... ay) ist Hauptideal in Ok.

Damit wird jedes x € Clyx durch ein Hauptideal reprisentiert. Es folgt:
hg = 1. OJ
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24.8 Bemerkung: Mit dem Beweis von Bemerkung 16.8 kann man den
Faktor (2)° in () durch die Minkowski’sche Zahl 2 - (2)°, n = [K : Q]

s
ersetzen. Fiir imaginédr quadratische Zahlkorper stimmen die beiden Zahlen

iiberein.

Fortsetzung von 24.6:

m = —43: N(J) < 243 = @ < L < 5. Nach 24.7 miissen wir (2) und
(3) untersuchen.
Da —43 =5 mod 8, ist (2) trige, also selbst prim in Ok
31 —43und (52) = (F) = (=1)°z = —1, also ist auch (3) prim in

3
Ok.

m=—67: 2V/67 = Y28 < T < 6 Nach 24.7 miissen wir (2), (3), (5)
untersuchen. Da —67 = 5 mod 8, ist (2) trage. Da 3 t —67, 5 { —67
o 67 1
)= (=) =1
()= (5)
und

(£)- ()17 ()- )

sind auch (3) und (5) tréige.

)

m = —163: 2/163 = @ < % < 9. Wir miissen die Ideale (2), (3), (5),
(7) untersuchen.
—163 =5 mod 8, also ist (2) trage.

31—163 und (=) = (5') = —1, also ist (3) tréige.

3

5f—163 und (—2) = (%) =

74168 wd () = (2 e >-<%>: DA = 1
(—1)% = —1. Also ist auch (7) trig

= —1, also ist (5) tréige.

OJ

Uber die Umkehrung des Satzes 24.6, niamlich: Ist K = Q(y/m) imaginér-
quadratischer Korper und Ok ein Hauptidealring, dann ist m € S, gab es
einen langen Disput. Hegner veroffentlichte einen Beweis, bei dem er einen in
Teilen fehlerhaften Satz zitierte. 1967 bewies Starck die Umkehrung mit vollig
anderen Methoden. Kurz darauf zeigten Deuring und Siegel, dass Hegner’s
Beweis schliissig war. In der angelsédchsischen Literatur wird er aber noch
immer Starck zugerechnet.
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24.9 Satz: Fir m € {-1,-2,-3,—7,—11} ist O mit K = Q(y/m) eukli-
disch mit der Norm als Strukturabbildung. Fiir m € {—19, —43, —67, —163}
ist Ok zwar Hauptidealring, aber nicht euklidisch.

Beweis: Wir miissen nur zeigen, dass Oy fiir m € {—19,—43, —67, —163}
nicht euklidisch ist. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann gibt es eine Abbil-
dung
d:O0k\{0} = N,
so dass
(1) 6(z) <é(x-y) Yoy € Ox\{0}
(2) zu z € Ok und y € Og\{0} gibt es ¢,r € Ok mit
r=q-y+r, wobeir=0oderd(r)<di(y).
Wir wéhlen aus {x € Og;x # 0,2 ¢ O*} ein b mit minimalem 0(b). Fiir
jedes a € Ok haben wir dann eine Gleichung
a=q-b+rmitr=0oder §(r) < d(b).
Ist r # 0, folgt r € O* = {1} wegen der Minimalitidt von §(b).
Es folgt:
(A) Ist a € Ok beliebig, dann teilt b mindestens eines der Elemente a,a +

l,a—1 (Falle: r=0,r =—-1,r=1)

Sei N : O — N die Normalabbildung. Da b ¢ O}, gilt N(b) > 1.

Aus (A) erhalten wir mit a = 2

b teilt 1,2, oder 3, also N(b) teilt 1,4 oder 9

(B) Da N(b) > 1, sind 2 und 3 die einzig moglichen Primteiler von N (b).
In unseren Fillen ist m =1 mod 4, Also ist a = % + %\/m € Ok. Wir

erhalten
N(a) = N(a—1)=14|m|i=12H
N(a+1) = NE+Llym)=9+4|m|i=mH 4o
Es folgt
(C) N(b) teilt WTJrl oder # +2, d.h.
m=—19 N(b) teilt 5 oder 7
m = —43 N(b) teilt 11 oder 13
m = —67 N(b) teilt 17 oder 19
m=—163  N(b) teilt 41 oder 43
Jeder dieser Fille widerspricht aber (B). O
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