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VYorwort

Dieses Skript entspricht der Vortragsreihe, die ich im Wintersemester 2007/08 im Rahmen der
Arbeitsgemeinschaft Komplexe Analysis, Algebraische Geometrie und Kommutative Algebra
gehalten habe.

Ziel dieser Vorlesungen war, eine grundlegende Einfiihrung in die Kurvensingularititen zur
Verfiigung zu stellen.

Die Zusammenstellung erhebt keinerlei Anspruch auf Vollstiandigkeit, sondern nur einen Fiih-
rer, fiir was ich in den Vortrigen erklért habe.

Osnabriick, Mirz 2008.
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1 Einleitung

Der Begriff der Singularitit erscheint in vielen Zweigen der Mathematik und der Physik. Wir
sind interessiert an Singularitidten, die in komplexen (oder analytischen) polynomischen Glei-
chungssystemen auftauchen. Mit anderen Worten: wir mochten Singularititen von komplexen
algebraischen (oder analytischen) ebenen Kurven studieren.

Dafiir werden wir die Kurve in einer beliebig kleinen Umgebung eines gegebenen Punktes
analysieren, und zwar beziiglich der Euklidischen Topologie, nicht der Zariski Topologie. Was
bedeutet dies von einem algebraischen Standpunkt? Es bedeutet: Wir miissen nur konvergente
(oder formale) Potenzreihenringe betrachten, besser als affine Ringe oder Lokalisierungen von
affinen Ringen in Idealen.

Ein konvergenter Potenzreihenring (bzw. formaler Potenzreihenring) iiber C ist der Ring
von Ausdriicken

=)

Z aala---aaiz‘x(lxl T .xgn
(o 5...,0,)ENT
mitag, ..o, € C, der konvergent (resp. nicht konvergent) ist. Man bezeichnet ihn als C{xy,...,x,}
(bzw. C[[x1,...,x,]]). Ein solcher Ring ist lokal, mit maximalem Ideal (xi,...,x,). Das ist so,

denn wenn wir e€in Element s in irgendeinem Ring wihlen, s =} ;~os; (s; homogenes Polynom
vom Grad 7), dann ist s invertierbar genau dann, wenn s keinen von Null verschiedenen unabhén-
gigen Term hat, also genau dann, wenn s & (xp,...,x,).

Wir sollten nun tiber den Begriff lokal in algebraischer Geometrie diskutieren. Im Wesentli-
chen kann lokal bedeuten:

i) eine affine Umgebung von einem Punkt, i.e., der affine Ring Clxy,...,x,]/I, mit I ein Ideal
von Clxy,...,xp)
ii) die Betrachtung der Lokalisierung C[xy,...,x,]p /1, mit p ein Primideal von Clxy,...,x,]
und / C Clxy,...,x,]p ein Ideal.
iii) konvergenter oder formaler Potenzreihenring C{x1,...,x,}/I.
Wenn x die Menge von Unbestimmten x, .. .,x, bezeichnet, gelten die folgenden Inklusionen:

ClxJ/I C Clx} ) /1-Cx] iy < C{x}/1-C{x} C C[[x]]/1-C[[x]]

Der erste Ring kann als der “wenigst” lokale Ring betrachtet werden, denn er ist in der Tat
nicht lokal, wenn die durch I definierte Varietit nicht aus genau einem Punkt besteht; der letztere
Ring ist so der “lokalste” Ring.

Also warum interessieren wir uns fiir Umgebungen in der Euklidischen Topologie?
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Die Antwort ist mit dem Begriff von Invariante verbunden: Es gibt Invarianten von Singula-
ritdten, die fiir formalen oder konvergenten Potenzreihen definiert sind, aber nicht fiir Lokalisie-
rungen der Art C[x] ).

Betrachten wir als Beispiel in der komplexen affinen Ebene C? die Kurve C mit der affinen
Gleichung

v =22 (x4 1).

Wir studieren diese Kurve zunichst mit Hilfe einer Parametrisierung:

t = (x(1),y(1))-

Eine solche Parametrisierung erhalten wir leicht durch Projektion von C aus dem Doppelpunkt
(0,0) auf die Gerade x = 1. Die Gerade mit Gleichung

y=tx

schneidet die Gerade x = 1 in y = 7 und die Kurve C auBer in (0,0) inx=1>— 1,y =13 —¢. Also
nehmen wir als Parametrisierung von C:

x(t) = -1

) = P

Dies ist eine rationale, iiberall definierte Abbildung ¢ der Geraden C auf die Kurve C. Bei dieser
werden die Punkte = 1 und r = —1 in den singulidren Punkt (0,0) von C abgebildet. Im iibri-
gen ist die durch die Parametrisierung definierte Abbildung C\ {1,—1} — C\ {0} bijektiv und
die Umkehrabbildung ist rational und iiberall definiert. Der singulidre Punkt ist also in C durch
zwei Punkte ersetzt worden, mit dem Resultat, dass jetzt eine nichtsinguldre Kurve, nimlich C
entstanden ist. AuBlerhalb des singuldren Punktes hat sich nichts geéndert. Wir haben also in der
Abbildung

¢9:C—C

ein besonders einfaches Beispiel fiir den Ubergang von einer singulédren zu einer singularitéiten-
freien Kurve vo; dieser Prozess werden wir spéter Auflosung der Singularititen nennen.

Man kann irgendwie zeigen, dass der Durchnitt von C mit einer geeigneten Umgebung U des
singuldren Punktes in zwei nichtsinguldren ,,Komponenten™ zerfillt. Die Auflosung der Singula-
ritdten besteht in diesem Falle darin, die beiden Komponenten zu “trennen”.

Nun mochte man natiirlich dieses Zerfallen der Kurve C in zwei ,,Komponenten™ oder, wie
man auch sagt, ,,Zweigen” in der Umgebung des singulidren Punktes auch analytisch mit Hilfe
der Gleichung erfassen.

Die Gleichung von C gegeben durch

fley) =y =2 (x+ 1)



ist als Polynom irreduzibel. Die Kurve C sollte also nur in geeignet gewihlten, hinreichend klei-
nen Umgebungen zerfallen. Da stellt sich nun die Frage, was ,.hinreichend kleine Umgebung”
heiflen soll.

Die Zariski-offenen Umgebungen U eines Punktes P in der affinen Ebene entstehen z.B.
dadurch, dass man aus C? einige Punkte und Kurven, welche P nicht treffen, entfernt.

Als rationale Funktionen auf U ldsst man alle rationalen Funktionen, d.h. Quotienten von
Polynomen 5 zu, deren Nenner auf U nirgends verschwindet.

Die Vereinigung aller dieser rationalen Funktionen fiir alle Zariski-offenen Umgebungen von
P bildet einen Ring: Ist m C C[x,y] das maximale Ideal der in P verschwindenden Polynome,
dann ist dieser Ring gerade

Clx,ym = {Z | p,a€Clx,y, g ¢ m}-

Man kann geometrisch einsehen, dass der Durchschnitt der Kurve C mit einer Zariski-offenen
Umgebung U nicht in zwei Stiicke zerfallen kann.

Denn CNU entsteht aus C durch Entfernen von einigen Punkten und von Schnittpunkten mit
einigen Kurven, also jedenfalls durch Entfernen endlich vieler Punkte.

Entsprechend entsteht das Urbild V = ¢ ~!(CNU) aus C, durch Entfernen endlich vieler Punk-
te und besteht also aus einer Komponente.

Wir sehen also, dass die Zariski-offenen Umgebungen zu grof} sind, als dass in ihnen die
Kurve zerfallen konnte.

Algebraisch wiirde der Reduzibilitit eine Faktorisierung f = fi - f2 von f in C[x,y] entspre-
chen, wobei f] und f; beide im maximalen Ideal von C[x, y]y, ligen. Das kann aber nicht geben,
denn sonst wire f; = % mit p; € m, g; ¢ m, also g - q2 - f = p1 - p2, und die in m liegenden
irreduziblen Faktoren von p; und p, miissten beide f teilen, im Wiederspruch zur Irreduzibilitét
von f.

Das Problem ist einfach nur, dass die Zariski Umgebungen zu grof sind (d.h. die algebraische
lokale Ringe C[x](y) /1 - C[x] ) sind zu klein). Wir werden also mit analytischen lokalen Ringen
wie C{x}/I-C{x} (oder C[[x]]/I - C][x]]) arbeiten.

Was die geschichtliche Entwicklung der Singularitétentheorie betrifft, muss man ihre Ge-
burt mit der Geburt der algebraische Geometrie verbinden.

Ich merke an, dass die Dissertation von Riemann der Ursprung der modernen algebraischen
Geometrie ist. In dieser Arbeit fiihrt er den wichtigen Begriff vom Geschlecht einer ebenen
Kurve ein, und zwar als die moglichst kleine ganze Zahl g, mit der Eigenschaft: fiir jedes Divisor
D auf der Kurve wird die Ungleichung ¢(D) > deg(D) + 1 — g erfiillt. Das Geschlecht ist die
notigste birrationale Invariante der klassischen projektiven Geometrie.

Leider sind alle Kurven nicht glatt, sie besitzen niamlich Punkte, in den die Tangente nicht
definiert ist. Solche Punkte verhalten sich anders, und darauf muss man verschiedene Techniken
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anwenden. Wahrscheinlich waren K. Weierstrall [W] und L. Kronecker [Kr] die ersten, die diesen
Fakt von einem geometrischen Standpunkt bemerkt haben.

Obwohl er schon frither in [N1] diesen Punkt in Frage gestellt hat, bewies Max Nother 1882
[N2], dass jede ebene Kurve vom Grad n mit m ordinédren singuldren Punkten (d.h., Punkten mit
Multiplizitit 7; und auch r; verschiedene Tangenten) hat das Geschlecht:

g— (n—l)z(n—Z) _%Z"i(”i—l)-

Daraus folgt eine natiirliche Frage: wie kann das Geschlecht einer ebenen Kurve mit non-
ordinary Singularititen berechnet werden. Das fiihrt zu einer anderen Frage: kann man irgend-
welche singulidre ebene Kurve zu einer anderen Kurve mit nur ordindren Singularitét transfor-
miert werden, nur mit Hilfe der birationallen Transformationen? Die Antwort ist positiv, sie
wurde von L. Kronecker und Max Nother gegeben. In der Tat kann sie betrachtet werden, als die
erste Version eines Ergebnisses der Auflosung von Singularitéten fiir komplexe Kurven.

Ein niitzliches Werkzeug in der algebraischen Behandlung einer Kurve ist, eine verniinftige
Darstellung der Kurve in der Nédhe des Punktes zu finden. Erst 1850 hat V. Puiseux ([P]) dies
geschafft. Er hat die sogennanten Puiseuxreihen eingefiihrt. Diese Methode ist leider nur fiir
tiber komplexe Zahlen definierte Kurven geeignet.

Die Puiseuxreihen erlauben, schnell Invariante der singuldren Punkte zu berechnen. Zum Bei-
spiel, aus den Puiseuxreihen haben die Mathematiker Halphen und Smith (s. [Hall] und [Sm])
die Definition vom ‘“‘charakteristischen Exponent” erhalten.

Der Einfluss von Puiseux in der Arbeit von Riemann war grof3, aber bald haben Dedekind und
Weber in [De-We] realisiert (und zwar nach ihrer Bearbeitung der Werke von Riemann), dass die
Betrachtungen mit den komplexen Zahlen nur Spezialfille von allgemeineren Begriffen waren.
Was die Puiseuxreihen betrifft, hat Hamburger in [H] eine neue Art von lokalen Entwicklungen
entdeckt, die einfach zu anderen Korpern verschieden von C verallgemeint werden konnte.

Dariiber hinaus sind die durch Hamburger definierte Entwiklungen auch mehr als symboli-
sche Sprache. Max Noether (s. [N3]) hat die Hamburgersche Arbeit vervollkommt und ein Wor-
terbuch eingefiihrt, zwischen solchen lokalen Entwicklungen der Kurve und ihren Prozess von
Auflosung ihrer Singularititen. Diese Reihen sind heute als Hamburger-Noethersche Entwick-
lungen bekannt (s. [C]).

Ende des 19. Jahrhunderts hat eine Schule in Italien unter der Schirmherrschaft von Guido Cas-
telnuovo ihren Weg begonnen. Sie fahren mit der groBen Arbeit fort, die die Deutschen in dem
vorherigen Jahrhundert gestartet haben. Sie haben die Auflosung der Singularititen von Kur-
ven und Fldchen systematisiert, und zwar mit Hilfe der unendlich nahen Punkten und dhnlichen
Begriffen. Namen wie Enriques, Chinisi, Severi oder Zariski kommen einem schnell bekannt
vor diesem Zusammenhang. Zariski war zusammen mit Muhly, der Erste, der einen allgemeinen
Beweis fiir die Auflosung von Singularitéten fiir projektive Kurven in beliebiger Charakteristik
gegeben hat. Im Jahr 1964 hat H. Hironaka einen Artikel verdffentlicht, mit dem er das Problem
der Auflosung in alle Dimensionen und fiir die Charakteristik Null gelost hat. Es ist aber immer
noch ein offenes Problem fiir beliebig Charakteristik.
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Im diesem Kapitel werden wir die notwendigen Wortschatz und Bezeichnungen beschreiben,
den wir im Folgenden benutzen werden: Die Begriffe von Flache, Kurven, lokalen Koordinaten,
Keime von holomorphen Funktionen, Kurvenkeime, Multiplizitit und Tangente.

2.1 Fliachen

Wir interessieren uns fiir irreduzible zusammenhéngende regulidre komplexe analytische Fldchen,

weil die zu betrachtenden Kurven auf dieser Art von Fldchen liegen. Das wichtigste daran: man

kann solche Flichen mit offenen Mengen iiberdecken, jede isomorph zu einer offenen Untermen-
2

ge von C~.

Sei O ein Punkt auf einer solchen Fliache. Dann existiert eine offene Umgebung U von O
und Funktionen x,y : U — C, die einen analytischen Isomorphismus von U zu einer offenen
Untermenge U’ C C? geben. Er sendet jeden Punkt p € U zu (x(p),y(p)) € U’ (im Besonderen,
O — (0,0)). Man sagt, dass x,y ein lokales Koordinatensystem in O ist. Also identifizieren wir
Punkte in U mit Punkten in U’ und wir schreiben (x,y) fiir den Punkt, die lokalen Koordinaten
x,y hat.

2.2 Lokaler Ring eines holomorphen Funktionskeimes
Sei F eine Flidche und O € F ein Punkt von F. Sei

A:={(U,f)|U CF offen,0 €U, f: U — C holomorph}.

Setzen wir folgende Aquivalenzrelation ein: (U, f) (V,g) genau dann, wenn eine offene Menge
W C UNV existiert, so dass O € W und f|w = g|w.

Der Restklassenring A/ =: OF o wird der Ring von Funktionenkeimen genannt. Sowohl die
Summe als auch das Produkt sind wohl definiert:

(U N+[(V.e] =[(VNU), f+¢g]

[(U7f)] + [(va)} = [(VQU)7f'g]

Wichtige Eigenschaften davon sind:
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¢ Der Ring O ¢ ist lokal, mit maximalem Ideal

Mro={f € Oro| f(O)=0}
und Restklassenkérper OF /. #F 0 = C.

* Wenn {x,y} ein lokales Koordinatensystem von O ist, dann fiihrt die Darstellung von jeder
holomorphen Funktion als Potenzreihe zu einem Isomorphismus @ : 0o — C{x,y}. Die
Abbildung ¢ ist injektiv, weil die Potenzreihenentwicklung einer Funktion f in einer Um-
gebung von O gegen f konvergiert und damit der Keim von f in O eindeutig bestimmt ist;
sie ist aber auch surjektiv, denn jede konvergente Potenzreihe konvergiert in einer Umge-
bung des Entwicklungspunktes gegen eine holomorphe Funktion. Daraus folgt, dass O o
ein zwei-dimensionaler regulérer lokaler Ring ist.

2.3 Kurven

Eine (analytische) Kurve & ist in einer offenen Menge U von F definiert, als ein System (U, f;)ier
mit den folgenden Eigenschaften:

* jedes U; ist eine nicht-leere zusammenhéngende offene Untermenge von U = | J;; U;
* jedes f; ist eine verschieden von Null holomorphe Funktion in U;

« fiir jede i, j € I mit U; NU; # 0, dann existiert eine Funktion u;; (die holomorph ist, und
keine Nullstellen in U; N U; hat) so dass f; = u;; f; in U;NU;.

Die holomorphe Funktion f; wird als eine lokale Gleichung von & in U; bezeichnet. Da unser
Interesse lokal ist, definiert jede holomorphe Funktion f verschieden von Null in eine nicht-leere
zusammenhingende offene Untermenge U einer Kurve &. Die wird als & : f = 0 bezeichnet.

Sei P € U ein Punkt, & : (U;, fi)ics eine Kurve auf F. Man sagt, dass P ein Punkt von & ist
(oder, dass ein Punkt P auf & liegt) , wenn ein i € I mit P € U; und f;(P) = 0 existiert. Die Menge
aller Punkte der Kurve & wird als supp(& ) bezeichnet.

Zwei Kurven koénnen in folgendem Sinne addiert werden. Sei &; : {(U;, f;) }iey und & : {(V;, )} jes-
Dann ist die Summe von &; und &,:

&1+ & ={(UinV},fi-8j) tier jei-
Eine Kurve { ist eine Komponente von &, wenn eine andere Kurve {’ existiert, so dass & =
{ + ¢’ Eine Kurve heiBt irreduzibel, wenn sie keine verschiedenen Komponenten hat.
2.4 Kurvenkeime

Wir schrinken Kurven zu kleineren offenen Mengen ein, mir einer Einschrinkung ihrer Glei-
chungen.
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Man sagt, dass zwei Kurven, die zu derselben Kurve in einer geeigneten offenen Umgebung
einer geschlossenen Menge K eingeschrinkt werden, den gleichen Keim in K haben.

Ein Kurvenkeim in O ist eine Aquivalenzklasse von Kurven, um O definiert, modulo folgender
Aquivalenzrelation: “dieselbe Einschrinkung zu einer offenen Umgebung von O zu haben". Der
Punkt O heiBt der Ursprung des Keimes. Ein solcher Keim wird als o bezeichnet.

Funktionen, die den gleichen Keim in O haben, definieren in einer Umgebung von O Kurven,
die den gleichen Keim in O haben: wir nehmen die Keime in O aller Gleichungen aller Repri-
sentanten von & als Gleichungen eines Keimes einer Kurve & in O. Die Bezeichnung dafiir ist:
Eo : £ =0, d.h. der Kurvenkeim &p hat in O eine Gleichung f = 0.

Angenommen, dass & und § (mit Gleichungen f bzw. g) Kurven in einer offenen Umgebung
von O sind. Nach der Definition von Kurve, stimmen die Einschriankungen von & und ¢ zu eige-
ner offenen Umgebung von O iiberein, genau dann, wenn g holomorph und ohne Nullstellen in

einer Umgebung von O ist. Das heif3t, genau wenn der Keim von g invertierbar in OF g ist. Also,

wenn f, g verschieden von Null Keime holomorpher Funktionen in O sind, sind sie Gleichun-
gen derselbe Keim genau dann, wenn der Keim von L eine Einheit in OF o ist. Dariiber hinaus
hat man eine Korrespondenz zwischen den Kurvenkeimen in O und den nicht-trivialen Haupt-
ideale des Ringes O . Das Ideal (1) entspricht also dem Keim 0. Es kann auch die Summe
von Keimen durch die Multiplikation seiner Gleichungen realisieren. Ein nicht leerer Keim heif3t

irreduzibel, wenn er durch keine Summe von nicht leeren Keimen gebildet werden kann.

Die Beziehung zwischen Kurvenkeimen und verschiedenen von Null Hauptideale von OF o
erlaubt den lokalen Ring eines Kurvenkeimes & : f = 0 zu definieren, als:

O¢ := Oro/(f)
Er ist ein ein-dimensionaler lokaler Ring, mit einem maximialen Ideal mg := /0 /(f).

Sei F eine Fliche mit O € F. Sei &g ein Kurvenkeim in O.

Satz 2.1
Es existiert eine einzige Zerlegung
So=mmn+...+m¥
mit y; eine irreduzible Keim, y; # ; fiir i # j und n; > 0 fiir jedes i € {1,...,k}.

Beweis. Wenn f eine Gleichung von & ist, dann gilt

f= R

Dann kann man die Eigenschaft der Faktorisierung des Ringes anwenden. O

Mit derselben Bezeichnung, die Elemente 71,..., 7 heilen Zweige (oder irreduzible Kom-
ponenten) von &. Fiir i € {1,...,k}, der Zweig ¥ heiBt reduziert (bzw. vielfach) falls n; = 1
(bzw. n; > 0). Eine Kurve & heiBt reduziert in O, falls der Keim &y reduziert ist, d.h., falls
n=...=n,=1wenn &y =n1y +...+nY eine Zerlegung in irreduziblen Komponenten von
50 ist.
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2.5 Multiplizitit und Tangentialkegel

Sei &o : f =0 ein Kurvenkeim in O. Es existiert ein m € Zxq mit f € 4}, \ #}'}" . Diese Zahl
heiBt die Ordnung von f in O. Die Klasse [f] von f in .4}, 4}y ! heiBt die Leitform von f.

Nehmen wir an, dass der Keim &p zwei verschiedene Gleichungen f, f” hat. Dann existiert ein
Element u invertiebar mit [f'] = [u] - [f]. Daraus folgt, dass alle Gleichungen von &y diesselbe
Ordnung haben. Sie heiBt die Multiplizitit des Kurvenkeimes &o (oder auch die Multiplizitiit von
f in O). Wir bezeichnen sie als multp(€) = mult(§) = mp(&).

Bemerkung. Sei £ ein Kurvenkeim mit mult(Ep) = 0. Dann ist es £ = 0.

Die Menge aller Leitformen eines Keimes o definiert derselbe algebraischen Kegel auf den
Tangentraum. Er heiBt der Tangentialkegel zu &p.

Sei {x,y} ein lokales Koordinatensystem von O. Sei f(x,y) =¥, j>, aijx'y’ = 0 die Gleichung
eines Keimes §p mit m := mult(&p). Der Tangentialkegel hat eine Gleichung ¥, ;—,, a;jx'y/ =0,
d.h., ein homogenes Polynom in zwei Variablen, das in einem Produkt von linearen Faktoren
(also Geraden) zerlegt. Der Tangentialkegel ist also ein Kegel von Geraden, die tangent auf der
Kurve durch den Punkt O sind.

2.6 Singularitiiten und glatte Keime

Sei & ein Kurvenkeim in O. Er heift singulidr, wenn mult(&) > 1. Die nicht-singulidren nicht-
leeren Keime heiflen glatte Keime.

Bemerkungen.
(1) Glatte Keime miissen irreduzibel sein.
(2) Der Tangentialkegel von glatten Keimen ist eine einmal gezihlte Gerade.

Sei {x,y} ein lokales Koordinatensystem in der Umgebung U eines Punktes P = (a,b). Sei
{X,¥} ein Koordinatensystem von O, also, X =x—a und y = y — b. Sei g eine holomorphe Funk-
tion in U. Dann ist

g= ) ayxy
i,j>0
um P und g definiert eine Kurve & in P, i.e., agg = g(P) = 0. Dann ist & glatt, genau dann wenn
entweder a9 # 0 oder ap; # 0 (und in einem solchen Fall ist die Gerade ajox + agy = 0 seine
Tangente in P). Da

g _dg
R P T T
_dg| _dg
BT P T
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daraus folgt, dass der Keim & glatt in P ist genau wenn entweder % oder g—; ungleich Null in P

ist. Also die Menge aller singuliren Punkte von & in U sind genau die Punkte, die die folgende
Gleichungen erfiillen:

_of

d
r00=4 =%

(0,0) oy

Im Besonderen ist diese Menge abgeschlossen in U.

=0.

(0,0)

Definition 2.1
Zwei Kurvenkeime heiflen transversal in einem Punkt P, wenn sie glatt sind und sie verschiedene Tangenten
in P haben.

Satz 2.2

Sei &p : f =0 ein Kurvenkeim. Er ist glatt genau dann, wenn das maximale Ideal me ein Hauptideal ist. In
diesem Fall ist m¢ fiir die Klasse einer Gleichung jeden Keimes transversal zu o, und ferner gilt folgender
Isomorphismus: 0 = C{t}.

2.7 Parametrisierungen

Sei F eine Fliche, O ein Punkt von F und 7y eine Kurve, die irreduzibel in O ist. Sei Yy ein Keim
von yin O.

Definition 2.2
Sei U eine offene Menge von C. Eine holomorphe Abbildung ¢ : U — 7 ist die Einschrinkung einer holo-
morphen Abbildung o : U — F so dass 6(U) C supp(7).

Definition 2.3
Eine Parametrisierung des Keimes 7 ist der Keim in O € C einer holomorphen injektiven Abbildung o :
U — ysodass0 € U und 6(0) =O.

Was besagt das? Sei ein lokales Koordinatensystem {x,y} von O. Eine solche Abbildung ¢ zu
geben, ist das Gleiche, wie zwei Koordinaten (a(t),b(t)) einzufiihren, so dass:

* a(t),b(r) € C{t} aber keine Einheiten sind
* 0(0)=0,ie.,a(0)=5b(0)=0
* falls f(x,y) eine Gleichung von Yy beziiglich {x,y} ist, dann gilt f(a(¢),b(r)) = 0.

Bemerkung. Seien der Ring C{¢} und f € C{r}. Die Ordnung von f wird als ord, (f) bezeich-
net.

Seien v,y zwei irreduzible Kurvenkeime von O. Betrachten wir ein lokales Koordinatensys-
tem {x,y} in O. Sei f(x,y) eine Gleichung von ¥ beziiglich {x,y}. Nehmen wir an, dass ¥’ eine
Parametrisierung (a(z),b(t)) besitzt.

Definition 2.4
Man definiert die Schnittmultiplizitit der Keime 7, ¥’ als:

[y, = ord; (f(a(t),b(1)))-
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Betrachten wir nun reduzierte Kurvenkeime § =y +...+ %, und &’ =7, +...+7, in O. Dann
definiert man die Schnittmultiplizitit von & und & als:

n n

E.&71=) Y %7

i=1j=1



3 Der Newton-Puiseux Satz

Wahrscheinlich war Newton der Erste, der Entwicklungen in der Nihe eines Punktes (also loka-
len Entwicklungen) eingefiihrt hat. Newtons Ziel war aber, eine Gleichung der Gestalt P(x,y) =0
zu 10sen, wobei

P(x,y) =Y Aix'y/
i

ein Polynom in den zwei Unbestimmten x,y ist. Dafiir hat er sich vorgenommen, y als eine
Funktion von x zu beschreiben. Zunichst einmal musste er y als eine Potenzreihe entwicklen:

y= Zbkxk.

k>0

Mit Hilfe von Polynomen in x vom steigenden Grad erhilt Newton eine “schrittweise Annéh-
rung". Die einzige Einschriankung ist, ausreichend kleine Werte von x zu nehmen. Damit ist
sicher, dass wir in einer Umgebung von einem Punkt der Gestalt (0,yo) auf der Kurve P(x,y) =0
sind, und so gilt P(0,yo) = 0. Diese Aussage ist in ,,De Methodus Fluxionum et Serierum infini-
torum” (1664-1671 geschrieben; siehe auch: D.T. Whiteside, ,,The mathematical papers of Isaac
Newton” Cambridge U.P. vol. III (1670-1673), 1969, pp. 51-57) enthalten.

3.1 Gebrochene Potenzreihen. Puiseux Entwicklungen

Sei f(x,y) eine irreduzible Potenzreihe. Wir suchen Ausdriicke x(),y(¢) € C[[¢]] so dass f(x(¢),y(¢)) =
0 und a(0) = 5(0) = 0.

Wir betrachten den Ring aller formellen Potenzreihen in einem Unbestimmten x iiber C:

Clk]] := { y aix' | a; € (C}.
i=0

Dieser Ring ist in der Tat ein lokaler Integritiitsring. Wir wissen auch, dass ein Element ¥'3°  a;x’
eine Einheit ist, genau wenn ag # 0. Betrachten wir jetzt den Quotientenkorper von C[x]]:

C((w) = {j; e C[[xn,g#o}.

Er kann aber auch auf eine andere Art geschrieben werden. Wenn f = Y'%°  a;x' und g = Y5> bix',
existiert eine ganze Zahl d mit b; # 0 (denn g # 0) so dass

g Yrgbixt xd(X,bixid) X

i=

[ EXax Yioair Yiooc i i—d
L = = = = CiX .
i=0
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Wir haben also:
C((x)) = { Zaixi |d €Z,a; € (C}.
i=d

Sei n > 1 eine ganze Zahl. Wihlen wir eine freie Unbestimmte 7, aus, und betrachten wir
folgenden Korpermonomorphismus:

oa: Clx) —  C((Th)
X — (Tw)"
Yigax' = Y2 ga(T)"

Also ist C((x)) isomorph zu manchem Unterkorper von C((7;,)) und wir identifizieren sie:
C((x)) € C((Tn))-

Wir identifizieren also die Elemente von C((x)) und ihre Bilder via ¢; ,,. Im Besonderen nach
dieser Identifizierung haben wir x = 7. Im Folgenden schreiben wir X7 statt T,, (nur Bezeich-
nung!). D.h., x = (x% )" und wir bezeichnen die Potenze (x% )i von xn als xi:

X7 = (xn)’.

Ein Element von (C((x% )) = C((T;,)) sieht so aus:

o .
L
s = Z axn.
i=d

Seien m,n € Z so dass n|m, d.h., es existiert r € Z mit m = nr. Dann erhalten wir folgenden
Monomorphismus:
1 1
O C(({")) — C(({"f))
xn — ()"
oo 1y o0 1\,
Yigai(xn) = X2 ai(xm)"

.. . . 1 1 r
Also konnen wir gleichsetzen: xn = (xm )" xm und so

g,
Bezeichnung

i 1y L1y ri
xn = (_xll )l = (_xm)” g xm
~—~ ~—~
Bezeichnung Bezeichnung
i1l (o :
also ;- = = (sie sind gebrochene Exponenten).

Mit anderen Wortern, die Monomorphismen ¢, ,, bringen kommutative Diagramme

Onji = Pz © Onm
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fiir jedes n > 1, m € (n) und 7 € (m). Wir identifizieren also jeden (C((x% )) mit seinen Bilder via
@ m- Nun konnen wir die Vereinigung aller C((x% )) betrachten:

C((x) == |J C((xn)),

n>1
(also der direkte Limes des Systems {(C((x% ))s ©n.m})- Das ist in der Tat ein Korper. Er heifit der
Korper der gebrochenen Potenzreihen in einer Unbestimmten iiber C.

Wie sehen die Elemente von C((x)) aus?

Ein Element s € C((x)) ist ein Element s € (C((x% )) fiir beliebiges n. D.h.,

s = Zai(x%)i = Za,-xﬁ.,
i=d i=d

die letzte Reihe mit gebrochenen Exponenten und gemeinsamen Nennern. Die Reihe s gehort zu
allen Korpern (C((x%)) fiir m € (n).
Beispiel 3.1 ] 7 ; ,

1. s=x2Z4x3 4+x6 +x+x06+...€ C{(x))

2. 8 =x7T+x5 +xF4x5+... ¢ C((x)).

Seis=Y;, axn € C((x)). Man definiert die Ordnung von s als
o(s) = min{l | a; # O}.
n

Die Ordnung ist wohldefiniert, denn )’ a,'xﬁ =Y aix:Trr , ¥ >0 und o(s) hingt nicht von dem
Nenner 7 ab.

Definition 3.1
Eine Puiseux Reihe ist ein Element s € C((x)) mit o(s) > 0.

Definition 3.2
Gegeben sei s € C((x)). Die Polydromieordnung von s ist (,.der kleinste gemeinsame Teiler der Exponen-
ten von x in s”)

v(s) := min {n Ise C((x%))}

Sei n € Z festgelegt und betrachten wir (C((x% )) als eine Erweiterung von C((x)): Sei € € C,
so dass €" = 1 (die heillen die n-ten Einheitswurzeln). Wir konnen folgende Ersetzung machen:

1 1
xXn Q= Exn.

Sie induziert einen Automorphismus o, von (C((x% )) iber C((x)). Wenns=Y7" , aixn € C( (x% ).
bezeichnen wir:

Oe(s) = Zaieix»%.
i=d
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Man nennt o¢(s) die Konjugierte von s.

Die Menge der Konjugierten von einem gegebenen s ist unabhéngig von dem Korper (C((x% ),
zu dem die Reihe s gehort.

Die Konjugation von Reihen ist eine Aquivalenzrelation. Die Menge aller Konjugierten von s
heift die Konjugationsklasse von s. Alle Reihen einer Konjugationsklasse haben dieselbe Ord-
nung und Polydromieordnung. Insbesondere sind die Konjugierten einer Puiseux Entwicklung
auch Puiseux Entwicklungen.

Lemma 3.1

ﬁ{ag(s)|8": 1} = v(s).

Beweis. Sei s = Y aix# . Nehmen wir an, dass n = v(s). Fiir jeden Primteiler m von n existiert
ein i > d mit a; # 0 und m 1 i. Dann kénnen wir die Indizes i, ...i; wihlen, so dass ai; = 0 fiir
1 < j<k,und ggT(n,iy,... i) =1.

Seien 17,€ mit n" = &" = 1 . Wenn 0y (s) = O¢(s), dann n'ia;; = €'ia;; und dann N’ = €'
fir 1 < j <k Da ggT(n,ij,...,ig) = 1, daraus folgt 1 = & und dann hat s genau n = v(s)
verschiedene Konjugierte. O

Beispiel %.2 .
1
Seis =x% +x3.Danns € C((x%)) und g =1, & = —1, &3 = i und & = —i. Daraus folgt:

1. g (s) =xi+4xi.

2. 05, (s) = (—x% 2+ (—x1)? = xi 4
3. 0g(s) = 2xi +i0x8 = —xi —xi.
4. og,(s) = (fz)zx% + (71)6)(% = —xi —xf.

Angenommen, dass s € (C((x'lz)) eine Puiseux Entwicklung ist, d.h., o(s) > 0. Man kann s
durch y in f(x,y) = ¥; js0aijx'y’ € C[[x,y]] ersetzen. Dann ist f(x,s) ein Element von C[x7]]
und die Einsetzung induziert einen Morphismus von C-Algebras

1
Cllxyl] = Cller]]-

Bemerkung. Wenn s € C((x%)), dann f(x,s) € (C[[x%]] Angenommen, dass s = Y agxn und

f= ):i7in7jx"y/, dann
J
. k
flx,y) = ZAi,jx’ (Zakxn) .
i 3

. d .
Also der Koeffizient von x» ist

Z A,-yja,'l LN ~a,<j..
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Beispiel 3.3 1
Sei f(x,y) = ):?Jrj:l x'y/ und 5 = 2x2 4 3x. Dann:

F(x,5) = 2x7 + 8x +22x2 +28x% + 68x2 +40x°.
Definition 3.3
Sei f € C[[x,y]]. Man sagt, dass eine Puiseux Reihe s eine y-Wurzel von f ist, genau wenn f(x,s) = 0 (als
Element von (C[[x%]]).

Lemma 3.2 1 |
Eine Puiseux Reihe s € C[[xx ]] ist eine y-Wurzel von f € C[[x,y]] genau dann, wenn y — s teilt f in C[[xn,y]].

Beweis. Betrachten wir den Automorphismus

¢:Cllonyl]  —  Cln,y))
y — y+s
g(x,y) > g(x,y+s)

Da ¢(y—s) =yund f(x,0) = f(x,s), reicht es, nur den Fall s = 0 zu behandeln, und er ist trivial.
O

Lemma 3.3
Ist s eine y-Wurzel von f, dann sind alle Konjugierten von s auch y-Wurzel von f.

Beweis. Nach dem Lemma 3.2 erhalten wir f(x,y) = (y —s)g(x,y) mit g(x,y) € (C[[x'l’z ,y]]. Dann
erweitern wir den Automorphismus o, auf (C[[xﬁ ,¥]]. Wenn wir immer noch die Bezeichnung o,
halten, dann erhalten wir

f=0e(f) = (y—0e(s))0e(8)
und die Aussage folgt. O

Definition 3.4 1
Wenn s € C[[x#]] und n = v(s), werden die verschiedenen Konjugierten von s als s',s2, ... s" bezeichnet.
Wir bilden das Polynom

g =T (=) €Clidlb.

Lemma 3.4 ]
Eine Puiseux Reihe s € C[[x#]] ist eine y-Wurzel von f genau dann, wenn g teilt f in C[[x, y]].

Beweis. Da die Umkehrung trivial ist, nehmen wir an, dass f(x,s) = 0. Wir wenden Induktion
tiber die Anzahl v von verschiedenen Konjugierten von s. Falls v = 1, folgt die Aussage aus dem
Lemma 3.2. Falls i < v, dann muss s't! eine y-Wurzel von f; sein, so dass das Lemma 3.2 eine
neue Gleichung f = (y —s!)-...- (y—s""!) fi;1 gibt, und auch schlieBlich noch eine Gleichung

f= (y—s])-...-(y—sv)f‘,:gsfv

wobei g, der Definition 3.4 entspricht. Aber f und g, sind invariant unter Konjugierung, dann ist
fvauchso, dh., fy € C[[x,y]]. O
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Lemma 3.5
Die Reihe g; ist irreduzibel in C[[x, y]].

Beweis. Angenommen, dass gy = f - f>. Dann muss s eine y-Wurzel von mindestens ein f; sein,
sagen wir von f;. Nach dem Lemma 3.4 teilt das Polynom g; das Polynom fi, d.h., f, ist inver-
tierbar. Wiederspruch. O

Dann wird klar, dass die Suche nach der Parametrisierung von f genau die Suche nach den
y-Wurzeln von f ist.

3.2 Das Newton Polygon

Wir betrachten eine Ebene 77 = R? zusammen mit einem orthogonalen Koordinatensystem { o, 8},
wobei a bzw. 8 die horizontale bzw. vertikale Achse bezeichnet. Sei f(x,y) =Y.q g~0Aq, ﬁx“yﬁ €
Cl[x,y]]. Wir konnen alle Paare (a,8) mit A, g # 0 auf 7 aufzeichnen, was den Trdger der Po-

tenzreihe f definiert:

Tr(f) = { (0. B) € N? | A £ 0},
und zwar als Menge von Gitterpunkten in der Ebene 7 verwendet.

Zur Definition des Newton-Polygons von f betrachten wir die untere konvexe Hiille von Tr(f)
in Ry x R . Sie entsteht durch Anlegen von Stiitzgeraden mit Steigung < 0 von unten (in der
Anordnung von R). Der Rand dieser Hiille enthélt eine kompakte Streckung, diese heil3t Newton
Polygon von f. Sie wird als N(f) bezeichnet.

Im Allgemeinen besteht sie aus endlich vielen Strecken mit negativen rationalen Steigungen.
Sie kann aber auch zu einem einzigen Punkt entarten, etwa dann, wenn f eine Einheit ist (d.h.,

Ao # 0).
Wir definieren auch die Hohe 2(N(f)) von N(f) als die maximale Anordnung seiner Scheitel.

Bemerkung. Die Hohe h(N) ist additiv, d.h., fiir f1, f> € C[[x,y]], dann A(N(f1 /2)) = A(N(f1)) +
h(N(f2))-

Beispiel 3.4
Sei f(x,y) = y* —x2y> — 2x*y? + x*y 4+ x’y 4+ x7. Der Triiger von f ist

Tr(f) = {(0,4),(2,2),(4,2),(4,1),(5,1),(7,0)}.

Die Anordnungen der Scheitel von N(f) sind 4,2,1,0, also A(N(f)) = 4.

Bemerkung. N(f) startet (bzw. endet) auf der B-Achsen (bzw. o-Achsen) genau dann, wenn
f keinen Faktor x hat (bzw. keinen Faktor y).
Sei f(x,y) € C[[x,y]]. Sei By die minimale Hohe von einer Strecke I" von N(f). Betrachten wir
das Polynom
Fr(2)= Y AqpZPPoeciz,
(a,B)el’
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mit von Null verschieden konstantem Term und positivem Grad gleich der Hohe von I'. Es wird
normalerweise die assoziierte Gleichung mit I" genannt.

Falls s(x) = ax» + ... eine y-Wurzel von f ist, dann gilt Fi-(a) = 0. AuBerdem F- € C[Z"]
und €a ist eine Wurzel von Fr- fiir jede n-te Einheitswurzel €, und beide Wurzeln a, €a haben die
gleiche Multiplizitéit. Diese Wurzeln heilen konjugiert.

Ein besonderer Fall, wenn N(f) aus einem einzigen Punkt (g, Bo) besteht. Wenn es (o, )
gibt, so dass Ay g # 0, dann o > o und B > Bo und so

flx,y) =x%yPo Y Ay px@oyP=Po,
a7ﬁ

Daraus folgt der nichste Satz:

Proposition 3.1
Sei f € C[[x,y]] \ C und N(f) das Newton Polygon von f. Dann besteht N(f) aus einem Punkt genau dann,

wenn f = x%yPog mit g € C[[x,y]], so dass weder x noch y teilt g.

Die Hohe von N(f) beantwortet die Frage, ob die y-Wurzeln fiir eine gegebene Reihe f €
C[[x,]] existieren. Die Antwort spiegelt sich im folgenden Resultat wieder.

Proposition 3.2
Sei N(f) das Newton Polygon von f € C[[x,y]] \ C. Falls A(N(f)) =0, dann hat f keine y-Wurzeln. Dariiber
hinaus hat f die Gestalt

flay)=x% Y Ay px®0yP
a>ay,f>0

wobei (a,0) der einzige Punkt aus N(f) ist.

3.3 Suche nach y-Wurzeln
Von nun an sind wir daran interessiert, sowohl eine eindeutige Formel fiir die y-Wurzeln abzu-
leiten, als auch einen beschreibenden Algorithmus dafiir zu finden.

Sei f(x,y) = Za,ﬁzoAaﬁxo‘yﬁ € C[[x,¥]] \ C und s eine y-Wurzel von f. Schreiben wir s als:

m/n

s = ax""" 4+ Terme hoeherer Ordnung

mit a # 0 (d.h. 2 = ord(s)) und m,n € Z mit ggT(m,n) = 1.
Wir miissen jetzt die Terme moglichst kleiner Ordnung in f(x,s) suchen. Dafiir setzen wir s
in f ein:
0 = flxs)

Y Aa?ﬁaﬁx‘ﬁﬁ%
o,f>0
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Also sind die Terme von moglichst kleiner Ordnung jene mit einer Ordnung
min{a—é—ﬁm | Agp ;AO}
n :

Sei % diese gesuchte Ordnung. Die Terme von f vom Grad % sind

Y Aaﬁ"ﬁxmtmﬁz< )y Aaﬁ“ﬁ)xf

na+mpB=d na+mpB=d

Wenn s = axn + ... eine y-Wurzel ist, dann existiert eine Strecke I" von N(f) mit Steigung
n

e
Lemma 3.6

Falls eine y-Wurzel von f einen Leitterm ax’ hat, dann gibt es eine Strecke I" von N(f) mit der Steigung
— 2 und a ist eine Wurzel der assoziierten Gleichung mit I".

Beweis. Seien s = axn +... wobei a € C\ {0}, und f(x,y) = Za7ﬁ20Aa7ﬁx“yﬁ. Esist f(x,s) =0
in C[[x7]]. Insbesondere muss der Term niedrigster Ordnung in dieser Reihe verschwinden. Um
ihn zu bestimmen, kann man s durch ax» ersetzen. Es ist:

f(x, ax%) = Z Aaﬁx“aﬁxﬁ%
a.p

= ) Ag paPx*P%
a7ﬁ

d
= xn Z Aavﬁaﬁ—i—...
na+mpB=d

wobei d := min{no+mf | Ag g € Tr(f)}. Also ist a die Nullstelle des Polynoms
F(Cl) = Z Aa_ﬁaﬁ.
na+mpB=d

Wegen a # 0 muss F mindestens zwei Koeffizienten ungleich Null haben. Also gibt es auf der
Geraden na + mf3 = d mindestens zwei Punkte des Triigers von f mit verschiedenen f3.

Wegen der Minimalitit von d enthilt diese Gerade damit eine Strecke I" des Newton Polygons

von der Steigung —--. O

Wir betrachten das mit I" assoziierte Polynom
Fr(z)= ) Ao,ﬁzﬁfﬁ0 € Cl[z].
(a,B)el’

Mit seiner Hilfe berechnen wir den ersten Koeffizient a der y-Wurzel, ist a die von Null verschie-
m . M .
dene Wurzel von F-(z). Wir haben also s = xn (a+s') mit s' = bx™ +.... Dann ist

m_ M

m m_ 1
s=axn +bx" " +...
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Was wissen wir iiber s' ? Betrachten wir die Ersetzung x = x7 und y = x”"(a+y1 ). Dies ist sinvoll,
denn C((x)) € C({x;)) mit x; = x'/". Wir haben also folgende Formel:

fey) = fix(a+y))

= Y Agp¥® (W a+y))P
a,f>0

= Y Agpd " (at )P
a,f>0

Wenn die Strecke I' die Gleichung nx +my = d hat, dann A, g # 0 mit not +mf3 > d fiir alle
@, B. Daraus folgt, dass f(x,y) = x{ i (x1,y1), wobei fi € C[[x1,y1]] mit

filtky) =) Xt (g gy )P
a,f>0

Wir setzen s' in fi ein:
filarys') = X (ats")
' (a+s'))

s|

= x nf(x,x
T f(x,s).

Daraus folgt, dass f(x,s) = 0 genau dann, wenn fj xl,sl) =0, d.h., s ist eine y-Wurzel von f
genau dann, wenn s' eine y;-Wurzel von f; ist. Also falls s # 0, dann

SR o3I

= X

mp

st =bxm + ...

n
mi

wobei — 2L die Steigung der Strecke I'1 von N(f1) ist und b die Wurzel des Polynoms Fr, (z) ist.

Wenn wir einmal den ersten Term von s! berechnet haben, setzen wir ihn in s ein:
s = xn(a+s)
my
= xn(a+bx;" +...)
m
= xn(a+bx;" +...).
Dann kann man diesen Prozess wiederholen, um die y-Wurzel zu erhalten. Er ist aber offen-
sichtlich unendlich und muss beenden werden, auf3er in einigen Fillen.
Beispiel 3.5
Sei f(x,y) = y* —x3. Wir suchen nach den y-Wurzeln von f. Die 0 ist keine y-Wurzel, denn f(x,0) = —x> #
0. Das Newton-Polygon von f besteht also aus einer Strecke mit Scheiteln (3,0) und (0,2). Das bedeutet:

0 = flxs9)
= (ax»+..) —x

= &*x*" + ( Ordnung groeer als Zﬂ) —x
n

3

3

(3.1)

Der Term mit kleinster Ordnung ist:
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o a2x2%, wenn 2% < 3.
o —x3, falls 20 >3,
o @220 — 53, falls 20 =3,

Nehmen wir an, dass 2m/n = 3. Dann (a® — 1)x> = 0, also > — 1 = 0, daraus folgt, dass a eine Wurzel von

Fr(z) =Agpz® + 430 =22 — 1

ist. D.h., entweder a = 1 oder a = —1. Falls a = 1, dann % = % (da sie Koprim sind), alsom =3 und n = 2.
Ersetzen wir x durch x% und y durch x? (1 —y1). So erhalten wir:

y—x = x6(1+y1)27x?
(3 -1).

Es ist also fi(x1,y1) = y% +2y1, und die y;-Wurzel von f; sind theoretisch s = 0 und s2 = —2. Die
letzte ist aber keine Wurzel, weil sie nicht positiv ist. Daraus folgt:

s = x (1+sh
.
Falls a = —1, kann man dasselbe wiederholen, und man bekommt s = —x%.

3.4 Der Newton-Puiseux Algorithmus. Der Puiseux Satz

Angenommen, dass Z(N(f)) = 0, dann hat f keine y-Wurzeln, und man kann einen induktiven
Algorithmus bilden (den so genannten Newton-Puiseux Algorithmus), welcher alle y-Wurzeln
von f enthilt.

Nehmen wir an, dass 2(N(f)) > 0.

o Schritt (0):

Da h(N(f)) > 0, folgt, dass N(f) entweder iiber der o-Achse endet oder es mindestens

eine Strecke hat. Wir starten mit der Bestimmung einer y-Wurzel s = 5O von f und zwar

mit der Durchfithrung einer der folgenden zwei Schritte (wenigstens einer von ihnen ist

immer moglich):

(0.a) Falls N(f) iiber der a-Achse endet, nimmt es s©0 =0 an, und der Algorithmus endet
hier, oder

(0.b) man wihlt eine Strecke I" von N(f), wenn es sie gibt, und eine Wurzel a von F-. Neh-
men wir an, dass I eine Gleichung na + mf = d mit (n,m) = 1 hat. Wir fithren zwei
freie Unbestimmte x;,y; ein und machen folgende Identifizierung: C{(x)) = C((x;))
und C((x,y)) mit einem Unterkdrper von C((x1,y;)) mit Hilfe der Bedingungen

x = x
y = x'(a+y).
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Dann erhalten wir:

f= Z Aa,ﬁxayﬁ :xgll( Z Aa,ﬁxrlla+’nﬁd(a+yl)ﬁ>
no+mpB>d no+mp>d

so dass wir definieren konnen f; = x; ¢ f € C[[x1,y1]]. Wir nehmen (als y-Wurzel von

f): m
5O =x7 (a+sW)

wobei st!) als ein Element von C((x)) zu bestimmen ist.

Wenn der Schritt (0.a) gewihlt wurde, erhalten wir direkt s = s(%) = 0. Wenn der
Schritt (0.b) ausgefiihrt wurde, fithren wir den Schritt (1) aus, der besteht aus der
Bestimmung des Leittermes von s aus x;, y1 und fi, die in gleicher Weise durch-
gefiihrt wird, und so weiter.

e Schritt i —1 — Schritt i.

Wir nehmen auBerdem an, dass 2(N(f)) > 0. Dann haben wir:
m B Zizl -
s xn (a—i—xl"‘ (a1 +. ..—|—xl.'2’1‘ (ai—1 —|—s(’)) .. ))
m my _Miel .
= xn (aer"l (a1 + . xmemien (g Jrs(l))...))

und der Schritt (i) wird wie folgt dargestellt:

o Schritt (i):

(i.a) nehmen wir s) = 0, nur wenn N(f;) iiber der o-Achse endet, und der Algorithmus
hier gestoppt wird; oder

(i.b) falls es eine Strecke I'; von N(f;) gibt, nehmen wir:

mi

s = xmi (a,- +s<i+1))

wobei —rt die Steigung ist, von einer Strecke I'; von N(f;) mit einer Gleichung
n;ot +m;f3 = d; und ggT(n;,m;) = 1, und der Wert g; ist eine Wurzel des Polynoms
Fr..

i

Wir wollen s(t1) bestimmen. Dafiir machen wir folgende Einsetzung:

ni

i+1

o

yi = x(ai+yin),

X1 = X

und fi | = x;dl’ fi € Cl[xi+1,yi+1]], nach einer Berechnung genauso wie am Ende des
Schrittes (0.5).
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Bemekung 1. Es lohnt sich anzumerken, dass es viele Wege zur Fortsetzung des Newton-
Puiseux Algorithmus fiir jeden Schritt (i) gibt, entweder weil beide Moglichkeiten (i.a) und
(i.b) gewiihlt werden kénnen, oder weil man nach der Wahl (i.b) immer noch die Strecke I" des
Newton Polygons und die Wurzel a von Fr- wihlen kann.

Bemerkung 2. Nach dem Schritt (i.b) wurden alle Terme vom Grad

m m;

—t o+ —

n n-...-n;
in x von der vorherausgesagenden Losung s(*) bestimmt. Nach dem Schritt (i.a) hingegen wurde
die ganze Reihe s(©) bestimmt.

Das nichste Lemma zeigt im Besonderen dass immer gilt 2(N(f;)) > 0, so dass entweder der
Newton-Puiseux Algorithmus in dem Schritt (i.a) endet, oder er unendlich weiter liuft.

Lemma 3.7
Die Notationen werden beibehalten. Fiir jedes i > 0 ist die Hohe h(N(fi41)) gleich der Multiplizitit von g;
als eine Wurzel von Ff,.

Beweis. Wir betrachten den Fall i = 0 (die Anderen kénnten genauso behandelt werden). Nach
der Definition:

fi= Y Agpx P a4 y))P
na+mpPB>d

so dass

A0y) = Y Agplaty)P
(a.f)er

= (a+y)PFr(a+y)
wobei B die Anordnung des Endes von I ist. Daraus folgt:

h(N(f1)) = oy (f1(0,y1))
oy, (Fr(a+y1)).

O

Korollar 3.1
Die Reihen, die durch den Newton-Puiseux Algorithmus entstehen, sind Puiseux Entwicklungen.

Beispiel 3.6

Wir nehmen die Reihe f(x,y) = y> —x € C[[x,y]]. Ihr Newton Polygon besteht nur aus einer Strecke I mit
der Steigung —% (und den Halbachsen). Die assoziierte Gleichung mit I" ist Fi(Z) = Z> — 1, und sie hat die
drei Wurzeln 1,&, 2. Wihlen wir a = 1. Dann setzen wir gleich:

filxi,y) = %f(xix?(l‘wl))

#f(x%s(l +y1)? —x}%)
= 3y1+3yi+y; € Cllx1, ]
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Im Besonderen sehen wir, dass N(f) nicht die x;-Achse erreicht, und wir erhalten

. L . 5 5 . - .
Wir stellen fest, dass wir die zwei anderen Losungen Ex3 ,£2x3 erreicht hitten, wenn wir a = & oder a = £2
gewihlt hitten.

Beispiel 3.7
Sei f(x,y) = > —x° —3x*y —x7 € C[[x,y]]. Das Newton Polygon von f ist das Gleiche wie im vorange-
gangenen Beispiel. Dann erhalten wir wie vorher:

Sfilxi,yn) #f(xix?(lﬂl))
#f(x%s(l +y1)3 —x%s - 3x%7(1 +y1) —x%l)
= 3y +3y% +y? - 3x% - 3x%y1 fx?.
Aber nun hat N(f7) eine Strecke I'} mit der Steigung — % also miissen wir den Algorithmus wiederholen.
Wir finden folgende assoziierte Gleichung mit I'y:

Fr,(Z):=3Z—1,
die nur die Wurzel a = 1 hat. Dann setzen wir ein:

H(x,y2) = éf“)(xz,x%(lﬂz))
3y2+ 35 (1+y2)> + x5 (1 +y2)° =333 (1 +y2) —x3
3ys + 3x%y2 + 3x%y% + 3x‘2‘y2 + 3x§y% +x3y%.

Das Newton Polygon N( f») reicht nicht an die x,-Achse, also 52 := 0, und wir kénnen daraus schlieBen:

v

S
3

W
Wi~

s(0>:x%(1+x%(1+s(2))):x (1+x%):x +x3.

Beispiel 3.8
Berechnen wir die y-Wurzeln des Polynoms

fley) =yt =2y — 4y +x0 -7
Es ist also N(f) = {(6,0),(3,2),(0,4)}.
Schritt O:

(0.a) Das Polygon besteht nur aus einer Strecke, die nicht iiber der a-Achse endet, wir konnen also
diesen Schritt nicht anwenden.

(0.D) Die Strecke hat die Steigung f% und ist auf der Geraden y = f% + 4x enthalten. Daraus folgt,
dass n =2, m =3 und d = 12. Bemerken wir, dass ggT(n,m) = ggT(2,3) = 1. Wir suchen die Wurzel des
folgenden Polynoms:

()= +(-2)2+= (P -1)>
Seine Wurzeln sind a = 1 und @ = —1 (mit Multiplizitéit 2). Wahlen wir a = 1 aus, dann erhalten wir die
y-Wurzel:

s:x%(H—sl).
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Wir wenden nun die Einsetzung x = x%, y= x%(l +y1) an, und wir haben die Gleichung:

Fey) =x12f1(x1,31),

wobei
Siler,y) =144y 4y —dxpy —xf —dx + 1
Schritt 1
Wir konnen nur dem Schritt (1.5) wie vorher folgen. In diesem Falle haben wir N(f) = {(1,0),(0,4)},
also auch eine einzige Strecke mit der Steigung —% = —2. Daraus folgt n =2, m = 1 und d; = 2. Die auf

dieser Strecke enthaltende Gerade hat die Gleichung y = —2x+-2. Dann miissen wir die Wurzeln folgendes
Polynoms berechnen:

Fr(z) = 472 — 4.
Seine Wurzeln sind a = 1,a = —1. Wihlen wir a = 1 aus, so dass
3 1
s = x2(1+s)
1
sho= x7 (1452)
= xi (1+52).
Ersetzen wir s durch s:
s = x2 (1 +x%(1 +52)> .

Wenn wir x; = x% und y; = xp(1 + ;) einsetzen erhalten wir:

hy) = x5 <X%,X2(1+)’2))-

Schritt 2

Nun reicht es, wenn wir den Schritt (2.a) darstellen. Dann erhalten wir s> = 0 und so:

[
Il
=
M
~~
—
+
=
IS
~—

3 7
= X2 4x4.

Falls s eine y-Wurzel von f ist, sind alle Konjugierten von s auch y-Wurzeln. Da A(N(f)) = 4, dann
erhalten wir vier Einheitswurzeln, ndmlich € =1, & = —1, &3 =i und & = —i. Dann sind folgende Reihen
y-Wurzeln von f:

* g (

* Og(s) = (

o Oy (s) = (i)0x? + (i) xF = —xf —ix4,
« Og,(5) = (—i)

Die Polydromieordnungen steigen nicht immer ein, d.h., s = s e C((x)).
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Lemma 3.8
Es existiert ein iy € Z so dass n; = 1 falls i > i.

Korollar 3.2
Sei f € C|[x,y]]. Die Reihen s, die von dem an f angewandte Newton-Puiseux Algorithmus folgen, sind
Puiseux Reihen und tatséichlich y-Wurzeln von f, d.h., f(x,s) = 0.

Satz 3.1 (Puiseux)
Falls f € C|[x,y]] und A(N(f)) > 0, dann gibt es eine Puiseux Reihe s, welche eine y-Wurzel von f ist, d.h.

flx,s(x))=0.
Drei Folgerungen aus dem Satz sind:

* Fiirjedes f € C[[x,y]] existieren Puiseux Entwicklungen s1, ..., s, m > 0, so dass f zerfillt
einzig als
f = uxrgsl e s

wobei r eine nicht negative ganze Zahl ist, u € C|[x,y]] ist eine Einheit und g; = HL(SI) (y—

s'), mit s' eine Konjugierte s.
o C[[x,y]] ist faktoriell.

» WeierstraBscher Vorbereitungssatz: Wenn f(x,y) regulér in y mit der Ordnung n (i.e.,
o(f(0,y)) = n) ist, dann existiert eine Einheit u € C[[x,y]] und ein WeierstraBpolynom
g(x,y) so dass f = ug. Zur Erinnerung: eine WeierstraBpolynom g(x,y) vom Grad n ist ein
Polynom in C[[x]][y] in der Gestalt von

g, y) ="+ a1 (x)y" "+ 4ao(x),

mit a;(x) € C[[x]] und @;(0) = 0 fiir i < n.

Bemerkung 3.1 (Konvergenz von y-Wurzeln)
Wenn f € C{x,y} konvergent ist, dann sind dies auch alle y-Wurzeln von f. Wir kdnnen also alle vorherigen
Resultate bei dem Fall von konvergenten Potenzreihen anwenden.






4 Puiseux Parametrisierungen

Definition 4.1
Eine Parametrisierung (x(¢),y(¢)) heiBt eine Puiseux-Parametrisierung wenn sie die Form

x(r) = 1"

at™ +am+1t’”+l -

~

—~
~

—

mit a # 0 hat.

Diese Art von Parametrisierungen kann mit dem Newton-Puiseux Algorithmus erhalten wer-
den. Wenn eine y-Wurzel von f folgende Gestalt hat:

s(x) = Z aixﬁ

i>m

dann gibt es eine Puiseux Parametrisierung der Gestalt

x(t) = 1"
y = Z ait’
i>m

Definition 4.2
Sei s € C{(x)), v = v(s) die Polidromieordnung von s.

gi= [T =oce() e ((x")) b

ev=1

Proposition 4.1
1. g5 € C[[x]]y]-

2. sisteine y-Wurzel von f genau dann, wenn g teilt f in C[[x,y]].
3. g istirreduzibel in C[[x,y]].
Satz 4.1
Sei f € C[[x,y]].
1. Es gibt Puiseuxreihen sy,...,8y,, m > 0 und r > 0 so dass f = ux"g;, -...- g5, mit u eine Einheit in
Cllxy]I-
2. diese Zerlegung ist eindeutig bestimmt.

3. h(N(f))=v(s1)+...+ V(sy) und die y-Wurzel von f sind genau sy, ..., sy, und ihre Konjugierte.

Beweis. (1) und (3) werden durch Induktion nach #(N(f)) bewiesen. Wenn (N (f)) = 0 dann
f =ux" und es gibt keine y-Wurzeln. Wenn A(N(f) = h > 0, dann existiert eine y-Wurzel s|. Dar-
aus folgt, dass gy, | £in C[[x,y]] und f = g,, - f1. Dann ist es h(N(f)) = h(N(gs,)) +h(N(fi)) =
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Vs, +h(N(f1)) und s0 g = [T v(s)_; (v —Ge(s1)) und so h(N(f1)) < h. Wir wenden die Induktion
an und sind am Ende angelangt. Was (2) betrifft, sind die Polynome, die mit Wurzeln assoziier-
ten Polynome und r ist das GroBte mit x” | f. Dariiber hinaus hingt r nicht von der Zerlegung
ab. Wenn g; als ein Faktor in einer zweiten Zerlegung erscheint, dann ist s eine y-Wurzel von f
und dann ist s eine Konjugierte einer Reihe s; (nach (1)). Daraus folgt, dass g, = gs; und danach
reicht es, beide Seiten bei g, dividieren und Induktion iiber m anwenden. O

Korollar 4.1
Der Ring C[[x,y]] ist faktoriell, da f = ux"g;, - ... g, die Zerlegung in irreduziblen Faktoren von f in
C[[x,y]] ist.

Korollar 4.2
Sei f € Cl[x,y]]. Man kann f formulieren als eine einzige Zerlegung

:N

f=ux[[6=2)

14

wobei die z; Puiseuxreihen sind, r € Z,r > 0 und u € C[[x,y]] eine Einheit ist. Auerdem [ = h(N(f)) und
die z; sind y-Wurzeln von f.

Beweis.Die Existenz ist klar. Angenommen, dass

:N

l/
D)y (R I § ()
i=1

=1

Nach der oben genannten Proposition folgt, dass » = #/. Klar ist auch, dass die Menge aller
y-Wurzeln von f gleich sowohl {z j}lj=1 als auch {z j}§=1 ist. Wenn A(N(f)) = 0, dann ist die
Eindeutigkeit klar (denn es gibt keine y-Wurzel). Wenn A(N(f)) > 0, sei s eine y-Wurzel von f.
Da alle Konjugierten von s y-Wurzeln von f sind, erscheinen alle davon zwischen den z;, und
auch zwischen den z;. AuBerdem g; | f in C[[x,y]], und so kann man durch g dividieren. Dann

wenden wir Induktion iiber 2(N(f)) an, Induktionsaussage zu é angewandt. PP

Achtung! Diese Zerlegung liegt in C((x))[y]. Die Zerlegung f = ux"gs, -...- g, liegtin C[[x,y]].

Definition 4.3
Sei f € C|[x,y]] (oder auch f € Clx,y]).
1. Eine Parametrisierung von f (um (0,0) zentriert) ist ein Paar formaler Reihen x(¢),y(z) € C[[¢]] mit:
i) (x(t), (1)) # (0,0)
ii) ord,(x(z)) > 0 und ord,(y(t)) > 0
i) f(x(r),y(t)) =0.
2. Zwei Parametrisierungen (x,y) und (X,y) von f heiBen dquivalent, wenn es eine Reihe a(r) € C[[f]]
mit ordix(r) = 1 gibt, mit x(¢) = x(e(z)) und y(r) = y(a(2)).

Warum ord;(a(r)) = 1 ? Das entspricht der Idee, dass o ein Diffeomorphismus in einer offenen
Menge von C, die 0 enthilt, sein muss. Man hat also:

o(r) :a11+a212—|—...



29

wobei a; = a’(0) # 0. Man kann auch beweisen, dass wenn ord;(o(¢)) = 1, dann existiert §(z) €
C[[¢]] mit ord;(B(¢)) = 1, so dass a(B(¢)) = ¢, und die Beziehung “4quivalent sein- ist eine Aquiva-
lenzbeziehung.

3. Eine Parametrisierung heifit reduzibel, wenn sie dquivalent zu einer Parametrisierung x(z), y(r) ist, so
dass x(t),y(¢) € C[[t?]] mit ¢ > 2. Sonst heiBt sie irreduzibel. Zum Beispiel ist die Parametrisierung
x(t) = 1%,y(t) = 1> +1* reduzibel in C[[t]] (aber auch alle ihre iquivalenten Parametrisierungen!)

Satz 4.2
1. Sei (x(¢),y(¢)) eine Parametrisierung mit x(¢) # 0. Dann ist sie dquivalent zu einer der Art x(¢) =
", y(¢) =Y a;r". Sie heiBen “Puiseux Parametrisierungen".

2. Eine Puiseux Parametrisierung x(t) = 1", 5(¢) = ¥, a;t' ist irreduzibel genau dann, wenn ggT{n, {i |
ai #0}} =1.

3. Eine irreduzible Parametrisierung mit x(r) = 0 ist dquivalent zu x(r) = 0,y(¢) =¢.

4. Zwei Puiseux Parametrisierungen X(r) = ",y(t) = L ait', X(1) = " 5(t) = Y,;a;t" sind dquivalent
genau dann, wenn n =n’ und ¥;d;t' = ¥, a;€'t', wobei £" = 1.

Beweis.

1.) Da x(t) # 0, dann x(¢) = #"(¢) mit $(0) # 0 (also B ist eine Einheit) und n = ord, (x(¢)).
Daraus folgt, es existiert 8(¢), so dass (B(¢))" = B(¢) (denn C hat Charakteristik 0) und man
kann schreiben

x(0) = (t-B)" = (v(0))"
mit ord,(y(¢)) = 1. Dann existiert ein o(¢) mit ord,(ot(¢)) = 1 so dass y(a(r)) = z. Man kann
also schreiben x(¢) = x(a(t)) = (y(a(t)))* =" und y(t) = y(a(t)) = ¥, a;t'.

2.) Sei x(¢) = 1",y(t) = ¥;a;t' eine Puiseux Parametrisierung. Angenommen, dass ein g € Z
existiert, so dass g | n und g | i fiir alle i mit a; # 0, dann erhalten wir

x(r) = (19)
¥() = L ath)

Wenn die Parametrisierung (x(¢),y(¢)) reduzibel ist, dann muss ¢ = 1 sein. Umgekehrt, angenom-
men, es existiert ein a(r) so dass x(a(z)),y(a(z)) € C[[t?]], mit ¢ > 2 (i.e., die Parametrisierung
ist reduzibel). Dann kann man schreiben

ot)=t-aft)
wobei & (t) = o+ (1) + ... mit oy # 0.

 Der Ausdruck
x(a(t)) = (a(r)" =t"(op+ ot +...)"
gehort zu CJ[[#4]] genau dann, wenn alle Exponenten Vielfache von ¢ sind; d.h., g | n. Au-

Berdem (ot + it +...)" € C[[t7]]. Daraus folgt, dass

oo+ out+ ... € C[[t?]] 4.1)
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¢ Ebenfalls erhalten wir

y(a(t)) = Zaia(t)i = Zaiti(OC() +aogr+...) e C[[1]].
’ ’ eClj]

Daraus folgt, dass:
wenna; 20 = ¢q|i. 4.2)

Beweis von 4.1: Durch Widerspruch. Wenn das nicht gilt, existiert ein s Minimum mit o # 0
und ¢ { s. Wie sieht dann der Koeffizient von #* in ( o9 +0;f+...)" aus? Er muss geich 0 sein,
——
#0
denn s ist kein Vielfach von ¢ und die Exponenten der Koeffizienten von (ap + otz +...)" sind
alle Vielfache von g. Also:

0=1¢'= Z (X,‘]'...-(XinZ(*)

i1 +...+ip=s

Es geht nun darum, alle moglichen Summen i; + ...+ i, = s zu betrachten. Nach einer Bestiiti-
gung kann man herausfinden, dass nocé"1 o das einzige Element ist, und keins mehr (sie wiirden
kleineren Elementen entsprechen). Fiir alle j i; # s, also i; < s und ¢ | i, dann ¢ | s gilt nicht.
Wir erhalten:

(%) = noy ' .

Da o # 0, o; # 0 und n # 0, aber die Charakteristik von C gleich 0 ist, finden wir einen Wider-
spruch. Also o+ it + ... € C[[t]].

Beweis von 4.2. Durch Widerspruch. Sei s der Minimumwert so dass a; # 0 und ¢ { s. Dann
gilt: ' A A A
y(a) =Y at' (o +our+...) =Y ait' (e +aut +...)".

i<s i>s

€C[[r]]

Der einzige Term davon im Grad s ist a,0, und muss O sein. Als in der Beweis von 6.1, finden
wir einen Widerspruch.

Folglich erhalten wir, dass ggT {n,{i| a; #0}} > 1.

3.) Aus y(t) # 0 folgt, dass ein o(f) mit der Eigenschaft y(o(¢)) = ¢" existiert. Es gilt aber
auch, dass x(o(¢)) = 0. Man hat eine Parametrisierung dquivalent zu x(¢) = 0,y(¢) = #". Sie ist
irreduzible und nach (2) ist n = 1. Also gilt X(r) = 0 und y(¢) = 1.

4.) Angenommen, dass x(t) = 1", y(t) = ¥;a;' und X(r) = " und (1) = a;t' dquivalente Para-
metrisierungen sind. Daraus folgt, dass o (¢) = to(¢) mit & # 0 und ord, (a(¢)) = 1 existiert, so
dass X(¢) = x(a(¢)). Das heifit:

" =at) =t"(a))"

mit & # 0. Daraus folgt, dass n =" und (¢(¢))" = 1, und bei unbestimmten Koeffizienten kann
man zeigen, dass a(r) =e € Cmite"=1. O
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Satz 4.3
Sei f=u-u"-gs ... gs, €Cl[x,y]]. Daraus folgt:

1. Eine irreduzible Parametrisierung mit x(#) = O ist eine Parametrisierung von f genau dann, wenn
r>0.

2. Eine Parametrisierung x(¢) = 1", y(t) = ¥;a;t' ist eine Parametrisierung von f genau dann, wenn
s=Y,; ajxneine y-Wurzel von f ist. AuBerdem ist sie irreduzibel genau dann, wenn n = v (s).

3. Esexistiert eine 1 zu 1 Beziehung zwischen der Menge aller Klassen von irreduziblen Parametrisie-
rungen (modulo “Aqtivalenz") mit x(¢) # 0 und {gs, ..., gs, }-

Bemerkung. Sei {x,y} eine Parametrisierung von f. Alle dquivalenten Parametrisierungen sind
auch Parametrisierungen von f: f(x(r),y(t)) =0 = f(x(o(r)),y(e(z))) =0.
Beweis.

1.) (x(¢) = 0,y(z) = ¢) ist auch eine Parametrisierung von f, also f(0,#) =0 und x | f.

2.) (x(t) =1",y(t) = ¥, a;t') ist eine Parametrisierung von f genau dann, wenn f (", Y, a;t') =
0, d.h., genau wenn f (x, Y a,-xﬁ) = 0. Die Parametrisierung ist irreduzibel genau dann, wenn
ggT(n,i) = 1, also wenn die Polidromieordnung V(Ziaixﬁ) =n.

3.) Sei die Menge aller Parametrisierungen mit x # 0 modulo die Relation “dquivalent zu sein".
Zwei Elemente [(¢",Y;a;t')], [(¢",X;ait’)] gleichen sich genau dann, wenn @; = a;¢;, mit £" = 1.
Die Klasse [(#",Y; a;t')] entspricht einer Reihe ¥ a;x#, und die Klasse [(¢",Y;@;t')] entspricht der

Reihe ) .
PO .0
Zaixﬁ = Zaié"xﬁ = 0¢(s).

Beide haben dassselbe g;. Dann gilt die Beziehung:

[(tnv Zaiti)] — &s

mit s = Za;xﬁ. Umgekehrt gilt auch, fiir s =Y; aixn und n = v(s):

(", L)) ¢— g.

O
Definition 4.4
Sei f € C[[x,y]]. Jede irreduzible Komponente von f in C[[x,y]] heiBt ein Zweig von f in (0,0).
Sei f=u-x"-gg ... g, Die Zweige von f in (0,0) sind x wenn r > 0 (dem entspricht eine
Parametrisierung x = 0,y =1¢), und gy, ,..., &g, Mit s; =Y ;¢ aijx’TJ', nj=v(s;) (und jedem g;;

entspricht irreduzible Parametrisierungen der Gestalt x ="/, y =Y ;- o a; jti fir 1 <j<m).

. m m+1 . . . . .
Sei s = auxn +apyy1x n +... eine Puiseux Reihe mit @, # 0 und 2+ > 0. Sei n = v(s). Man

kann schreiben
g =[] —o0e(s)) € ClIH][y).

=1
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Satz 4.4
Sei a = ap, d = ggT(m,n), m’ =% und ' = 3. Dann:

o d
8s = (y” 4 xm) + Z Aaﬁxayﬁ.
na+mf>nm

Bemerkung. Die Terme niedrigsten Grades von g; liegen in der Monomie (y"/ — a”lx’"/)d .

Bemerkung. Ein Monom von (y* —a"” x™ )¢ hat die Gestalt

d UV
Bty 4
Wenn o = im’ und § = n'(d —i) gilt:

na+mpB = im'n+n'(d—iym=din'm' +dn'm' (d — i) = d*m'n’ = mn.
Also, wenn g; = Zw+m32nmAaﬁx°‘yﬁ, dann ist es:

0 =d ) = Y Agpx®P

no-+mpB=nm

Beweis. Die y-Wurzeln von g; sind s und ihre Konjugierten. Alle diese haben der}selben Expo-
nent, denn N(gy) besteht aus einer einzigen Strecke I', mit der Steigung —7- = — ;. Also:

g= J] O-0ce(s)=y"+a(x)y" " +...

n—Faktoren

wobei a; (x) = — Y 0g(s). Dass heiBt, in N(g;) erscheint (0,n). Und da auch gilt

an(x) = (—1)" [ 0e(s) = (—1)" [ [(aglx +...) = (= 1) ([T &"" + ..

daraus folgt, dass (m,0) auch in N(gs) erscheint.
Wir haben schon gesehen, dass man g; wie folgt schreiben kann:

8s = Z Aaﬁxayﬁ + Sumna+m[3>nmAaﬁxayﬁ .

na+mpB=nm

Das mit I" asoziierte Polynom F-(z) = A, oncyﬁ hat der Gestalt:
Fr(z) =[] (z—ag)! =
e =1

Definition 4.5
Sei f = ):Aaﬁx‘xyﬁ € C[[x,y]]. Angenommen, dass f # 0, dann

mo,0)(f) = ord(f) = min{a + B [Agpg # 0}
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Proposition 4.2
1. Wenn n > m, daraus folgt dass mq o) (gs) = m und die einzige Tangente ist x = 0.

2. Wenn n < m, daraus folgt dass m g )(gs) = n und die einzige Tangente ist y = 0.

3. Wenn n = m, daraus folgt dass mg ) (gs) = m = n und die einzige Tangente ist y —ax = 0.

Beweis. Wir haben gesehen:

8 = Z Aaﬁxayﬁ + Z Aaﬁxayﬁ

no+mP=nm no+mp>nm
= (" HaW)T Y Agpx®F
no-+mp>nm
Wir betrachten den ersten Term. Falls n > m folgt, dass nm = not +mf < n(a + ) wenn
B # 0 und folglich gilt @ + B > m. Wenn 8 = 0, dann ist nm = na und so & = m. Daraus folgt:
oa+pB >m, wennf #0 4.3)
o+B=m, wennf=0. ’
Es ist klar, dass
min{a+f [Aqp # 0} =m
und es gibt ein einziges Monom vom Grad m, dem der Scheitel (m,0) des Newton Polygons
entspricht. Die Tangente ist also x = 0.

Falls n < m haben wir zwei Moglichkeiten: Entweder ist & # 0 (und Ayg # 0) und dann
nm<no+mP <m(a+p),

also
n<(a+p)= deg(x“—i—yﬁ);
oder ist & = 0 und dann
nm < na+mf =mp,

also § = degxo‘yﬁ > n. Es gibt dann doch Monomen, die dem Grad n entsprechen, und zwar
nur eins: In g gibt es y" (entsprechender Term dem Scheitel (0,7). Man hat also m(q o) (gs) = 1.
Dariiber hinaus wird Grad » nur in y" erreicht, dann gibt es nur eine einzige Tangente mit der
Gleichung y = 0.

Falls n = m, gilt noc +mf = n(a+ B) = m(oc+ B) und dann:
« Wenn nm < not+mp = n(a+ B), daraus folgt m < o+ B = degx® + y5.
» Wenn nm = not +mf = n(o+ B), daraus folgt m = o + B = degx® +yP.

Also m,0) (gs) = m = n und die Monomen vom Grad m (oder n) sind die Monomen von I', d.h.,

die Monomen mit no + mf = nm, d.h., diese Monomen, die in (y”/ — a”lxml) erscheinen. Da in
diesem Fall gilt n’ = m’ = 1 und d = n = m, daraus folgt, dass

0" —a" ") = (y— ax)"

und die einzige Tangente hat zwar die Gleichung y —ax = 0. PP
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Korollar 4.3
1. Wenn die Steigung von I kleiner als —1 ist, dann m ) (gs) = m und die Tagente ist x = 0.

2. Wenn die Steigung von I" grofer als —1 ist, dann m g ) (gs) = n und die Tagente ist y = 0.
3. Wenn die Steigung von I" gleich —1 ist, dann mg 9 (gs) = m = n und die Tagente ist y — ax = 0.

Proposition 4.3

Sei f € C[[x,y]]. Jede Strecke des Newton Polygons N(f) mit einer Steigung grosser als —1 (bzw. kleiner
als —1, bzw. glecih —1) liefert mindestens einen Zweig, der Tangent zu der Achse x (bzw. der Achse y, bzw.
keiner Achse) ist.

Beweis. Jede Strecke des Newton Polygons mit einer Steigung — - liefert eine Puiseuxreihe der
Gestalt
m
s=axn +...

Diese Reihen s sind auch tangenten zu den Zweigen g;. Der Satz folgt nun direkt aus dem Ko-
rollar 4.3.PP

Korollar 4.4
Wenn 7 ein irreduzibler Kurvenkeim ist, und eine seiner Puiseuxreihen s hat einen Leitterm ax%, mit n =
v(s), dann ist die Multiplizitit von y

e(y) = min{m,n}.

Das heiBt, e(y) = n = v(s) genau dann, wenn m > n und es gilt:

Korollar 4.5
Ein irreduzibler Keim ¥ ist nicht tangent zur y-Achse genau dann, wenn e(y) der Polydromieordnung seiner
Puiseuxreihe gleicht.

Korollar 4.6
Die Polydromieordnung einer Puiseuxreihe eines irreduziblen Keimes y hiangt nicht von der Wahl des Ko-
ordinatensystems ab, solange die y-Achse nicht tangent zu dem Zweig ist.



S5 Hamburger-Nother Entwicklungen

Seien § eine Fliche, O ein Punkt in S und & ein Kurvenkeim mit lokalem ring O¢. Wir werden
andere algebraische Methode, um die Parametrisierung einer Kurvensingularitdt zu présentie-
ren. Sie ist anwendbar auf beliebige Charakteristik, trotzdem wird C fiir uns immer noch der
Grundkorper sein.

Definition 5.1
Ein Parametrisierungssystem besteht aus zwei formalen Potenzreihen {x,y} mit

in C[[u]], so dass o(x) > 0 und o(y) > 0.

Beispiel 5.1
Sei {y1,y2} ein Erzeugendensystem des maximalen Ideals mg von ﬁg. Jedes y; kann als eine formale
Potenzreihe in einem Unbestimmten ¢ von positiver Ordnung gesehen werden, d.h.:

yi =yi(t), mitord;(y;) >0, i=1,2. (5.1)
Eine solche Menge {y;,y,} ist ein Parametrisierungssystem.

Bemerkung 5.1
Gegebene sei eine Menge wie in (5.1), dann existiert ein Keim, der diese Gleichungen als lokale parametri-
sche Darstellung besitzt. Es geniigt, folgenden Ringhomomorphismus zu betrachten:

fo Cleyll — C[[t]]
X = ()
y = yZ(Z)v

wo der Kernel von f ein Primideal p C C[[x,y]] ist. Der Keim ist also bei dem Quotientenring Ring
Cl[x,»]]/p gegeben.

Betrachten wir ein Parametrisierungssystem {x,y} und nehmen wir an, dass ord, (x) < ord,(y).
Wir wenden sukzessive Divisionen in C[[f]] wie folgt an.

* Dividieren y durch x: %, un nehmen wir den unabhingiger Term von f—( weg, sagen wir
ap,1 € C. Man erhilt eine Reihe y; := )y—c —ap,1, mit ord;(y;) > 0. Daraus folgt y = ag 1x+

Xxy1.

 Dividieren y; durch x: %‘ Es gibt zwei Moglichkeiten:
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i) ord,(y;) > ord;(x) > 0: nehmen wir den unabhingigen Term von y;‘ weg , sagen wir

ap € C. Man bekommt eine Reihe y, := y;‘ — ap 2 mit ord; (y2) > 0. Daraus folgt:

y = ap1x+x(ag2x+xy) = ap,1x+ ag_yzxz +x2ys. (5.2)
i) ord;(y1) < ord,(x): wir unterbrechen den Algorithmus und erhalten
y=aop,1 +ao,2x2 +...

Das ist der Fall ord, (y) = ord,(x).

* Dividieren y, durch x: yf, und wir machen wie oben weiter. Wir haben den Fall ii) nur
wenn ord, (y) = 2 - ord,(x).

Die partielle Reihenentwicklung (5.2) fiir y geht weiter, bis man eine Ausdruck der Gestalt
Yho+1 = 21 erhilt:

y=ap1x+ a072x2 +...+ ao’hoxho +xhoz, (5.3)

mit ord;(z1) > 0, 0 < ord;(z;) < ord;(x). Die Anwendung des Euklidischen Algorithmus er-

moglicht es: ord;(y) = ¢ - ord;(x) +r, 0 < r < ord;(x). In einem solchen Ausdruck merkt man,
dass g = ho und r = ord,(z;). Falls r = 0 gilt Falls ii).

Wenn wir ein solches z; erhalten (und die Entwicklungszeile (5.2), die y entspricht, ist also
komplett), wir setzen das Parametrisierungssystem durch {z;,x}, mit ord, (z;) < ord,(x), und der
Prozess start wieder. Dann hat man eine dnhliche Zeile zu (5.2):

2 h h
x=a1271+...+ainz' +2,'2,

mit 0 < ord,(z2) < ord,(z1) < ord,(x) < ord,(y) (man bemerkt, dass a;; = 0, denn nun gilt
ord,(z1) < ord,(x), d.h., eine strikte Ungleichung). Ansonst wird der Algorithmus gestoppt.

Dieser Prozess geht weiter, bis der Erscheinung eines Zeile der Art (5.3). Er stoppt nach end-
lich viele Schritte (d.h., nach endlich viele Zeilen der Art (5.3)), denn die Sequenz ord,(z j) fallt
ab, und sie sind alle positive ganze Zahlen.

Man erhilt also eine Menge von Gelichungen (D):

y = a0,1x+ao,2x2+...+a0,h0xh0 —l—xhozl
h h
X = apd4aizit..tand' +4'n
2 3 h—1 | M1
Zr—2 = Gr-12Z_tar—13%_+. a3, 7,0 2
2
Ir—1 = ap2%; +...
where
*aj;c C

» z; € C[[f]], 1 <ords(z) < ... <ords(z1) < ords(x) < ord(y)
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* aj1 =0, denn ord;(zj—1) > ord;(z;), for 1 < j <r.

Definition 5.2
Eine Parametrisierung von Ausdriicken der Gestalt (D) heif3t eine Hamburger-Nothersche Entwicklung
fiir das System {x,y}.

Bemerkung 5.2
(a) Mann kann (D) in einem geschlossenen Weg beschreiben, mit Hilfe der Gleichung

. h:
1
Zj-1= E ajiZj+ijZj+1
1

zusammen mit den verniinftigen Einschrinkungen auf j und aj; und mit der Setzung zo = x,z_1 = y.

(b) Eine Hamburger-Néthersche Entwicklung fiir {x,y} gibt eine parametrische Darstellung eines Kur-
venkeimes, mit der Parameter z,-:
x=x(zr)
y=y(z).
Proposition 5.1

Die Hamburger-Néthersche Entwicklung eines Systems {x,y} mit ord; (x) < ord,(y) ist durch die folgenden
Bedingungen eindeutig bestimmt:

L. aj; €C.
2. zj e C[fr]].
3. 1<ord(z,) < ... < ords(z1) < ord;(x).

Insbesondere hingt die Entwicklung nur von dem System (und von dem auf ihn fixierten Element) ab, wenn
ord, (x) = ord;(y); sie hiingt aber von dem lokalen Parameter 7 nicht ab.

Beweis.
Sei (D) eine Hamburger-Nothersche Entwicklung. Man definiert die mit (D) asoziierte Zahl
L((D)) :=ho+hy + ...+ h,_,. Fir jedes System {x,y} setzt man:

L({x,y}) :=min{L((D)) | (D) ist eine Entwicklung fuer {x,y}}.

Wir wollen den Satz durch Induktion iiber L({x,y}) beweisen.

Ersten, falls L({x,y}) = 0, dann existiert irgendwelche Entwicklung (D) fiir {x,y} von der Art
y=ap1x+ a072x2 + .... Fiir eine andere Entwicklung (D') gilt eine der folgenden Statements:

(A) y= a(’)!1x+a672x2 +... +a6’hxh +xz1,1 < ord,(z1) < ord, (x).
B) y= a6,]x+a6’2x2 +...
Im Fall (A), wenn man substraihert (D) — (D'), hat man der Gleichung:

h
Z a()]faol X = (Zaﬂ) —xz.

i=1 i>h
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Das ist aber ein Widerspruch, denn beide Seiten der Gleichung sind Reihen in # mit verschiedenen
Ordnungen.

Im Fall (B), wenn g die Erste ganze Zahl mit ag ; # a67 q bezeichnet, dann gilt

Y (a0 —ap)x' =0

i>q
dass ein Widerspruch ist.

Sei nun {x,y} ein Parameterssystem so dass L({x,y}) = N > 0, und nehmen wir an, dass die
Aussage fiir jedes System mit L({x',y'}) < N gilt. Wir mdchten zeigen, dass sie fiir das System
{x,y} auch gilt.

Betrachten wir eine Entwicklung (D) fiir {x,y} mit L((D)) = N und sei (D') eine andere
Entwicklung fiir {x,y}. Das bedeutet, dass ag,; = a{)_’l, nur mit dem Vergleich 2 = ag 1 +ap2x +

S .
ctag T X T e L =) +afox+ .+ ag T+ X7 Es gilt:

_ 1 S
= ao,M)x—(y ao,ﬂ)x—yl-

Das System {x,y; } hat tatsiichlich zwei Entwicklungen (D) und (D), wenn man der erste Term
weg nimmt. Man wird sehen: L((D;)) = L((D)) — 1 =N — 1. Es gilt y = ag 1x + ag2x* + ... +
ao,hxh +x"z1, und so L((D)) = h,_1 + ...+ hy + h. Auf der anderen Seite , da xy; =y — ap,1x =
y—ap X = xy}, daraus folgt, dass

_y—aoix _y

L = @01 =—ao1+aortaoaxt. ot ag T

V1

und so L((D1)) =hy—1+...+h1+h—1.Es giltalso L((D;)) = L((D)) — 1.

Denn L((D;)) = L((D)) —1 =N —1 < N, wendet man die Induktionsvoraussetzung and und
erhilt man, dass (D) = (D)). Daag| = aj,,, daraus folgt, dass (D) = (D'). PP
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6.1 Auflosung von Singularitiiten

Definition 6.1
Die Aufblasung BlyC? von C? auf (0,0) ist die folgende Untermenge von C? x ]P’}C:

BlyC? := {(p,) | p € £}

wobei p ein Punkt von C? ist, und £ eine Gerade, die durch den Ursprung geht.

Es gibt eine natiirliche Abbildung 7 : BlyC? — C? so dass (p,¢) — p. Jene heifit die Aufbla-
sungsabbildung von (0,0) € C2.

Bemerkung 6.1
Die Aufblasung trennt die verschiedenen Geraden, die durch den Ursprung gehen.

Definition 6.2
Das Urbild E := 771((0,0)) € BloC? heift der Ausnahmedivisor von 7.

Sei {x,y} ein Koordinatensystem in (0, 0). Seien (u : v) homogene Koordinaten der projektiven
Gerade PL. Nach der Definition von BlC?:

(x,y) € <= (x,y) € L(u,v), L € C\ {0} <> xv = yu.

Dann BIoC? = {(x,y,u:v) | xv—yu =0} C C?> x PL..

Bemerkung 6.2
Man kann BlyC? mit zwei Karten bedecken. Wenn PL=UUU, mitUy = {(1:v) €PL} und U = {(u:
1) € PL}, dann haben wir die erste Karte:

Blo(Czﬂ((C2 xUp) ={(x,xv,1:v) | x,yeC} = Cc?
mit Koordinaten (x,v), und die zweite Karte:

BloC> N (C% x Uy) = {(yu,y,u: 1) | yu € C} = C?
mit Koordinaten (y, u).

Definition 6.3

Sei & = & ein Kurvenkeim von 0. Der Abschluss &1 von £=1 (& \ {0}) heift die strikte Transformierte
von &. Auch bezeichnen wir als (1) den Kurvenkeim (&(1), p), wobei p der Schnittpunkt von &(1) und E
ist. Das Urbild 7! (&) heiBt die totale Transformierte von &.
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Von nun an betrachten wir die strikten Transformierten von singuldren Kurvenkeimen. Wir
werden immer eine Karte von BloC? auswihlen, die alle Schnitt- punkte mit dem Ausnahmedi-
visor enthilt.

Definition 6.4
Sei € ein irreduzibler singuldrer Kurvenkeim. Betrachten wir die folgende Sequenz von Aufblasungen:

X B X B X B X D Xy =&

mit X; := BlyC2, X; die Aufblasung eines singuliren Punktes p;_; € X;_;, E() := (m 0...0m;)~1((0,0))
und die strikte Transformierte & (¥) als der Abschluss von (7 0...o ;)1 (£\ {0}). Als () bezeichnen wir
auch den Keim (£() p;), wobei p; der Schnittpunkt von & () und E() ist. Die Komposition 7 := mj o...om
der 0.g. Aufblasungen heiBt eine Standardauflésung von & wenn: entweder der Keim & glatt istund k = 0,
oder fiir i = 2,...,k gilt, entweder

1. é“’l) C X;_1 hat einen singuldren Punkt, und ; ist die Aufblasung von X;_; in diesem Punkt; oder

2. é“’l) ist glatt, aber E(=D ynd §<"*1> schneiden sich auf X;_; nicht transversal; oder

3. é“’l) ist glatt, {,‘("*1) und E(—1) schneiden sich transversal aber ’g'("*l) schneidet auch mehr als eine

Komponente von E (i=1),

und auflerdem ist der Keim §<k) glatt, é(k) und E® schneiden sich transversal und é(k) schneidet nur
eine einzige Komponente von E ),

Satz 6.1
Sei & ein irreduzibler singulirer Kurvenkeim. Dann existiert immer eine Standardauflésung von &.

6.2 Invarianten von Singularititen

Wir interessieren uns fiir eine topologische Klassifikation der Kurvenkeime, d.h., wir mochten
qualitative lokale Eigenschaften von solchen Keimen (bis zum topologischen Aquivalenz) be-
stimmen.

Definition 6.5

Seien &y, &) zwei Kurvenkeime in O definiert. Der Keim &y heiBt ropologisch dquivalent zu &, (und man
wird als 5(’) ~1op bezeichnet) wenn existieren:

* offene Umgebungen U,V von 0

¢ ein Homeomorphismus ¥ : U — V

* Reprisentanten &; und &{ von & bzw. &|
sodass W (& NU) =& NV.
Definition 6.6

Eine topologische Invariante ist eine Abbildung i von der Menge aller Kurvenkeime in 0 zu einer Menge
M (normalerweise gleich Z):

i:{&:f=0]feC[xy]\Ct —M
so dass
i(Go:f=0)=i(:4=0)
jedesmal wenn &y ~op &o.

Beispiele von Invarianten sind die Wertehalbgruppe, die charakteristischen Exponenten und
die Poincaréreihe.
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6.3 Charakteristische Exponenten

Seis =Y. ajx% eine Puiseuxreihe. Angenommen, dass v(s) = n, d.h., n und die Menge {i €
N | a; # 0} haben keine gemeinsamen Faktoren.

Wir definieren eine endliche Menge von rationalen Zahlen %, e, m7", die sogenannten cha-
rakteristischen Exponenten, wie folgt.

’"7‘ ist der erste nicht ganze Exponent, der wirklich in s erscheint; und, fiir alle i, ’”7’ ist der
erste Exponent, der wirklich in s erscheint, und kann nicht zum kleinsten gemeinsamen Nenner

von %, U % eingeschrinkt werden. Mit anderen Worten:
my =min{j|a;#0und j ¢ (n)}
und induktionsweise, wenn n'~! = ggT(n,my,...,m;_1) # 1,

m; =min{j|a; #0und j ¢ (n"")}.

Da n = v(s), daraus folgt, dass existiert ein k so dass nF = 1. Dann ist die Menge von charakte-
ristischen Exponenten endlich:
ny ny
{ m } '

Bemerkung. Die Menge aller characteristiken Exponenten von einer ganzer Reihe (n = 1) ist
leer.

Nach der Definition von ,,charakteristischen Exponenten” kann man die Reihe s wie folgt
geschrieben werden:

I I I I
s = Z ajxn + Z ajxn +...+ Z ajxn + Z ajxn 6.1)
JEm)1<j<m Je(nymi<j<my JEM N ymy g < j<my Jzmy
wobei alle Koeffizienten a,,, # 0. Dann konnen die Ordnungen von der Differenzen zwischen s
und ihren Konjugierten einfach berechnet werden:
Proposition 6.1
Fiir jede n-te Einheitswurzel € # 1, gibt es ein i < k mit ord, (s — og(s)) > ZL.
Bemerkung. Die Anzahl von Konjugierten von s mit
m:
ord,(s — 0g(s)) = —
n

ist genau n'~! —n'.

Definition 6.7
Sei & ein irreduzibler Kurvenkeim. Sei x(¢) = 1",y(t) = ¥.;>,, a;jt' mit n > m eine Puiseux Parametrisierung
von &y. Setzen wir ko := n und, fiir jedes v > 1

ky :=min{i | a; # 0, ggT(i,ko,. .., ky_1) < ggT(ko,...,ky_1)}.

Die Elemente der Menge {ko,k,...,kg} heillen die charakteristische Exponenten des Keimes.
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Bemerkung.
o ko <ki <k <...<k.

* Dac(&)) < oo, dann ist es ggT(ko, ..., k;) = 1. Daraus folgt, dass g < eo.

6.4 Wertehalbgruppe

Definition 6.8
Sei Og, = C[[x,y]]/(f) der lokale Ring von & auf 0. Die mit & asoziierte Wertehalbgruppe ist die Menge

I =T(&) = {v(e) [ g € 05,8 #0}.
Diese ist aber auch:

(&) = {ord:(g(x(t),y(t)) | g€ C[[t],g # 0}
= {[50 - o] | &o Keim von irred. Kurve von g € @50}

Korollar 6.1
Der Fiihrer von T'(&p) ist
f=1(&):=min{fa el |a+nel'VneN}

Die Wertehalbgruppe I' hei3t symmetrisch, genau dann, wenn fiir z € Z gilt
f-l—zel<z¢T.

Das minimale Erzeugersystem von I" ist die endliche Menge {i,...,B,} so dass
* Bo:=min{a €T |a+#0}

* Bv:={acl'|ggl(a,Po,-..,Bv-1)} < geT(Po,. .., Bv-1) fiir jedes v > 1.

Proposition 6.2
Die Verbindung zwischen dem minimalen Erzeugersystem von I" und den charakteristischen Exponenten
lautet wie folgt:

@ ko = Po.
(ii) Von den B’s bis zu den k’s: fiir 1 <i < g gilt

gy (i) Y g
ki = B; ]Zl< ggT(Bo,---.B;j) 1) Bj-

(iii) Von den k’s bis zu den B’s: fiir 1 <i < g gilt

i1
Bi=ki+)

J=1

<ggT(ko,...,k,-_1> ggT(ko,...,kj>)_k_
ggT(k()v---vkifl) ggT(kOP'wkifl) !
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Satz 6.2
Fiir jedes o € I existiert eine einzige Zerlegung

(X:(X()B0+(X1ﬁl+4..+agﬁg

; - 22T(Bo,-Bi1)
mit o > 0und 0 < o < eeTBo. o f)

Proposition 6.3
Sei S die Wertehalbgruppe einer Kurve.

1. Wenn u eine Einheit ist, dann y(u) = (0,...,0) € S.
2. Fira=(ay,...,a;),b=(b1,...,b;) € S, dann

inf(a,b) = (min(ay,by),...,min(a,,b,)) € S.

3. Fiir a,b € § so dass existiert ein ip € [ = {1,..., r} mit a;, = bj,, dann gibt es ein y € S mit der

Eigenschaft y, > min{ay, by} fiir alle k € I und y; = min{a;,b;} wenn a; # b; und y;, > a;, = b;,.
4. Es existiert das Minimum fiir die Menge S\ {0}.
5. Die Wertehalbgruppe S besitzt einen Fiihrer.

6.5 Die Poincaréreihe

Sei &p @ f = 0 ein Keim irreduzibler Kurve. Sei (x(7),y(¢)) eine Parametrisierung von &¢. Fiir
jedes g € C{x,y} gilt:

g (x(1),y(t)) = a-t"+ Terme groessere Ordnung , a # 0.

Setzen wir v(g) := v. Falls g (x(¢),y(¢)) = 0 setzen wir auch v(g) := oo.
Betrachten wir den lokalen Ring & = C{x,y}/(f). Fiir jedes n € Z definiert man:

J(n):={g€ O |v(g) = n}.

Diese Menge ist ein Ideal des Ringes &. Die Ideale J(n) definieren eine Filtrierung des Ringes
O, denn J(n) D J(n+1) fiir alle n € Z. Man kann also die Quotienten J(n)/J(n+ 1) betrachten.
Sie sind endlich dimensionale Vektorraume iiber C. Ferner:

Lemma 6.1
Die Dimension von J(n)/J(n+ 1) als C-Vektorraum ist entweder gleich 1 wenn n ¢ I'(&p), oder gleich 0
sonst.

Definition 6.9
Sei &p ein Keim irreduzibler Kurve. Man kann folgende Laurent Reihe definieren:

Le, (1) := %:Zdim(c (J(n)/J(n+1))1".

Die mit &y asoziierte Poincaréreihe ist die Reihe:

P, (t):=(t— 1)L§0 (7).
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Proposition 6.4
Die Reihe L, (¢) ist eine rationale Funktion.

Beweis. Sei {Py,...,B,} die minimale Menge von Erzeugern der Halbgruppe I'(§p). Sei N; :=
gedBo.oBit) g | <i < g. Dann gilt:

ng(ﬁ()v*“*ﬁi> ’
L(o) = ) dimc(J(n)/J(n+1))i"= Y rcoboraitotagh
nek >0, 0<a;<N;
= ZtaOﬁO. Z talﬁl,.“, Z tagﬁg: 1 .tNlﬁl_l'.“.tNgﬁg_lz
>0 0<a; <N 0< g <N, 1—th  tBi—1 P 1
_ I (1=
N
O
Beispiel 6.1

Wir betrachten ein Keim mit der Gleichung f(x,y) = (y* —x3)> —4x’y —x7, die eine Puiseux Parametri-
sierung x(r) = 1*,y(r) = 1% +¢7 hat. Die charakteristischen Exponenten sind ko = 4,k; = 6,k» = 7. Die
Wertehalbgruppe ist

T, :=1{0,4,6,8,10,12,13,14,16,17,...}

Das minimale Erzeugersystem besteht aus Sy = 4,8, = 6,8, = 13. Man hat also N| = % =2

_ edBoB) _ gedd6) 2
und Ny = S8 BB = 2edd613) — 1

__ B _
ged(Bo.Br)

= 2. Daraus folgt:

CIR - (a—r)a—i)

MRy -P) (1= (1 —10)(1-113)

Lg, (2)
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