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Vorwort

Gemeinhin hdlt man Mathematik fiir eine Wissenschaft, mit deren Hilfe man et-
was ausrechnen kann. Mit dieser Meinung wird man der Mathematik nicht ge-
recht. Uberspitzt formuliert, kdnnte man sagen, Mathematik sei eine gewisse
Denkstruktur. Das ist natirlich nicht korrekt, kommt aber der Sache wesentlich
naher, wie Sie in den ndchsten Wochen merken werden. Genauer gesagt, iibt die
Beschaftigung mit Mathematik eine analytische Denkstruktur, die in den ndchsten
Jahrzehnten zunehmend an Bedeutung gewinnen wird und die in vielen Bereichen
der Forschung und des téglichen Lebens anwendbar ist.

Das Erlernen einer ungewohnten Denkstruktur ist mit viel Miihe verbunden. Das
Ziel erreicht man nur dann, wenn man bereit ist, viel Zeit in die Beschaftigung mit
und das Nachdenken iber Mathematik zu investieren, sieht man von den wenigen
Uberfliegern einmal ab. Sechs bis acht Stunden iiber die Vorlesung und Ubung
hinaus dirfte dafiir ein Minimum sein!

Sie werden sich fragen, was das mit Ihrem spéteren Berufsziel zu tun hat. SchlieR3-
lich missten ein paar Rechenverfahren fiir das weitere Studium und die spéteren
beruflichen Anforderungen gentigen. Dazu ein paar Bemerkungen. Fir Diplom-
mathematiker, Studenten im Bachelorstudiengang und Mathematiklehrer sollte es
eine Selbstverstandigkeit sein, die fur die Mathematik notige Denkstruktur zu be-
herrschen. Von Fachmathematikern wird analytisches Denken im Berufsleben ge-
fordert und das Berufsfeld des Lehrers geht weit tiber das Abarbeiten von Rah-
menrichtlinien hinaus: Ideal ware, wenn Schiilern in einem Alter mathematische
Denkweisen vermittelt werden kdnnen, in dem sie flir neue Denkprozesse noch
besonders aufnahmeféhig sind.

Kommen wir nun zu den Anwendern von Mathematik: Kognitionswissenschaft-
lern, Physikern und Systemwissenschaftlern. In diesen Bereichen gehen die An-
forderungen an Abstraktionsvermdgen und analytischem Denken sogar noch ein-
en Schritt weiter: Man hat ein konkretes Problem vorliegen, fiir das man in einem
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Abstraktionsschritt zundchst ein mathematisches Modell entwickelt, das man an-
schlieBend mit mathematischen Methoden analysiert, um Prognosen machen zu
kdnnen. Ein ausgezeichneter Tummelplatz, solche Abstraktionsschritte zu tiben,
ist die Mathematik selbst. Ich werde in der Vorlesung wiederholt auf solche Ab-
straktionsschritte eingehen. Sie sollten sich mit diesen Teilen besonders intensiv
beschaftigen, um Fertigkeiten in diesen Bereichen zu erlangen.

Fur alle diejenigen, die noch immer nicht davon Uberzeugt sind, dass die doch
hohen Anforderungen in der Mathematik berechtigt sind, sei ein Beispiel aus der
Statistik angefuihrt: Der Inhalt eines Lagerhauses besteht zu 2/3 aus Wirsten und
1/3 aus Eiern. Ein Hund geht in das Lagerhaus. Als er herauskommt, besteht der
Inhalt zur Halfte aus Wirsten und zur Halfte aus Eiern. Ein Biologe wendet ein
gerade gelerntes statistisches Rezept an und folgert: “Ein Hund legt Eier!”

Fazit: Es genugt nicht, eine mathematische Formel anzuwenden. Man muss sie
verstanden haben!
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Teil |
Vektorraume

Die lineare Algebra entstand aus der Behandlung linearer Gleichungssysteme.

1 Lineare Gleichungssysteme

Eine Grundtechnik der linearen Algebra ist das Ldsen linearer Gleichungssyste-
me. Die Losungsmengen solcher Systeme und ihre Beziehungen zum Ausgangs-
punkt sind Grundbausteine der linearen Algebra. Wir beginnen mit Beispielen.

1.1 Teilebedarfsrechnung Aus Rohstoffen R;, R,, R; werden Zwischenproduk-
te Z,,Z,,Z5 und Endprodukte G,,G, gefertigt. Verkauft werden die Zwischen-
produkte Z, und Z; und beide Endprodukte. Der Betrieb erhalt den Auftrag, 200
Mengeneinheiten (ME) des Gutes G,, 150 ME des Gutes G,, 50 ME des Zwi-
schenproduktes Z; und 70 ME des Zwischenproduktes Z, zu liefern.

Problem: Wie viel ME der Rohstoffe R;, R,, R; werden fiir den Auftrag ben6tigt?

Um dieses Problem zu l6sen, stellt man am besten ein Bedarfsdiagramm auf, auch
GOZINTOGRAPH genannt (s. ndchste Seite). Unser Gozintograph ist folgender-
mafen zu lesen: die einfachen Pfeile geben an, wie viele ME von einem Roh-
stoff bzw. Zwischenprodukt bendtigt werden, um das Produkt an der Pfeilspitze
zu produzieren. Die Doppelpfeile geben den gewiinschten “Output” des Betriebs
an. Bezeichnen wir mit 9,,0,,2,,2,,2;,14,r,,I5 die jeweils bendtigten ME der
Guter G;,G,, Zwischenprodukte Z,,Z,,Z, und Rohstoffe R;, R,, R; erhalten wir
aus dem Gozintographen folgendes Gleichungssystem

g, =200 bestimmt durch den Auftrag
g, =150 bestimmt durch den Auftrag
z, =49,+19,+50 (die 50 fir den Auftrag)
z; =39, +1g9,+70 (die 70 fur den Auftrag)

ry =69, +2z,+ 327,



Fir jeden “Knoten” unseres Diagramms erhalten wir also eine Gleichung.

Es ist Ublich, die Unbekannten auf die linke Seite und die “absoluten” Terme
auf die rechte Seite des Gleichheitszeichen zu schreiben. Wir erhalten somit ein

Gleichungssystem.

1.2
g, =200 I
g, = 150 I
z,—49,—9,=50 i
Z,—=20,=0,-2—2%3=0 Y
2;-39;,—9,=170 Vv
r{—39;—2 —22,—-52;=0 VI
r,—2,—32,—72;=0 VIl
r;—6g9,—2z,-32;=0 VIl

Der besseren Ubersicht halber schreiben wir diese Gleichungen in ein Schema.
Der senkrechte Strich nimmt die Stelle des Gleichheitszeichen ein, tiber dem waa-
gerechten Strich stehen die Unbekannten. AulRerdem ordnen wir Gleichungen und
Unbekannte moglichst geschickt. Wir erhalten folgendes Schema.



1.3

hn f, Is 4 242 Zn 9 O

1 0 o -2 -1 -5 =3 0 0 VI
0 1 o -3 -1 -7 0 0 0 VI
0 0 1 -2 0o -3 0 -6 0 VIl
0 0 0 1 -1 -2 -2 -1 0 v
0 0 0 0 1 0O -4 -1 50 1
0 0 0 0 0 1 -3 -1 70 V
0 0 0 0 0 0 1 0 | 200 |
0 0 0 0 0 0 0 1| 150 |

Dieses Schema ist in OBERER DREIECKSFORM, d.h. in der Diagonalen ste-
hen Werte 1 und unterhalb der Diagonalen nur Werte 0. Ein solches Gleichungs-
system kann man durch SUKZESSIVES EINSETZEN leicht I6sen. Wir lesen,
von unten nach oben arbeitend, sofort ab:

g, = 150

g, = 200

Z; =309, +9,+70=2820

z, = 49, +9,+50 = 1000

Z, =2, +22,+ 29, +9, = 3190
ry = 2z, + 3z;+ 69, = 9740

I, =32,+2 + 723 = 16310

r, = 2z,+z,+ 523+ 39, = 12080

1.4 Leistungsverrechnung in einem System: In jedem Knoten eines Systems
(etwa Abteilungen eines Betriebs) werden Leistungen erbracht. Der Wert einer
Einheit aus dem Knoten A sei x; Geldeinheiten (GE). Zur Aufrechterhaltung des
Betriebs im Knoten sind Primarkosten nétig, wie in den Knoten angegeben. Da-
neben erhélt jeder Knoten von anderen Knoten Leistungen (etwa vernetzte Com-



puter). Die Doppelpfeile geben den Output an.

/40
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Hat ein System n Knoten A und sind die Primérkosten fiir A, gerade b, GE, so
werden

n
i;bi ‘= b, +b,+..., by

GE in das System gesteckt. Ist der Output des Knotens A; (Doppelpfeil) ¢, ME im
Wert von je x; GE, so hat der Gesamtoutput den Wert

n

Unser Problem: Da die Knoten Leistungen austauschen, kennen wir den Wert von
X; nicht!

Seli & die Leistung (in ME), die Knoten Aj an Knoten A, abgibt. In jedem Knoten
ist die Leistungsaufnahme einschlieBlich Primarkosten gleich der Leistungsabga-
be. Fur jeden Knoten erhalten wir damit eine Gleichung. In unserem Beispiel

Es gilt also:



Leistungsaufnahme Leistungsabgabe  (in GE)
| 323+2%,+11x;34+3X, = (404+3+7+5)x

Il 3064+3%;+3X3+5%, = (20+24+8+1)x,
11596 + 7%, +8X,+2x, = (50411434 4)X,
IV 665+5%; +1X,+4%x; = (30+3+5+2)x,

Resultierendes Gleichungssystem
I 95X —2X, — 11x3—3x, = 323
I —3X; + 31X, —3X;— 5%, = 306
[T —7X; — 8%, +68%x3—2X, = 596
IV —5X; —X, —4X3+40x, = 665
Man sieht sofort, dass Probleme dieser Art sehr schnell zu groRen Gleichungssy-

stemen mit recht unfreundlich groRen Zahlen fiihren. Um mit diesen umgehen zu
kdnnen, bendtigen wir einen guten Rechenalgorithmus.

Ein solcher Algorithmus ist der Eliminationsalgorithmus, der in der modernen
Mathematik Gaul} zugeschrieben wird, der aber schon hunderte von Jahren friiher
in China benutzt wurde.

1.5 Definition: Mit R bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen. Ein LINEA-
RES GLEICHUNGSSYSTEM {ber R ist ein System von Gleichungen

AyX A% + ...+ @a = by
amlxl + am2X2 + ...+ amXn = bm

mita,-j undb, aus Rflri=1,...,mund j=1,...,n. Man spricht von einem Glei-
chungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten. Die n-Tupel (X, ... ,Xn),
die diese Gleichungen erfiillen, heiBen Losungen des Gleichungssystems, die Ge-
samtheit der Losungen LOSUNGSMENGE.

Im Spezialfall b; = b, = ... = by = 0 nennt man das Gleichungssystem HOMO-
GEN und sonst INHOMOGEN.

Ersetzen wir im System (1.5) alle b; durch 0, erhalten wir das ZUGEHORIGE
HOMOGENE GLEICHUNGSSYSTEM.

Ein Gleichungssystem zu LOSEN bedeutet, die Lésungsmenge so darzustellen,
dass man sofort ablesen kann, ob ein gegebenes n-Tupel (Xy,...,Xn) reeller Zahlen



zu ihr gehort oder nicht. Dazu manipulieren wir das Gleichungssystem: Wir for-
men es in ein Ubersichtlicheres Gleichungssystem mit derselben Lésungsmenge
um, etwa in ein System mit oberen Dreiecksschema.

Folgende Manipulationen sind offensichtlich erlaubt:

1.6 Erlaubte Manipulationen:

(1) Umordnen der Gleichungen und Umordnen der Summation.
(2) Multiplizieren einer Gleichung mit einer Zahl c# 0
(3) Addition des c-fachen einer Gleichung zu einer anderen, c beliebig.

Erlduterungen zu (3): Folgende Aussagen sind dquivalent
(1) (Xq,...,X%n) l0st die Gleichungen

Il ay X, +...+a,Xn =D,
(2) (Xq,-..,%n) l0st die Gleichungen

Beweis:

(1) = (2) | +c1i gibt 1
(2) = (@) Il —c-1l gibt I.

O

1.7 Ldsungsverfahren Der besseren Ubersicht wegen schreiben wir die Glei-
chungen wieder in einem System auf:

Ausgangsschema:
Xl X2 X3 """""" Xn b
A1 a7 &z - a,, | b, 1Gleichung
&1 8 Qz o b, b, 2 Gleichung
a31 a32 a33 ____________ a2ﬂ b3
8m A gz s amn by mte Gleichung
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Beispiel: Das Gleichungssystem

™% — 4, + X3 = 3

hat das Ausgangsschema

X, X Xg| b
2 -3 2|-1
3 2 3] 5
7 -4 1| 3

1. Schritt: Wir suchen ein Element apq # 0.
Wir dividieren die p-te Gleichung durch apg.
Wir erhalten eine neue p-te Gleichung.
1% + 38X+ -+ 8pn¥n = by
mit a b
ay; =, also@pq =1, und by; = —>
8pq 8pq

Im Beispiel: Wir kdnnen a,, nehmen, hier 2 in der linken oberen Ecke. Also
ist p=1und g= 1. Die neue erste Gleichung ist

3 1
Xl_ §X2—|—X3: —E
2. Schritt: Wir schreiben die neue p-te Gleichung als erste Gleichung und die
Spalte mit der g-ten Unbestimmten xq als erste Spalte:

Xq Xl X2 """""" Xn b

1 Ay Qs apn bp 1 neuezeile
g 1 Q- ay, b, atel zeile
Qg Ay Ay s a,, b, ate2 zeile
R am b altemte Zeile
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Im Beispiel hat das Schema nach dem 2. Schritt die Form

X, X Xg| b
1 -3 1)-%
3 2 -3| 5
7 -4 1| 3

3. Schritt: Wir subtrahieren das a,-fache der 1. Zeile des neuen Schemas von
der alten i-ten Zeile. Diese Zeile geht tiber in

(aiq - aiql) Xq+ (a11 - aiqapl) X+ (a12 - aiqapz) X+ ...
—_——

0 =T D)
+ (8, — aiqapﬂ) Xn =D — aiqbp
__,_/ 5,_/
e b
Wir erhalten ein Schema
Xq X Xy mmmmeeee- Xn b
1 8y 8p_ - _ Gn_|_ by _
0 | A Gy s Ain b,
0 |21 G b b,
o ‘ ‘
| | : 1 _
0 I am]_ amz """""" amn bm

Im Beispiel ziehen wir das 3-fache der ersten Zeile von der zweiten ab und

das 7-fache von der ersten Zeile von der dritten. Wir erhalten

X X Xg b
1 -3 1)-3
0o ¥ -6 3
0o ¥ 6
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4. Schritt: Wir wiederholen das Verfahren auf dem Teilsystem ohne die erste Zei-
le und Spalte, wobei aber bei Spaltungsvertauschungen die Spalten des
Gesamtsystems vertauscht werden.

5. Schritt: Das Verfahren bricht ab, wenn im letzten Teilsystem alle &; = 0 sind.
Wir wiederholen das Verfahren im Beispiel

1. Schritt: a,, = 3 # 0. Wir dividieren die 2. Gleichung durch £ und er-
halten im 2. Schritt das neue Schema

X, X X3| b
3 1
1 -3 11
0o 1 -£#| 1
13 13
0 35 —6| %

Im 3. Schritt subtrahieren wir das %-fache der zweiten Zeile von der dritten
und erhalten

X; X Xg| b
3 1
1 -3 1|-3
0o 1 -£#| 1
0 0 0 0
Wir erhalten so ein Schema in DREIECKSFORM
1.8
qu qu """""""" Xar er+l """""""" Xtln b
1 a112 aIlrall,r-|-1 """""""" alln bll
0 1 ‘ : ;
: O : :
0 1 a4,r+1 a'lrn Iblr
o 0 0 0 |Brys
0 0O 0 e 0 | by,

Unser Gleichungssystem 1.5 hat somit dieselbe Losungsmenge wie das zum Sche-
ma 1.8 gehdrende Gleichungssystem.
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19 Xq, +appXg,t .+ Xg +&gri1Xg,, T o FAXg, = D)
qu+ +a/2rXQr +a’2q,r-|—1xqr+1+ +a’2nXCIn = 12

Xq ‘|'a4,r-|-1xqr+1‘|' ‘|'a'lrnan = bIr

0 = Ir-|—1
0 = b,
Im Beispiel
X1 — 3% + X = —3
X, — 3% = 1
0= 0

Man sieht sofort

1.10 Losbarkeitskriterium: Das Gleichungssystem (1.5) hat genau dann eine
Losung, wenn in (1.8) gilt

/ / /
la=bl,,=...=b,=0.

In unserem Beispiel istr =2, m=3,also r +1=m= 3 und b} = 0. Also ist unser
Gleichungssystem losbar.

Ist das Losbarkeitskriterium erfillt, erhalten wir die Gesamtldsung durch SUK-
ZESSIVES EINSETZEN.

111

Xg_1 = Bi_1— &1 Xa — &1y 41:Xq,, — - — 8r_1n%an (X ISt bekannt)

Dabei sind Xg,,, , .- - , Xq, frei wéhlbar.
In unserem Beispiel erhalten wir

X, = 1+ 35X

X\ = —3 + 3% X
= 3 + 3t X
= 1 4+ 2%



mit frei wahlbaren x5, d.h. jedes Tripel

5 12
(%%, X3) = (14 73 X3, 14 77 X3, Xg),
wobei X5 eine beliebige reelle Zahl ist, ist eine Losung.

Wir sehen aber auch, dass das sukzessive Einsetzen mit Aufwand verbunden ist.
Wir wollen es ebenfalls schematisieren.

1.12 Vereinfachung der Dreiecksform Liegt ein losbares Gleichungssystem
vor, hat das obere Dreiecksschema folgende Form (wir lassen die Nullzeilen
weg!).

Xq,  Xq, Xq X, T Xgo | b
! ! / ! /

1 dp allr all,r-|—1 """" alln 1

0 T Ao Ari1 %n | D2
O h N N ! ! ' .

/ / /

1 ar,r-|—1 """" a'r,n br

1. Schritt: Wir subtrahieren das &, -fache der r-ten Gleichung von der i-ten Glei-
chung fur 1 <i <r — 1. Wir erhalten eine neues Schema

Xq]_ qu er_]_ qu' er_]_ ------- an b
!/ / /! /! /!
1 ap Q1 0 Ay T ay, | b
0 l 1 1 1 1 1
O \\\ 1 1
" " /!

10 a'r71,r-|—1 """ a'r71,n (-1
1 a'r,r-|—1 """" a'r,n br

Im Beispiel ist r = 2, also kann i nur den Wert 1 annehmen. a3, = —3/2. Wir
miissen also das (—3/2)-fache der zweiten Zeile von der ersten abziehen, d.h. das
(43/2)-fache der zweiten Zeile zur ersten addieren. Wir erhalten

X; X, X3 |Db
1 0 -1
0 1 -F|1
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2. Schritt: Wir subtrahieren das &, _;-fache der neuen (r — 1)-ten Gleichung von
der i-ten Gleichung fur 1 <i <r — 2 und fahren mit diesem Verfahren fort, bis wir

folgendes REDUZIERTE SYSTEM erhalten.

1.13 Reduziertes System

Xq]_ qu qu' er+]_ ------- an b
1 0 - 0 air-|—1 """" ain bi
01 e e
W0 s e
0 ! ! !
1 a':F,r-|—1 """" afrk,n b?k
Als Gesamtlosung erhalten wir
1.14
X, = b1 — &%, aynXon
qu = b; - aE,r+1er+1 aEnXQn
Xq = br — a:,r-|-1xqr+1 —  a'nXq,

wobei Xq ;- .- ,Xq, beliebig gewahlt werden konnen.

In unserem Beispiel haben wir schon nach dem ersten Schritt das reduzierte Sy-
stem erreicht. Wir kdnnen sofort die Losung ablesen:

_ 5

1.15 Rechenbeispiel: Zu losen

2%+ X 4+ 2% 4+ X, +
3X; + X, + X3 + 2%, +

16



Ausgangsschema: Da a;; = 1, entfallt der erste Schritt

X, X, Xq Xy Xs b

(1) -2 1 1 -1 -1

2 1 2 1 2 4

-1 -2 -1 -1 -1 -3

3 1 3 2 2 5

1 -2 1 1 -1 -1
A« N TP
0 -4 0 0 -2 —4 1+ 1
0 7 0 -1 5 8 V-3

Um unangenehme Bruchrechnungen zu ersparen, nehmen wir das neue a,, fir
den ersten Schritt und vertauschen Spalten

X1 X X X3 X b
1 1 -2 1 -1]-1
0 1 -5 0 -4]| -6 —1-1
0 0O -4 0 -2| -4
0 -1 7 0 5 8
1 1 -2 1 -1]-1
0 1 -5 0 4| -6
0 0O -4 0 -2| -4
0 0 2 0 1 2 IV +11

Fur den nachsten Schritt wéhlen wir das neue a,s und vertauschen Spalten
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X1 X X5 Xy Xg b
1 1 -1 -2 1]-1
0O 1 -4 -5 0| -6
o 0 1 2 0] 2 %
0 0 1 2 0 2
1 1 -1 -2 1]-1
0O 1 -4 -5 0| -6
0 0 1 2 0 2
0 0 0 0 0 0 IV -1l

Wir haben die obere Dreiecksform erreicht und erkennen, dass das Gleichungssy-
stem losbar ist.

Wir bringen jetzt die Dreiecksform auf reduzierte Form

X; X X5 X5 Xg b

1 1 0 0 1 1 I+ 11

0 1 © 3 0 2 +4-11
o 0 1 2 0 2

1 0 0 -3 1 -1 -1l

0 1 © 3 0 2

o 0 1 2 0 2

Wir haben die reduzierte Form erreicht. Die Losungsmenge L besteht aus allen
Tupeln (X;,X,, X3, X4, X5), fur die gilt

1.16 X, = =1 + 3x2 — X
Xy = 2 — 3x2
Xg = 2 — 2%

Die Losungsmenge L ist also

L = {Xg, X0, Xg, X4, X5) € R X, € R, X5 € R UNd Xy, Xy, X
erfllen die Gleichung 1.16}

18



1.17 Rechenbeispiel: Zu l6sen

Ausgangsschema:

o
w
|
N
[N

Xy X3 Xq ‘ b
2 3 0|5
3 2 0|1

Wir teilen die erste Gleichung durch 2

X, Xg Xy b
3 5
1 Y >
3 -2 0 1
3 5
1 Y >
o ¥ o -8 -3
3 5
1 > 0 >
2
0 1 0 1 -1l
1 0 0 1 1311
0 1 0 1

Das letzte Schema ist die reduzierte Form, das vorletzte die Dreiecksform.
Wie konnen die Ldsbarkeit direkt ablesen:
X, ist beliebig

Also L = {(x;,1,1) € R%x, € R beliebig}.
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1.18 Rechenbeispiel: Zu losen

Xq Xy X3 b
1 1 1 1
1 -1 2 2
3 1 4 5
1 1 1 1
0 -2 1 1 -1
0 -2 1 2 M—3-11
1 1 1 1
0 1 -3 -3 —2-
0 0 0 1 -1

Damit haben wir unser Gleichungssystem auf folgende Form gebracht:

1 1
X = 3% = —3
0 = 1

Die letzte Gleichung kann nie erfillt werden. Also ist unser Gleichungssystem
NICHT LOSBAR!

Oft fragt man sich, ob Gleichungssysteme mit ganzzahligen Koeffizienten auch
ganzzahlige Losungen haben. Am einfachsten ware die Antwort, wenn man den
vorliegenden Algorithmus tber der Menge Z der ganzen Zahlen durchfiihren
konnte. Der erste Schritt im Losungsverfahren 1.7 zeigt aber schon, dass das nicht
immer geht: Wir kdnnen in Z nicht immer dividieren.

Um das Gausche Losungsverfahren in moglichst groRer Allgemeinheit zu haben,
fragen wir uns, welche Eigenschaften der reellen Zahlen wir benutzt haben. Wir
formalisieren das Verfahren, eine typisch mathematische Vorgehensweise.
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2 Der Begriff desKorpers

Der Losungsalgorithmus fiir Gleichungssysteme machte sich zu Nutze, dass man
in R addieren, subtrahieren, multiplizieren und durch Elemente a # 0 dividieren
kann. Offensichtlich hatte das gleiche Verfahren auch fiir Gleichungssysteme mit
rationalen Koeffizienten funktioniert, also tiber Q. Was sind nun die formalen Ei-
genschaften der Addition und Multiplikation, die wir benutzt haben?

Dazu betrachten wir anstelle der Mengen Q oder R eine beliebige Menge K. Wir
fordern, dass auf K zwei Rechenoperationen, genannt “Addition” und “Multipli-
kation” definiert sind. Formal ausgedrtickt, bedeutet das, dass wir zwei Abbildun-
gen

Addition: KxK =K, (XY)—Xx+y

Multiplikation: KxK — K, (X,y)+~—X-y

haben (zum Begriff “Abbildung” und zur Definition von K x K siehe ndchsten
Paragraphen). Wir nennen X+ y die Summe und x-y das Produkt von x und y.

Addition und Multiplikation sollen gewissen Regeln gentigen, die wir in moglichst
wenigen Axiomen fordern. Aus diesen Axiomen wollen wir dann allgemeinere
Regeln ableiten.

Diese Axiome sind dann Ausgangspunkt einer mathematischen Theorie, im vor-
liegenden Fall der KORPERTHEORIE. Bei ihrer Entwicklung diirfen nur die
vorgegebenen Axiome benutzt werden. Daher sollte man ein solches Axiomensy-
stem erst nach griindlicher Kenntnis geeigneter Beispiele aufstellen.

Wir lassen und von den Modellen @ und R und den Rechenregeln leiten, die
wir in §1 stillschweigend benutzt haben. Nach Aufstellung der Axiome werden
wir sehen, dass es unendlich viele wesentlich verschiedene Korper gibt. Allen ist
gemeinsam, dass man in ihnen wie in Q oder R rechnen kann.

2.1 Definition: Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit einer

“Addition:” KxK =K (xy)— x0y
und “Multiplikation” KxK — K, (X Yy)+— X*Y,

so dass folgende Axiome erfillt sind:
(A1) Assoziativitat: Vx,y,ze K gilt (xOy) Oz = xO(yOz).
(A2) Kommutativitat: V x,y € K gilt xOy = ylIx.

(A3) (Axiom vom additiven neutralen Element): Man kann (mindestens) ein Ele-
ment n, € K finden, so dass gilt: Vx€ Kist xUny =X

(A4) (Axiom vom additiven Inversen): Zu jedem x € K kann man (mindestens)
ein Element X' € K finden, so dass xO(X') = n.
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(M1) Assoziativitdt: V x,y,z€ K gilt (X*y) xz= xx* (y*2).
(M2) Kommutativitat: V x,y € K gilt Xy = y*X.

(M3) (Axiom vom multiplikativen neutralen Element): Man kann (mindestens)
ein Element n, # n in K finden, so dass gilt: Vx € K ist xxn, = x.

(M4) (Axiom vom multiplikativen Inversen): Zu jedem X # n aus K kann man
(mindestens) ein X € K finden, so dass x*X = n,.

(D) Distributivitat: vV x,y,z€ K gilt x* (y0z) = xxyOXxxz

2.2 Bemerkung: Wir benutzen die tbliche Konvention ‘Punkt vor Strich’, d.h.
hier « vor [J. Genauer misste (D) heiRen: V x,y,z€ K gilt

x* (yOz) = (x*y)O(x* Z).

2.3 Logische Zeichen: Wir haben in (2.1) und auch bereits in §1 logische Zei-
chen benutzt, die wir jetzt kurz erldutern:

A= B: Aus (der Aussage) A folgt (die Aussage) B, d.h. Aiist hinreichend
fur B.

B< A Aus (der Aussage) A folgt (die Aussage) B. Natiirlich bedeutet
das auch: Falls B falsch ist, ist A falsch, d.h. B ist notwendig
fir A

A< B: A'ist dquivalent zu B, d.h. aus A folgt B und aus B folgt A.
Vxe M: Fir jedes (Element) x der Menge M (gilt) ...

dx e M:  Esgibtein (Element) x in der Menge M, (so dass gilt...)
dI'xe M: Es gibt genau ein (Element) x in M,. ..

M:=N: Die Menge M ist definitionsgemal gleich der Menge N.

2.4 Warnung: Gehen Sie mit logischen Kirzeln sparsam und sorgfaltig um. In
verbindenden Texten haben sie nichts zu suchen.

2.5 Folgerungen aus den Axiomen 2.1 und Bezeichnungen:
(1) Es gibtgenau ein Element n € K, das (A3) erfullt. Wir nennen dieses Ele-
ment die NULL in K und bezeichnen es in Zukunft mit 0.

(2) Zu jedem x € K gibt es genau ein Element X’ € K, so dass XOX' = n, wir
nennen dieses X' das NEGATIVE ELEMENT von x und bezeichnen es in
Zukunft mit —x.

(3) Es gibt genau ein Element n, € K, das (M3) erfullt. Wir nennen dieses
Element die EINS in K und bezeichnen es in Zukunft mit 1.
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(4) Zujedem x# n in K gibt es genau ein Element X mit x*X= n,. Wir nennen
x das INVERSE von x und bezeichnen es in Zukunft mit x 1.

Beweis:

(1) Sei m ein weiteres Element, das (A3) erfillt, d.h.
VxeK gilt xOmy =X
. Nehmen wir x = ng, erhalten wir unter Ausnutzung von (A3) und (A2)
Nng=ngUmy=my0n; =m;

(2) Seixe K und seien X,x zwei Elemente, so dass XOX= n und xOx' = n,.

X = XOng=x0O(xOx) = (XOx)OxX
= (XOX)OX =ny0x =x0ng =X

Wie haben die Axiome (Al),...,(A4) ausgenutzt.

Die Beweise fiir (3) und (4) verlaufen genauso.

O

2.6 Bezeichnung: Esiist tiblich, die Addition in Kdrpern stets mit 4+ und die Mul-
tiplikation mit - zu bezeichnen. Statt [J und * schreiben wir daher fast immer +
und -.

Fur x,y € K schreiben wir x—y fiir x+ (—y) und auch
)—);fijr x-y lodery™l.-x  (y#£0)

2.7 Rechenregeln: In einem Korper K gilt
(1) 0-x=0 Vxek
(2) Xx-y=0 <= x=00dery=0
B) (=¥)y=-0), (=X)(=y)=x, —x=(-1)-x
4) —:\—lj < X-v=u-y (Yy#0,v#£0)

y
X U X-V4u-y
(5))—/ v ywv (y#0,v#0)
X U -u
(6) )_/V:ﬁ (y#0,v#0)
x\7" Yy 11 1
M (3) =L entextyt xroyro)
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Der Beweis ist eine einfache Ubung. Wir zeigen exemplarisch:

(1) 0-x = (040)-x=0-x+0-x |—0-x
0 = 0-x
(B) x—x=0=x-y+(—X)-y= 0= (—X)-y ist negativ zu x-y, also (—x) -y =
—(x-y)
(5) )—(—|—\—lj:x-y‘1—|—u-v‘1:x-y‘l-v-v‘l—l—u-v_l-y-y‘l:(xv)-(y-v)‘l—l—
/ 1 XV+uy

(uy)-(y¥) 7 = fevuy)- (v 7 = R

2.8 Beispiel: Aus der Schule kennt man die Korper Q und R.

2.9 Beispiel: Sei p eine fest gegebene Primzahl. Sei Fp eine Menge von p Ele-
menten, die wir mit

[0]7[1]7 3 [p_ 1]
bezeichnen. Wir definieren eine Abbildung

Z —Fp, n—=“n modp’:=[r], n~Ir], genanntn mod p,

wobei r der positive Rest beim Teilen von n durch pist.
Beispiel:
25 modl3 = [12] p=
-5 mod7 = [2] p

13
7

Wir definieren auf IFp eine Addition & und eine Multiplikation & durch

[ra]@[r;] = (ry+r,) modp
[r]®[ry] = (ry-ry) modp

Satz: (Fp,®, ®) ist ein Korper.
Beweis:

(k modp)® (I modp) = (k+1) modp 1)
(k modp)o(l modp) = (k-1) modp

Denn sei (k mod p) = [r] und (I mod p) = [g], dann gibt es a,b € Z mit k =
a-p+r,l=b-p+s Also

K+l = (a+b)p+(r+s9
k-l = (a-b-p+a-s+b-r)-p+r-s
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Also haben k+1 und r +ssowie k-1 und r - sdenselben Rest bei der Division durch
p. Statt mit r und skdnnen wir also mit k und | rechnen. Aus (1) folgen nun sofort
die Korperaxiome aus den Rechenregeln fiir Z mit Ausnahme des Axioms (M4),
wobei [0] das Nullelement und [1] das Einselement ist. Wir zeigen exemplarisch
das Axiom (D)

1 modp)®((r,4+ry) mod p) nach Def.
(r,4r3) modp nach (1)

) o ([rl &g = (1
r
(%1-r2+r1-r3) mod p
(r
(r

1:To modp)@(ry-rg) mod p nach Def.
1-Tp+Try-T3) modp nach (1)

([r @ ral) & ([ry] © [r3])

Fur den Nachweis von (M4) zeigen wir zundchst: Ist
O<r<pund[r]®[s]=[0]soists=0. )

Beweis: [r]®[g=[0] <= r-s modp=[0] = pteiltr-s Da0<r < p,istp
kein Teilern von r. Also ist p Teiler von s. Da 0 < s< p, folgt s= 0. Hier geht
ein, dass p eine Primzahl ist.

Nachweis von (M4): Sei 0 < r < p, also [r] # [0]. Die Abbildung
f:Fp—=Fp, X—I[rlO[X

ist INJEKTIV, d.h. ist [x] # [y], soist f([X]) # f([y]):
Denn sei f([x]) = f([y]), also [x] ® [r] = [y] ® [r]. Dann folgt aus den bereits be-

wiesenen Axiomen, dass

o (X elyl) =[0], also e[yl =[0]  nach (2)

und somit [x] = [y]. Da Fp genau p Elemente hat, und verschiedene Elemente
auf verschiedene Elemente abgebildet werden, muss es ein [g] in Fp geben mit
f[g = [1], denn jedes [X] € F, muss als Bild auftreten. Fiir dieses (g gilt

ol = (1.

O

Bemerkung: Der Korper Fp erscheint auf den ersten Blick als recht kiinstlich
konstruiert. Er spielt aber sowohl in der Mathematik als auch in ihren Anwendun-
gen eine groRe Rolle. Zu diesen Anwendungen gehort die Multiplikation grof3er
Zahlen in Computern.

2.10 Beispiel: Der Korper C der komplexen Zahlen.
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Fir die Losung quadratischer Gleichungen

X2+ px+q=0
gilt die bekannte Formel

__ b /P

=3 + 4 -0

Man sieht sofort, dass die Gleichung x? — 2x+ 3 = 0 keine reelle Lésung hat; die

Formel ergibt
Xx=1++-2

In der modernen Mathematik wiirde man versuchen, den Zahlbereich kiinstlich
zu erweitern, damit solche unldsbaren Gleichungen eine Lésung bekommen und
man so eine einheitliche Theorie der quadratischen Gleichungen erhalt.

In der frihen Gleichungslehre war man aber von solchen abstrakten Gedanken-
gdngen noch weit entfernt. Man erklarte die Gleichung x% — 2x+ 3 = 0 als unlds-
bar. Deshalb wurden Mathematiker erst bei der Untersuchung kubischer Gleichun-
gen im 16. Jahrhundert ernsthaft mit komplexen Zahlen konfrontiert.

1545 entwickelten Cardano, Ferro und Tartiglia eine Losungsformel fiir kubische
Gleichungen
X + bx? 4+ cx+d = 0.

Wendet man diese Formel auf die Gleichung

X2 —15x—4=0
an, erhalt man als Lésungen
X = UV %= (—3+ Y- (3+ 5V
3 -3
X =3+ Y2t (-5 + 50

mitu= </2++/—121undv= /2 — /—121.

Diese Ausdriicke sind im Reellen sinnlos, weil man aus negativen Zahlen keine
Wurzel ziehen kann. Aber man sieht sofort, dass 4 eine Losung der Gleichung ist.
D.h. einer dieser Ausdriicke muss sich in einer geeigneten Zahlbereichserweite-
rung von R in 4 umrechnen lassen. Wir erhalten also aus einem “sinnlosen” Aus-
druck ein sinnvolles Ergebnis. Bereits 1560 rechnete Bombelli so systematisch
mit komplexen Zahlen, aber erst mit der expliziten Beschreibung von Hamilton
1837 wurden sie endgliltig entmystifiziert.

Dabei ist das Rechnen in geeigneten Zahlbereichserweiterungen durchaus nahe
liegend: Wollen wir ein ganzzahliges lineares Gleichungssystem nach ganzzah-
ligen Losungen untersuchen, losen wir es erst iber dem Korper Q der rationa-
len Zahlen und untersuchen dann, ob die Ldsungsmenge ganzzahlige Losungen
enthalt.
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Konstruktion von C: C = R?=R x R als Menge. Addition und Multiplikation
sind definiert durch

(X, Y1) + (%, ¥0) = (X +X5,Y1+Y5)
(X0 Y1) (X2, Y2) = (XX — Y1¥2, X1Yo + Y1Xo)

Die Korperaxiome rechnet man leicht nach. Das Nullelement ist (0, 0), das Eins-
element ist (1,0). Nur (M4) bereitet wieder etwas Miihe.

Sei (x,y) # (0,0), d.h. x und y sind nicht gleichzeitig 0. Also ist x* +y? # 0. Man
rechnet leicht nach, dass

X -y 1

ist.

2.11 Definition: Sei K ein Kérper F C K Teilmenge. F heift UNTERKORPER
von K, wenn [ unter der Addit_i_on und Multiplikation K wieder ein Korper ist.
Man nennt dann auch K eine KORPERERWEITERUNG von F.

2.12 Beispiel: R kann als Unterkdrper von C aufgefasst werden

R={(x,0) e CxeR}

Denn (le 0) + (X27 0) = (Xl + X2 0)
(X17 0) ) (X27 0) = (Xl X5 0)
0. — (0,.0)
—(%0) = (=x0)
1. = (1p,0)

x0T = (x10)

Setzen wir i = (0, 1), erhalten wir i2 = —1.. Ist x € R, schreiben wir statt (x,0)
kirzer nur x. Mit dieser Konvention gilt

z=(Xy) =X+Yy-i.
Diese Darstellung ist eindeutig.

2.13 Bezeichnung: Seiz=(x,y) =x+iye C

(1) x= Re(2) heift REALTEIL undy = Im(z) IMAGINARTEIL von z

(2) Durch z= (x,y) wird C mit der Ebene R? identifiziert. Die x-Achse heil3t
dann REELLE ACHSE R, die y-Achse IMAGINARE ACHSE i - R.

(3) z=x—iyheiBt zu zKONJUGIERTE KOMPLEXE ZAHL.
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(4) 12 := (VZ-2=/X?>+y? heiBt BETRAG von z
214 Firz;,z, e Cqiltz +z,=Z+z,und z- 2, =7, - 7,

Beweis: Nachrechnen O
Geometrische Beschreibung

2.15 Addition:

Fur die Multiplikation gehen wir zur Polarkoordinatendarstellung tiber

2.16 Polarkoordinatendarstellung: z= (x,y) = x+iy € C. Istz#£ 0, soistr :=
1zl > 0 und |#| = 1. Die Elemente Z € C mit |Z| = 1 liegen nach (2.13.4) auf dem
Einheitskreis. Insbesondere gibt es ein ¢ € R, so dass

iR
7 Z—cos¢ +ising
I _®"(cos¢,sing)

N ¢ R

z=r(cos¢ +ising)

Ist nun w = r’(cosd +isind) eine weitere komplexe Zahl in Polarkoordinaten,
dann folgt aus den Additionstheoremen fir Sinus und Cosinus:

z-w = r-r'[cos¢cosd —singsind +i(cos@sind +singcosI)]
o r-r'(cos(¢ +9)+isin(¢p +9)).
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3 Grundlagen: Mengen und Abbildungen

Wir werden in dieser Vorlesung immer wieder auf Grundlagen zurtickgreifen, die
wir nicht erarbeitet haben. Diese werden als Ergdnzungen nachtréglich eingescho-
ben, damit nicht auf Vorrat gelernt werden muss. Fir einen mehr systematischen
Aufbau sei auf die Literatur hingewiesen.

Wir setzen den Begriff der MENGE als bekannt voraus. Eine Menge ist so defi-
niert, dass es klar ist, wann ein Element zu ihr gehdrt und wann nicht.

3.1 Bezeichnung: N ={0,1,2,...}, die Menge der natirlichen Zahlen.
Z =1{0,4+1,4+2,+3,...}, die Menge der ganzen Zahlen.

Q={3,ac Z,b# 0aus N}, die Menge der rationalen Zahlen.

R, die Menge der reellen Zahlen.

C, die Menge der komplexen Zahlen.

0, die leere Menge, charakterisiert durch: x ¢ @ ¥x.

3.2 Definition: Seien M, N Mengen. N ist Teilmenge von M, in Zeichen N C M,
wenn gilt: xe N = x € M.

3.3 Fur Mengen M, N, L gilt
1) ocM™
@ McM
B MCNundNCcL=MCL
(4) M=N < McNundNcCM
Beweis: trivial m

3.4 Definition: Sei J eine Menge (genannt Indexmenge). Fir jedes j € J sei eine
Menge M; gegeben. Dann heif3t

UM, ={x3jeImitxeM;} die VEREINIGUNG
€3

NM;={xxeM;Vjed} der DURCHSCHNITT
jed

der M, jed.IstI={1,2 ... ,n} bzw. J = N schreiben wir auch

n 00
UM;=UM;=M;,U...UMy bzw. U M;= UM,
j€d =1 JeN =1

n 00
AM;= N M =M;,N...0My bzw. N M;= N M
jed j=1 jeN )=t
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Man beachte, dass wir zwei Darstellungsweisen fiir Mengen benutzen: Die auf-
zéhlende Darstellung, etwa bei N oder Z, und die charakterisierende Darstel-
lung, die durch eine Aussageform gegeben ist.

Sei M eine Menge und A(x) eine Aussage uiber x € M. Dann ist
N = {xe M;A(x)}

die Teilmenge aller x € M, fiir die die Aussage A(x) wahr ist.

Beispiel: {x€ Z;dy € Z mitx-y=1} = {+1}

3.5 Distributivgesetz: Sei J # 0 eine Indexmenge, M;, ] € J,und N seien Men-
gen. Dann gilt:

(1) NN U M;= U (NNM;)

jed jed
jed jed

Beweis: xe NN UM, <~ xeNundﬂjeJmitxeMj < JjeImit
jed
xeNNM; < xe U(NNM,;)
jed

Das beweist (1). Zum Beweis von (2)
xe NUNM; xeNoderxeMjVj €J < VjeJgilt xe N oder

jed
XeEM; < Vjelgiltxe NNM; < xe N NUM;) O

jed
3.6 Definition: Fir Mengen M und N definieren wir die DIFFERENZMENGE
M\N durch
M\N = {x€ M;x ¢ N}.

3.7 de Morgan’sche Regeln:
(1) M\ UN;= N (M\N))

jed jed
(2 M\ N N; = U (M\N))
jed jed
Beweis: Ubung O

3.8 Definition: Zwei Mengen M und N heien DISJUNKT, wenn MNN = 0.
Sind M und N disjunkt, nennen wir MUN die DISJUNKTIVE VEREINIGUNG
und kennzeichnen das durch das Symbol M LI N.
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3.9 Sind M und N beliebige Mengen, so gilt

MUN = (M\N)L(N\M)U(MNN)
M = (M\N)L(MNN)
MAN = M\(M\N)

Beweis: Ubung

0
Warnung: Ein solches Diagramm dient der Anschauung, ist aber kein Beweis!

3.10 Definition: Das KARTESISCHE PRODUKT M x N zweier Mengen M
und N ist
Mx N ={(xy);xe M,y € N}.

Allgemeiner definieren wir fir Mengen M;,M,, ... M, das KARTESISCHE
PRODUKT

M; XMy x .o X Mp = {(Xg,%,,...,%n); X% €M, furi=1,...,n}
Das Produkt haben wir bereits in §2 verwendet.

3.11 Definition: Eine ABBILDUNG f von der Menge M in eine Menge N, in
Zeichen f : M — N, ist eine Vorschrift, die jedem x € M genau einy = f(x) € N
zuordnet. f(x) heit BILD von x unter f, wir schreiben auch

X f(x)

M heillt DEFINITIONSBEREICH von f und N heilt WERTEBEREICH von
f.

Damit sind zwei Abbildungen f : M — N und g : K — L genau dann gleich, wenn
M=K,N=Lund f(x) =g(x) Yxe M =K.
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3.12 Definition und Satz: Ist f : M — N eine Abbildung, dann heif3t
G; ={(xy)e MxN; y=f(x)}

der GRAPH von f. Eine Teilmenge G C M x N ist genau dann Graph einer Ab-
bildung, wenn gilt
XxeM=3Jlye Nmit(xy) € G

0
Auf Grund von 3.12 definiert man eine Abbildung auch oft tiber ihre Graphen.
3.13 Definition: Sei f : M — N eine Abbildung und A C M. Dann heif3t
f(A) ={f(x);xe A} ={yeN;Ixe Amity= f(x)} CN

das BILD von A unter f. Wir nennen f(M) =:Bild f das BILD von f. FirBC N
heif3t
f=1(B) := {x € M; f(x) € B}

die URBILDMENGE von B unter f.

3.14 Beispiel: Sei f :R?— R die Multiplikation, f(x,y) = x-y. Sei Ax={(x,y) €
R?ye R}. Dann gilt

f(Ag) ={0}, f(A)=R Vx#0
f=1({0}) ist das Achsenkreuz
f=1({c}) ist die Hyperbely=< c#0

X
Wir kommen nun zu einem wichtigen Begriff, den wir auch schon benutzt haben.
3.15 Definition: Eine Abbildung f : M — N heil3t

(1) INJEKTIV, wenn gilt: x; # X, = f(X;) # f(X,) (anders formuliert: f(x,)
= T(%) =% =%)

(2) SURJEKTIV, wennes zu jedem y € N ein x € M gibt, so dass f(x) =y.
(3) BIJEKTIV, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Ist f : M — N bijektiv, dann gibtes zuy € N einx € M mit f(x) =y, da f surjektiv
ist. Da f injektiv ist, gibt es kein weiteres X' € M mit f(x') =y. Also gibt es genau
ein x mit f(x) =y. Damit ist

fTL:N=M, y=f(x)—x
eine Abbildung.
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3.16 Definition: Ist f bijektiv, dann heiRt die Abbildung f~1: N — M die UM-
KEHRABBILDUNG von f

Beachte: f~(y) =x < f(x) =y
Injektivitat und Surjektivitat von Abbildungen haben oft interessante Konsequen-

zen. Daher wollen wir einige Kriterien fur diese Eigenschaften herleiten. Dazu
bendtigen wir den Begriff der Komposition.

3.17 Definition: Die KOMPOSITION zweier Abbildungen f : K — M, g: M —
N ist die Abbildung

gof:K—=N, (gof)(x)=g(f(x)).

Die Abbildung
idy :M—=M, X—X

heiRt die IDENTITAT von M.

3.18 Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ und hat die Identitéten als
“neutrale Elemente”. D.h. fiir Abbildungen f :K —L,g:L—Mundh: M — N
gilt:

(1) ho(gof)=(hog)of
(2) foid¢=id of =f

Beweis: (1) (ho(gof))(x) = (h((gof)(x))) = h(g(f(x)))

((hog)of)(x) = (hog)(f(x) = h(g(f(x)))
Daho(go f) und (hog)o f beide den Definitionshereich K und den Wertebereich
N haben, sind sie somit gleich.

Analog zeigt man die 2. Aussage. O
3.19 Gegeben seien Abbildungen f : K — Lundg:L — M.

(1) Sind f und g injektiv, so ist auch go f injektiv.

(2) Istgo f injektiv, so ist f injektiv.

(3) Sind f und g surjektiv, so ist auch go f surjektiv.

(4) Istgo f surjektiv, so ist g surjektiv.
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Beweis: (1): Aus (go f)(x;) = (ge f)(x;), also g(f (%)) = g(f(x;)), folgt f(x,) =
f(x,), weil g injektiv ist, und somit x; = X,, weil f injektiv ist. Damit ist go f
injektiv.

(2): Fur x,x, € K qilt

f(x)) = f(x) = 9(f(x})) = 9(f(%)) = (9o F)(X;) = (go F)(X;)

Da go f injektiv ist, folgt x; = x,. Also ist f injektiv.

(3): Sei ze M. Da g surjektiv ist, gibtes einy € L mit g(y) = z Da f surjektiv ist,
gibt es ein x € K mit f(x) =y. Fir dieses x gilt (go f)(x) = g(f(X)) =9(y) =z
Also ist go f surjektiv.

(4): Sei ze M. Da go f surjektiv ist, gibt es ein x e K mit g(f(x)) =z Firy =
f(x) € L gilt dann g(y) = z Also ist g surjektiv. O

3.20 Satz: Sei f : M — N eine Abbildung von nicht-leeren Mengen. Dann gilt

(1) fistinjektiv <= 3 Abbildung g: N — M, so dass go f =idy,
(2) fistsurjektiv <= 3 Abbildungh: N — M, so dass f oh=idy

(3) fistbijektiv <= 3 Abbildungg:N — M, sodass go f =idy, und fog=
idy-

3.21 Bezeichnung: Die Abbildung g aus (1) nennt man LINKSINVERS zu f,
die Abbildung h aus (2) nennt man RECHTSINVERS zu f und die Abbildung g
aus (3) INVERS zu f.

Beweis: Beachte zunéchst, dass die Identitét idy, immer bijektiv ist. Damit folgt
die Riickrichtung “<" von (1), (2) und (3) aus (3.19).

(1) “=" Wahle ein x, € M fest. Definiere g: N — M wie folgt

x, falls f(x)=y
g(y):{ X, Tallsy¢ f(M)

Dann ist g “wohldefiniert”, weil es hochstens ein x € M mit f(x) =y gibt,
und es gilt (go f)(x) = g(y) = xmity = f(x), also go f = idy,.

(2) “=" Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem ein y € N mindestens ein x € M mit
f(x) =y. Wir wéhlen fur jedes y ein solches x und nennen es g(y). Dadurch
erhalten wir eine Abbildung g: N — M. Da f(x) =y fur dieses x = g(y),

folgt f(x) = f(g(y)) =Y. Also fog=idy.
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(3) “="nach (1) und (2) gibt es Abbildungen g,h: N — M, so dass f och=id
und go f =id,,. Damit folgt die Behauptung aus

3.22 Ist f : M — N eine Abbildung und gibt es Abbildungen g.h: N — M mit
f oh=idy und go f =id,,, dann folgt g = h. Insbesondere hat f hdchstens ein
Inverses, die Umkehrabbildung f—1.

Beweis: h=idy,och=(go f)oh=go(foh)=goidy=g9. O

3.23 Folgerung: Ist f : M — N bijektiv, dann auch f=1: N — M und es gilt
(fH=1=Ht.
Sindg:L— Mund f : M — N bijektiv, dann auch f o g, und es gilt

(f og)_1 = g_lo f-1

Beweis: Es gilt f~1o f =id,, und f o f~1 = idy. Nach (3.20) ist f 1 bijektiv mit
Umkehrabbildung f. Damit ist der erste Teil gezeigt.
Weiter gilt g~tog=id, und gog~! =id,,. Es folgt

(g_lo f_l)o(fog) :g_lo(f_lo f)og:g_loidMog:g_log:idL
(fog)o(glof l)=fo(gogHofl="Ffof1l=id

Also ist f o g nach (3.20) bijektiv mit Umkehrabbildung g=1o f~=1. O

Wir erhalten nun eine merkwirdige Charakterisierung endlicher Mengen. Einen
Teil des Satzes haben wir bereits im Beispiel 2.9 benutzt.

3.24 Satz: Fureine Menge sind folgende Aussagen dquivalent
(1) M istendlich.
(2) Jede injektive Abbildung f : M — M ist bijektiv.

(3) Jede surjektive Abbildung g: M — M ist bijektiv.

Beweis: (1) = (3): M habe n Elemente. Gilt g(x;) = g(x,) fiir X; # X,, so hat
Bildf = f(M) hochstens n— 1 Elemente. Da g surjektiv ist, gilt aber Bildf = M.

3) = (2):Ist f : M — M injektiv, gibt es nach (3.20) eing: M — M mitgo f =
idy,. Nach (3.19) ist g surjektiv und damit nach Voraussetzung bijektiv. Es folgt

g_lzg_loidM :g_lo(go f) = (g_log)o f=f.

Also ist f die Umkehrabbildung von g und damit ebenfalls bijektiv.

35



(2) = (1): Angenommen M ist unendlich. Dann gibt es eine injektive Abbildung
h: N — M. Definiere

X , falls x ¢ h(N)

T:M-M, XH{h(Zn) falls x = h(n)

f ist injektiv, aber nicht surjektiv, da h(1) nicht im Bild von f liegt. O
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4 Vektorraume

Aus §1 und §2 wissen wir, dass wir mit dem Gaul3-Schema lineare Gleichungssy-
steme Uber beliebigen Korpern K 18sen kdnnen. Nach einem Einschub iber ma-
thematische Grundlagen — solche Einschiibe wird es hdufiger geben — kehren wir
zur Betrachtung linearer Gleichungssysteme zuriick. Gegeben sei also ein lineares
Gleichungssystem uber K

4.1
%+t X = by
X +-+ aXn = b
2?1 2n”h :2 a; €K beK
aTTIle + 0+ QmXn = bm
Dann ist
4.2
apx; +-+ g = 0

aTTIle + 4+ amXn = 0

das zugehdrige homogene System.

Wir wissen, wie man solche Gleichungssysteme l6st, haben aber keine Vorstellung
dartiber, was Losbarkeit bedeutet, noch wie die Losungsmenge aussieht. Vorstel-
lung bedeutet hier das geometrische Bild der Losungsmenge. Wir haben also we-
der den Begriff der Losbarkeit noch die Losungsmenge richtig verstanden. Fir die
Entwicklung einer Theorie der linearen Gleichungssysteme ist dieses Verstandnis
aber Voraussetzung.

Um hier weiterzukommen, untersuchen wir die Struktur der Losungsmenge, eine
fur die Mathematik typische Vorgehensweise.

Sei L die Lésungsmenge von (4.1).
4.3 Satz: Sei(z,,...,z) eine (spezielle) Losung des Systems (4.1). Dann gilt:

(X1s---,%n) € L <= es gibt eine Losung (y;,...,Yn) des
zugehdorigen homogenen Systems, so dass

X=Yy+z,i=1,...,n

4.4 Um die Losungsmenge zu bestimmen, miissen wir also eine spezielle Lésung
des inhomogenen und alle Ldsungen des zugehdrigen homogenen Systems be-
stimmen.
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Zur Vereinfachung der Notation benutzen wir (kleiner Einschub):

4.5 Das Summenzeichen
n

Z(a,— bedeuteta, +a,,+---+an, k<n
i:

n

D &) bedeutet a1 X + 8%, + -+ + 8pXn
=1
4.6 Rechenregeln fir das Summenzeichen

1) ic- a==C- _ia,- (Ausklammern)
(2) _i(a,- +b) = _ia,- + _ibi (Umsummieren)

3 = .+ k<m<n (Zerlegung der Summe)
iZka1 qu i %16‘1

mH-£

(4) Ekaw = %[a,- (Umindizieren)

(5) i;((};%;) = JZ[ <i;(aij> (Doppelsummenregel)

Beweis: 4.3: , =" (X{,...,Xn) EL= Z a”x =D, m

sy

Nach Voraussetzung gilt: z a”z =b,i=1,...,m Mity, =x —z folgt

flri=1,...,m Also lost (y,,...,yn) das homogene System.
w<="Sei (Yy,...,Yn) eine Losung des homogenen Systems, d.h.

n
=1
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Dann gilt flr x, =y, + z

> %= 200 +2)= T4+ 3 85 =0+b=b,
= =1 i= =1

Also ist (X;,...,%n) € L. O

Das GauB3-Verfahren liefert uns sofort eine spezielle Losung. Aus (1.13) folgern
wir

4.7 Mit der Bezeichnungsweise aus dem reduzierten Schema (1.13) erhalten wir
eine spezielle Losung (z;, ... ,za) von (4.1), ndamlich

zg, =bf furi=1,...,r
25, =0 furi=r+1,...,n

Nach (4.3) kommt der Lésungsmenge L° des homogenen Gleichungssystems (4.2)
besondere Bedeutung zu.

4.8 Satz: Sind (Xq,...,%n) und (yy,...,Yn) LOsungen des homogenen Systems
(4.2), dann sind auch (X; +Yjy, - .., Xn+Yn) und (cX,, ... ,Cx,) mit beliebigemce K
Ldsungen von (4.2).

Beweis: Nach Voraussetzung gilt firi =1,...,m

n n
2.aX=0 > ay=
=1 =1

Also

n n n
2 05 HY) = 3 g+ 3 Ay =0+0=0

j=1
Z an”xj—c Za”x—co 0.

O

(4.3) und (4.4) legen nun folgende Bezeichnungen und Rechenoperationen auf K"
nahe:

4.9 Bezeichnung: Fir ein n-Tupel (xy,..., %) € K" schreiben wir kiirzer x, also
X=(Xy,...,%n). Die Zahl X €K heil3t j-te KOORDINATE von x.
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4.10 Definition: Auf K" definieren wir eine ADDITION
K'xK' — K", (XYy)— X3y
und eine SKALARE MULTIPLIKATION
Kx K" — K", (c,X)—>CxX

durchX@y = (X + Y1, %+ Yo, .. s Xn+Yn) Und Cx X = (C-X;,C- X5, ... ,C-Xn) flr
X=(Xg,...» %), Y= (Yq,---,Yn).

Diese Rechenoperationen kann man sich im R, R2 R23 zeichnerisch veranschau-
lichen. Wir machen das fiir den R2.

Cxkx X

x+ Yy erhélt man als Diagonale des durch die Punkte x,y und O definierten Paralle-
logrammes, cx liegt auf der Geraden durch 0 und x.

Jetzt konnen wir (4.3) und (4.8) eleganter ausdriicken.

4.11 Sei L die Lésungsmenge von (4.1) und L° die Lésungsmenge des homoge-
nen Systems (4.2). Sei z € L fest gewahlte spezielle Losung. Dann gilt

L={zex xe L.
Weiter gilt: Sind x,y € L° und ¢ € K beliebig, so ist x&y e L% und cxx € L.

4.12 Rechenregeln:
Fur die Addition:

1) xa(ypz)=(xXpy)dz VXY, z2e K"
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(2) xpy=ydx VxyeK"
(3) Man kann ein Element 0 € K" finden, so dass fiir alle x € K" gilt:
XE0=x,

ndamlich 0 = (0,0,...,0)

(4) Zux e K" gibt es ein ©x, so dass
x& (6x) =0,
namlich ©X = (=X, =Xy, ..., —Xn) flr x = (X, X5, ..., Xn).
Fdr die skalare Multiplikation: VabeKundV x ye K" gilt

(5) (a-b)xx=ax*(bx*Xx)
(6) ax(xdpy) =axxpaxy
(7) (a+b)xx=axxdb*x
(8) 1xx=x

Beweis: Man rechnet diese Regeln einfach nach. Wir machen das exemplarisch
fur die Regeln (3) und (7):

XB0=(X;+0,%+0,...,%+0) = (X, Xp, ..., Xn)
(a+b)xx=((a+b)-x;,(a+b)-%,,...,(a+b)-xn)
(axq + bXy, 8%, + X, . . ., 8%n + bXn)

(

axy, 8%y, ... ,a%n) @ (bxy,bX,, ..., bXn)

=axX®bxx

O

Die Rechenregeln fir die Addition sind dieselben wie die eines Korpers. Bei
Korpern haben wir bereits gesehen, dass eine axiomatische Behandlung sinnvoll
ist, weil man dann allgemein giiltige Resultate fiir alle Korper erhélt. Es liegt da-
her nahe, bei der Behandlung der Addition und skalaren Multiplikation sich von
dem speziellen Fall K" zu I6sen und ebenfalls axiomatisch vorzugehen, um dann
fir die Resultate ein groReres Anwendungsspektrum zu haben. Auch das ist ei-
ne in der Mathematik typische Vorgehensweise: Fir einige gegebene Beispiele
entwickelt man ein mathematisches Modell, das man untersucht, wobei die ge-
gebenen Beispiele Leitlinien fir die Untersuchung bilden. Man hofft, auf diese
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Weise Einsichten Uber gut untersuchte Beispiele auf weniger bekannte Objekte
mit gleicher Struktur Gbertragen zu kdnnen.

Unsere zentrale Anwendung sind nach wie vor Gleichungssysteme, und fiir deren
Ldsungen gelten die Rechenregeln 4.12. Es liegt daher nahe, diese Rechenregeln
fur die axiomatische Behandlung heranzuziehen. Wir werden im Anschluss daran
erldutern, warum wir ausgerechnet die Rechenregeln 4.12 und nicht andere Re-
chenregeln, wie etwa

0xx=0

gewadhlt haben.

4.13 Definition: Sei (K, +,-) ein Korper. Ein K-VEKTORRAUM ist eine Men-
ge V zusammen mit einer ADDITION

VxV—V, (X,¥) — XDy
und einer SKALAREN MULTIPLIKATION
KxV —V, (a,X) — axX,

so dass folgende Axiome erfiillt sind:
Fir die Addition:

1) xa(yoz)=xXDY)BZ VXY,2EV
(2) xpy=ydx VxyeV
(3) Man kann ein Element 0 € V finden, so dass fiir alle x e V gilt: x50 = x

(4) Zux eV gibtes ein &x, so dass
X® (ex) =0
Fur die skalare Multiplikation: Va,be Kund Vx,y eV gilt
(5) (a-b)xx=ax(bxx)
(6) ax(xdy) =axxdaxy
(7) (a+b)xx=axxdb=*x
(8) 1xx=x

Die Elemente von V nennt man VEKTOREN.

42



4.14 Bemerkung: Die Axiome der Addition sind fiir unser Beispiel K" erfiillt.
Sie sind identisch mit den Axiomen der Addition fir Korper, die wir bereits als
sinnvoll eingesehen haben. Die Axiome der skalaren Multiplikation gelten eben-
falls in K". Wichtig ist hier aber ein weiterer mathematischer Sachverhalt: In K
haben wir eine Addition und eine Multiplikation. Die Axiome (5),...,(8) geben nun
an, wie sich diese Strukturen zur Struktur auf V, d.h. zur skalaren Multiplikation
und Addition auf V verhalten.

Bevor wir erste Folgerungen aus den Axiomen ziehen, stellen wir zwei weitere
Beispiele vor:

4.15 Beispiel: Sei K ein Korper und M eine beliebige Menge. Dann ist die Menge
Abb(M, K)

aller Abbildungen von M nach K mit folgenden Verkniipfungen ein K-Vektor-
raum: Sei f,g € Abb(M,K), a € K; wir definieren

(f®g)(x) = f(x)+9(x) VxeM
(ax f)(x) :=a- f(x) VxeM

Der Nachweis der Axiome ist dem Leser iberlassen.

4.16 Beispiel: Wir erinnern daran, dass R C C. Dann ist C mit der tblichen Ad-
dition und der tiblichen Multiplikation

RxC—C (a,x) — a-x

ein R-Vektorraum. Auf die gleiche Art kann man R und C mit der tblichen Addi-
tion und Multiplikation als Q-Vektorrdume auffassen.

Vektorrdume diese Art spielen in der Algebra und der Zahlentheorie eine zentrale
Rolle.

4.17 Folgerungen aus den Axiomen:

(1) Da die Axiome der Addition mit denen der Addition in Korpern tberein-
stimmen, erhalten wir aus (2.5): Es gibt genau ein Element 0 € V, das das
Axiom 3 erfullt. Wir nennen es den Nullvektor.

(2) VxeVgilt: 0xx=0.
(3) VacKygiltax0=0
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(4) Vae K VxeVgilt: (—a) xx= o(a*xX) = ax(5X).
(5) VxeVgilt: (—1)xx = 5x.
(6) axx=0=—a=0o0derx=0.
(7) VaeK, VxyeVgilt
ax(Xoy)=axx o axy
Hier schreiben wir kurz x& y flir & (8y).

Beweis: (2) 0xx= (04 0)*x = 0xx 0= x. Addieren wir (0 x) ab, erhalten
wir0xx=0.

(3) wird genauso gezeigt.

(4) axxd (—a)xx=(a—a)xx=0xx= 0. Addieren von S(axXx) gibt (—a) xx =
&(ax*X). Genauso zeigt man, dass a* (SXx) = S(axXx).

(5) folgt aus (4): (—1)xx= S(1*X) = 65X

(6) Angenommen a# 0. Dann gilta=1x (axx) =a 1x0=0. Abera 1« (axx) =
(@l a)xx=1xx=x Alsox=0.

(7) ax (xoy) =axxd a*(0y) = axxXd (6(axy)) = axXc axy. O

4.18 Bezeichnung: Wie in den meisten Lehrbichern tblich, schreiben wir + statt
¢ und - statt x. Dem Leser sollte es aus dem jeweiligen Zusammenhang Klar sein,
ob unter + die Addition von Korperelementen oder Vektoren zu verstehen ist und
unter - die Multiplikation im Korper oder die skalare Multiplikation.

4.19 Definition: SeiV ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heilit UNTER-
VEKTORRAUM, wenn W mit der Addition in V und der skalaren Multiplikation
inV ein K-Vektorraum ist.

Achtung: Wir haben jetzt Unterkorper und Untervektorrdume kennen gelernt.
Hier wird ein typischer Grundsatz der Mathematik angewandt. Wir haben eine
Menge M mit einer (hier algebraischen) Struktur gegeben. Eine Teilmenge N C M
heiRt dann Unterobjekt von M, wenn die Struktur auf M dieselbe Struktur auf N
definiert.

Als erstes machen wir uns klar, welche Bedingungen W C V erfiillen muss, damit
W ein Untervektorraum ist.

4.20 SeiV ein K-Vektorraum und W C V Teilmenge. Dann gilt:

W ist Untervektorraum <— (i) W =0
(i) XyeW=—x+yeW
(i) xeW,aec K= a-xeW
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Beweis: Die Bedingungen (ii) und (iii) sind daftir notwendig, dass die Addition
und skalare Multiplikation auf V' auch Verkniipfungen auf W sind. Damit ist ,,—*
klar, weil auch 0 € W sein muss.

»<—" Wie schon erwéhnt, definiert die Struktur auf V wegen (ii) und (iii) eine
Struktur auf W. Nach (iii) ist mit x auch (—1)-x = —x aus W und damit auch
0 = x— x. Die Ubrigen Axiome gelten fiir W, weil sie bereits auf der groReren
Menge V gelten. O

4.21 Beispiel: Die Lésungsmenge LY des homogenen Gleichungssystems (4.2)
ist ein Untervektorraum von K",

Wenn wir also etwas tiber die Struktur von L9 erfahren wollen, miissen wir Unter-
vektorraume studieren.

4.22 Satz: SeiV ein K-Vektorraum und J # 0 eine Indexmenge. Sei W, fliri € J
ein Untervektorraum von V. Dann ist

W =W
ied
ein Untervektorraum von V.

Beweis: 0 ¢ W firallei € J. Also 0 € W und damit W # 0 (die Bedingung W # 0
testet man stets am einfachsten daran, ob 0 € W).

Sind nun x,y e Wund aec K Dann gilt xye W VieJ. DaW ein Untervek-
torraum von V ist, folgt x+yeW und a-xe W Vi e J. Also x+y e W und
axeW. O

Wir brauchen (4.22), damit folgende Definition sinnvoll ist:

4.23 Definition: Sei V ein K-Vektorraum und M C V eine beliebige Teilmen-
ge. Wir definieren Span(M) als den kleinsten Untervektorraum von V, der M
enthélt. D.h.

(1) M C Span(M)
(2) Ist W ein Untervektorraum von V, so dass M C W, dann gilt

Span(M) C W.

4.24 Span(M) existiert. Genauer gilt: Span(M) ist der Durchschnitt aller Unter-
vektorrdume W vonV mitM C W. O

4.25 Beispiel: (1) Span(0) = {0}
(2) Span(V) =V
(3) Seive V. Dann ist Span(v) = K- v
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4.26 Definition: Eine Teilmenge M C V, fir die Span(M) =V gilt, heilit ER-
ZEUGENDENSYSTEM von V. Besitzt V ein endliches Erzeugendensystem,
heilitV ENDLICH ERZEUGT.

Die Beschreibung (4.24) von Span(M) ist ziemlich abstrakt. Wir werden gleich
eine erheblich konkretere geben. Aber (4.23) und (4.24) sind Konzepte, die man
sofort auf andere Strukturen Ubertragen kann. Um nur ein Beispiel zu nennen,
kdnnte man genauso den kleinsten Unterkorper von K, der eine vorgegebene Teil-
menge M C K enthalt, definieren und angeben. Wir haben wieder ein weiteres
Standardrezept der Mathematik kennen gelernt.

4.27 Satz: SeiV ein K-Vektorraum und M C V eine nicht-leere Teilmenge. Dann
gilt

Span(M) ={xeV; Jy;,...,y, e Munda,,...,a € K, sodass
X=ayyy + -+ 8 Vi)
4.28 Bezeichnung: Ein Ausdruck der Form

k
X=>ay=ay++ay YeVv.gek
i=1

heilt LINEARKOMBINATION vony;,....,Y,. Span(M) ist also die Menge aller

Linearkombinationen von Vektoren aus M.

Beweis: 4.26: Sei W die Menge auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens. W
ist Untervektorraum von V, denn:

(i) W+ 0, weil M £ 0.

(i) Sindx=a;y; +---+ay und X =b;z, +---+b,z, aus W, d.h. y,,....Y,,
z,...,zyc¢Munda,,...,a,b;,...,b, ¢ K Dann ist

x+X =ay; +-+ayt+bz +--+byz
ebenfalls eine Linearkombination von Vektoren aus M. Also x+ x' € W.

(iii) Istac K, soista-x=(a-a;)-y; +---+(a-a) -y, wieder eine Linearkom-
bination von Vektoren aus M, also a-x € W.

NungiltM C W, denn firye M isty=1-y € W. Es folgt
Span(M) C W.

Da aber M C Span(M) und Span(M) ein Untervektorraum ist, sind alle Li-
nearkombinationen von Vektoren aus M in Span(M). D.h. W C Span(M).
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4.29 Beispiel: (1) Sei et =(1,0,0), € =(0,1,0), €2 =(0,0,1) aus R3 Dann
gilt
Span(et,e?, €% = R>.
(2) In R3 betrachten wir die ,,Ebene"

M = {(Xg,%p,%3) € R®, X3 =1}

Dann ist Span(M) = R3,
Denn sei (X4, Xy, X3) € R3ein beliebiger Vektor, dann ist

Durchschnitte von Untervektorrdumen sind wieder Untervektorraume. Fir Verei-
nigungen ist das in den seltensten Fallen richtig. Als ,,Ersatz“ nehmen wir

4.30 Definition: Sind W, ..., W, Untervektorrdume eines K-Vektorraumes V,
dann heif3t der Untervektorraum

W, +W, + - Wh i= Span(W, UWL U - - - UWh) = {X 4+ -+ X X €W Vi}
die SUMME von W, ... W,
Gilt auRerdem Wi (Wy + -+ +W_y + W, +---+Wh) = {0} Vi=1...,n,

heifit W, + - -- +Wh DIREKTE SUMME und wird auch mit W, & - - - & W, be-
zeichnet.

Bemerkung: Da die W Untervektorrdume sind, kann man Linearkombinationen
von Vektoren in W, zu einem Vektor zusammenfassen. Daher gilt

Span(Wy U---UWh) = {X; 4+ -+ Xn; % €W, i=1,....,n}.
Diese Gleichung legt auch die Bezeichnung W, + - - - + W, nahe.

Die direkte Summe besitzt folgende wichtige Eigenschaft:
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4.31 Satz: Esseien W,,...,W, Untervektorraume eines K-Vektorraumes V. Dann
sind fur W =W, 4 ---+W, C V folgende Aussagen aquivalent:

Q) W=W,& oW

(2) iedes x € W besitzt genau eine Darstellung X = X; +X, 4 - - - +Xn mit x, € W
uri=1,....n

Beweis: (1) = (2): Daxe W =W, +---+ W, gibtes x; € W], ..., Xy € Wy mit
X=X+ -+Xn (%)

Sei X =y; + - -+ Yn eine weitere Darstellung mity, € W firi = 1,...,n. Dann
folgt
0=x=X=(X;=¥;)+--+ 0 —Yn).

Also gilt
—(%=¥;) = (g =Yy) + -+ (Gg = Yice) + Ky = Yiga) -+ (Xa = Yn).

Die rechte Seite liegt in Wy +---+W_; +W_; +---+Ws und die linke in W.. Da
aber WN (Wy+ -+ +W_y +W 1 +---+Wh) = {0}, folgt

%—Y;=0.

Damit ist die Darstellung (x) eindeutig.

(2) = (1) Sei x e W (W + -+ +W_; +W_ ; +---+Wh). Dann besitzt x eine
Darstellung
X= X1‘|‘““|‘Xi_1‘|‘xi_|_1‘|“"‘|‘xn

mit x, € W, fur alle k. Dann sind aber
X=0+--04%x+0+---40
1
X=X+ +X_1+0+X, 1+ +Xn

zwei Darstellungen von x gemaR (2). Wegen der Eindeutigkeit folgt x = 0, also
Wi N (W -+ W + W g+ -+ Wh) = {05 O

4.32 Beispiel:
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2
In R2sei W, = {(2x,X); x € R} und
w? W, = {(x,2x); x € R}
W, W, und W, sind Untervektorraume
und W; N W, = {0}. Es gilt R? =
W, &W,, denn
! 1V
) 2X—Yy 2X—Y 2y — X ) 2y — X
(Xy) = 3 7 3 + 3’ 3

Da sich jeder Vektor aus R? eindeutig als Summe von Vektoren aus W, und W,
darstellen lasst und W, , W, eindimensional sind, konnen wir {W;,W,} als schief-
winkliges Koordinatensystem auffassen.

Auf geeignete Wahlen von Koordinatensystemen werden wir spater noch einge-
hen.

Zunéchst wollen wir kldren, was wir unter der Dimension eines Vektorraumes
verstehen, wobei wir uns natirlich von der Anschauung leiten lassen. Weiter-
hin missen wir untersuchen, wie wir direkte Summenzerlegungen von V in 1-
dimensionale Untervektorrdume konstruieren konnen.

Wir wollen den Begriff der direkten Summe noch etwas erweitern.

4.33 Definition und Satz: Seien V und W K-Vektorraume. Dann ist V x W mit
den Verkniipfungen

Addition: (V x W) x (V xW) — V x W, (v, Wy )+ (Vo, Wy ) 1= (V; +V,, Wy +W,)
Skalarmultiplikation: Kx (V x W) — V xW, a- (v, w) := (a-v,a-w)

ein K-Vektorraum, genannt das PRODUKT von V und W.

Der Nachweis der Vektorraumaxiome ist einfach. Wir beweisen exemplarisch die
Axiome (4.13 (3) und (6)):

(0,0) ist der Nullvektor in V x W, denn

(WW) 4 (0,0) = (V+0,w+0) = (vuw)
a- ((vy,Wy) + (v, Wp)) = a- (Vg +Vp, Wy +Wy)
= (a-(vy+Vy),a- (w; +w,))
(a ViHa-vy),a-wy+a-wp)
a-vy,a-wy)+(a-vy,a-w,)
=a- (Vlvwl) +a- (V27W2)'
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Man sieht sofort, dass
Vx0:={(v0);veV}und0xW:={(0,w); we W}
Untervektorrdume von V x W sind. Da
(VW) = (v,0) + (0,w),
giltV xW =V x 040 xW. Da auBerdemV x 0N 0 x W = {(0,0)}, folgt

434 VxW=Vx03 O0xW
Aus diesem Grunde nennt man V x W oft auch die (dulRere) DIREKTE SUMME
von 'V und W, bezeichnet mitV & W.
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5 Basisund Dimension

Sei K ein Korper und V ein K-\Vektorraum.

5.1 Definition: Vektoren Xx;,...,X, aus V heien LINEAR UNABHANGIG
(Uber K) und {X;,...,%} heilt LINEAR UNABHANGIGES SYSTEM, wenn
aus

O=aX;+---+axn mitg e Kfiri=1,...,n
folgt, dassa; =a, =...=an=0. Gibtes a;,... ,an € K so dass (ay,...,an) #
(0,...,0) und a;X; + -+ anXn = 0, heiRen Xy, ..., X» LINEAR ABHANGIG.

5.2 Xj,...,%sind linear abhédngig <= mindestens ein x; ist Linearkombination
der tibrigen Vektoren Xj, ] #I.

Beweis: X,,...,X linear abhdngig <= 3 (a;,...,an) # (0,...,0) in K" mit
a1X1—|—"'—|—aan:0.

Sei etwa g; # 0. Dann folgt aus a; = —a; X — - —&_1X_1 — &, Xy — " —
aixn a 4 & an
X a L a X1 a X1 a "

0=DbyX;+---+b_1%_1 =X +b 1%+ +bnXn.
Da der Koeffizient von x, von 0 verschieden ist, sind X, , ..., Xn linear abhéngig. CJ

5.3 Definition: Eine Menge # = {X;,...,Xa} von Vektoren aus V heilt BASIS
von 'V (genauer K-Basis von V), wennV = Span(#), d.h. Z ist ein Erzeugenden-
system von V, und Z ist ein linear unabhdngiges System.

Eine Basis von V kann man als ,,schiefwinkliges” Koordinatensystem auffassen,
denn es gilt

5.4 Satz: Ist {X,..., X} eine Basis von V, dann besitzt jedes x € V genau eine
Darstellung als Linearkombination

X=a;X; + -+ anXn aekK i=1,...,n
der x.. Es folgt (beachte: K- v = Span{v})

V=KX & - BSK Xn.
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Beweis: DaV = Span{Xx,,...,%n}, hat jedes x eine Darstellung
X:a1X1—|—"'—|—aan

mita; € K, i=1,...,n Istx= b;X; + - - -+ bnXxy eine zweite solche Darstellung,
so folgt
0=x—x=(a; —by)x;+ -+ (an — bn)Xn.

Da {Xy,...,%n} linear unabhéngig ist, folgta; —b, =0 Vi alsoa, =b; Vi.Da
fur jeden Vektor x die Menge K- x = {a-x; a € K} ein Untervektorraum von V
ist, folgt der zweite Teil aus (4.31). O

5.5 Definition: SeiV ein K-Vektorraum. Die DIMENSION von V., dimV, ist die
grofite Zahl n € N mit der Eigenschaft, dass V n linear unabhéngige Vektoren
besitzt. Gibt es kein solches grofites n, setzen wir dimV = co.

5.6 Satz: Ist V endlich dimensional, dimV = n, und sind X;,..., Xy € V linear
unabhéngig, dannist {x,,...,Xn} eine Basis von V. Inshesondere ist jeder endlich
dimensionale Vektorraum auch endlich erzeugt.

Beweis: Wir brauchen nur zu zeigen, dass V C Span{X,,...,X}. Sei x€ V. Da
dimV =n, ist {X,...,%n,X} linear abhéngig (da sonst dimV > n+1). Also hat
man eine Gleichung

aX; - tanXn+a,,x=0 g ek

in der nicht alle & = 0 sind. Es muss a,, ; # 0 gelten, da sonst Xy, ...,y linear
abhédngig waéren. Es folgt

1
X= ————(a;X; + -+ aX) € Span{xy, ... ,¥n}.
Any1

O

5.7 Basisergangzungsatz: Seien Xx,,...,X linear unabhangige Vektoren in V
undys,...,YsWweitere Vektoren in V, so dass

V =Span{X;,..., %, Y-, Ys}-
Dann gibt es eine Teilmenge {yil, .. ,yik} C{Yqs---,Ys}, so dass
{X]_7 e 7Xr7yi17 e ’yik}
Basis von V ist.
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Beweis: Unter allen Teilmengen {yil, . ,yik} von {yy,...,Ys}, fir die gilt

V = Span{x,,... X0, Yi e ,yik}

wahlen wir eine mit minimalem k. Wir nummerieren die y; so um, dass {yj, ...,
Y, } diese gewahlte Teilmenge ist. Es gilt also

V =Span{X;,.... X, Y- Vit
aber ldsst man ein y; weg, wird V vom Rest nicht mehr erzeugt.

Behauptung: {X,..., X, Yy,-..,Y,} ist Basis von V.

Beweis: Wir missen nur die lineare Unabhangigkeit nachweisen. Sei also eine
Gleichung

aX +--t+ax+by, +---+by =0  abjekK
gegeben. Angenommen b; # 0, dann folgt wie im Beweis von (5.6)

yi € Span{X]_7 e 7Xr7y]_7 A 7yi_]_7yi+]_7 e 7yk}

und damit
Vo= Span{Xy, ..., X, Yys -5 Yim 1, Yigas -+ Vi)

Wegen der Minimalitat von k ist das unmdglich. Also sind alle b, = 0. Dax,, ..., X
linear unabhangig sind, folgt dann aber, dass alle a; = 0. O

5.8 Auswahlsatz: Aus jedem endlichen Erzeugendensystem {y;,...,ys} eines
Vektorraumes V #£ {0} kann man eine Basis auswéhlen.

Beweis: Wende den Basisergdanzungssatz mitr =0 an. O

5.9 Austauschsatz: Sind x;,..., X linear unabhéngige Vektoren inV und ist M
ein Erzeugendensystem von V, dann kann man r Vektoren aus M so auswéhlen
und gegen die Xq,...,X austauschen, dass man wieder ein Erzeugendensystem
von 'V erhélt.

Beweis: Wir nehmen an, wir hatten schon x,,...,X,_; gegen Vektoren y,,...,
Y1 aus M so ausgetauscht, dass die Menge

M =X, X% UMY, Y 1)

ebenfalls VV erzeugt. Fur den Fall k = 1 setzen wir hier My = M. Da M, _; ein
Erzeugendensystem ist, hat x, eine Darstellung

X=X T8 X T Yt T AYs
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mita, € Kflri=1,...,sund geeignete Vektoreny,, ... ,ysaus M\{y;,...,y, 4}.
Da {Xy,..., %} linear unabhdngig ist, konnen nicht alle a,, 3, ,, ... ,as Null sein.
Durch Umnummerierung dirfen wir annehmen, dass a, # 0. Es folgt durch Auf-
I6sen nach y, und Division durch a, dass

yk € Span{X]_7 T 7Xk_]_7xk7yk_|_]_7 s 7yS}'

Also ist M, = {X;,...,%_1, %} U(M\{y;,...,Y,}) ein Erzeugendensystem von

V.
Beginnend mit M, = M setzen wir das Verfahren solange fort, bis alle x; gegen
geeignete y; getauscht sind. O

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:
5.10 Satz: Sei V endlich dimensionaler Vektorraum

(1) Ist {X,..., X%} eine Basis von V und {y,,...,ys} ein Erzeugendensystem,
danngiltr <s

(2) Ist {Xy,...,X} eine Basis von V, so gilt dimV = r. Also haben alle Basen
von V dieselbe Anzahl von Elementen.

(3) dimV =Min{ne N; 3X;,...,X €V mitV = Span{xy,... ,Xn}}

Beweis: (1) folgt aus dem Austauschsatz.

Da eine Basis auch ein Erzeugendensystem ist, haben nach (1) zwei Basen gleich-
viel Elemente. Nach (5.6) gibt es aber eine Basis mit dimV Elementen. Also folgt
(2). Aus (1) und (2) folgt wiederum (3). O

. i
5.11 Beispiel: dimK" =n:Seie =(0,0,...,0,1,0,...,0). Dannist {e!,...,€"}
eine Basis von K", genannt die STANDARDBASIS. Der Beweis dafiir ist trivial.

Anwendungen auf K" und lineare Gleichungssysteme

Seien V! i= (ay5,...,84,), V2 = (8p1y- -+ o) -+ - s VT = (@ppg, - - - »@m) Vektoren
im K-Vektorraum K.

5.12 Wie testet man die lineare Unabhéngigkeitvon Vi, ..., v™?
vi, ..., v™sind linear unabhingig <> die vektorielle Gleichung

X,V Xm V=0 x € K
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hat nur die triviale Losung (Xy,...,Xm) = (0,...,0). Schreiben wir diese Glei-
chung koordinatenweise aus, erhalten wir das Gleichungssystem

% + ayX +o apXm = 0

X + X o+ AmXm = 0

von n Gleichungen mit m Unbekannten. Man beachte, dass die Indices der g;;
anders geordnet sind als in (4.2).

Da K" nur Systeme mit hochstens n linear unabhangigen Vektoren besitzt (s.
5.11), brauchen wir nur den Fall m < n zu erdrtern. Wir sehen sofort: vi,... ,v™
sind genau dann linear unabhéngig, wenn die Dreiecksform (1.8) des Gleichungs-
systems die Gestalt

X, Xg, -+ - Xgu | D
1 @&, ... ... a,]|0
0 1 Do
0 :

0

0 0 |:
0 0|0

hat.

Beispiel: Im R 2 testen wir die Vektoren

vi=(1,1,1)
V2 =(1,0,3)
v =(3,5,—1)

auf lineare Unabhéngigkeit. Wie in (5.12) angegeben, schreiben wir die \Vek-
toren als Spalten eines Gleichungssystem-Schemas auf und formen nach dem
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Gauf’’schen Algorithmus um:

Pe
=

x
X

w

—11
[14-2-11

w
O OO OO0 OO ooT

OO R OORRRERER
|

OR RNRER RLRWO RN
[N}

Die Einsen auf der Diagonalen reichen nicht an die vertikale Trennungslinie. Also
sind die Vektoren linear abhéngig. In der Tat ist (—5,2,1) Losung der vektoriellen
Gleichung

xl-v1—|—x2-v2—|—x3-v3 =0,

so dass
5. v 422+ Vv =0.

Beispiel: Sind v} und v2 wie im letzten Beisiel, dagegen aber v® = (3,5,0), so ist
die obere Dreiecksform des entsprechenden Gleichungssystems

X, % X|b
1 1 3|0
0 1 —-2|0
0 O 1(0

Folglich sind die drei Vektoren linear unabhingig in R3,

5.13 Geometrische Interpretation der Losungsmenge L eines linearen Glei-
chungssystems

Wir betrachten das reduzierte System (1.13) eines Iésbaren linearen Gleichungs-
systems

Xy Xg, -+ - Xg Xq,, oo Xo b

1 0 . 0 aj,; ... aj|bi

o 1 ... ... 0 : :
0

0 1 a':F,r-|—1 a:,n b>rk
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Wir lesen sofort die spezielle Losung ab:

0 __ 0 b* 1<i<r
=0 )mIth { r+1<i<n

Ist L die Gesamtlésungsmenge und L die Lésungsmenge des zugehdrigen homo-
genen Gleichungssystems, so wissen wir

L=xX’+L%={xX+x xeL%,

und L9 ist ein Untervektorraum von K". Das reduzierte Schema fiir das homogene
Gleichungssystem sieht genauso aus, nur dass b = 0 ist fuir alle i. Damit kdnnen
wir aus dem Schema sofort eine Basis fiir L% ablesen:

5.14 Das reduzierte Schema liefert uns eine Basis von n—r \ektoren
IR Via

von LY. Fiir die Koordinaten Vi, ... , Vi, von V/ gilt

. _a)jk,r-|—i 1<j<r
Vg =4 1 j=r+i
]
0 sonst

Um die Bezeichnungsweise nicht zu tiberfrachten, erldutern wir das fur den Fall,
dass die x; in der lblichen Reihenfolge aufgelistet sind:

Xy Xy XX X414 .-~ X% |b
1 0 0 aj,,; ... a;,|0
0 1 0 &, ... 8,0 (%)
0 : C
0
0 1 &y -+ &n|0

In der b-Spalte haben wir Nullen, weil wir das homogene System betrachten. Die
Idee ist nun, die Gleichungsteile mit x,_ ,,..., X auf die rechte Seite zu bringen,
daher gehen die & ; nach —aj ; tiber. Dann setzen wir ein xj=1 fur j >r+1und
die tbrigen O und Iesen dann dle Werte fir x,, ..., % ab. Wir erhalten die Vektoren

1 * * *
v2 (= ri1 = g1 &4, 1,0,...,0)
_ * * *
Ve = (=42 @i —842,0,1,0,...,0)
VT = (—al @~ &0, 0,...,0,1)
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Die Vektoren sind linear unabhangig. Aus
eVt Fe V=0 ceK

folgtc; = c, =... = ¢,_, = 0, denn die letzten n—r Koordinaten des Summen-
vektors auf der linken Seite sind

C1:Coy -+ Cruy-

Nach (1.14) ist X = (Xy,...,Xn) genau dann Losung unseres homogenen Systems,
wenn

_ * *
X1 = T8 X T Ak
— * *
X = T rXp1 T T &k
x = —af —... X
- TR SR e

Fir dieses x gilt aber
X = xr+1-vl+---+xn-vn_r.

Also ist {v1,....v" "} auch ein Erzeugendensystem von L°. Wir erhalten:

5.15 LY ist ein (n—r)-dimensionaler Untervektorraum von K" mit Basis V2, .. .,
vir

5.16 Definition: Sei W C K" ein Untervektorraum und x0 € K" fest gewahit.
Dann heif3t
X+W={L+y, yeW}

AFFINER UNTERRAUM von K" der DIMENSION dimW.

5.17 Die Losungsmenge eines losbaren inhomogenen linearen Gleichungssy-
stems mit n Unbekannten ist ein affiner Unterraum von K".

Beispiel: Die reduzierte Form des Beispiels 1.15 ist

Xp X4 X5 X5 Xs‘ b
1 0 O -3 1|-1
0O 1 O 3 0 2
0 0 1 2 0 2

Fur die spezielle Losung x° setzen wir X, = 0 und X, = 0 und erhalten x; =
-1, X4 =2, X5 =2, so dass

X’ =(-1,0,0,2,2).
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Die Losungsmenge L° des zugehdrigen homogenen Gleichungssystems ist ein
(5— 3)-dimensionaler, also 2-dimensionaler Untervektorraum von R®. Eine Basis
erhalten wir nach dem Verfahren 5.14, indem wir (in den beiden letzten Spalten)

(1) X, =1und x; = 0 setzen und dann an der x,-Spalte ablesen
Xy =3, X4 = —3, Xg = —2,
vi=(3,1,0,-3,-2)
(2) X, =0und x; = 1 setzen. Wir erhalten aus der x5-Spalte
X, =—1,%,=0, x5 =0,

also
v2 =(-1,0,1,0,0).

5.18 Auffinden einer Basis eines Untervektorraumes W c K".
Wir wollen annehmen, dass wir einen Untervektorraum W C K" durch ein Erzeu-

gendensystem gegeben haben und suchen eine Basis von W. Sei also {y;, ... ,ym}
ein Erzeugendensystem von W, d.h.
W = Span{y;,...,Ym}.

5.19 Lemma:

(1) Span{yy,....¥i - .Yj-- - Ymb = Span{yy,....¥, ... Y-, Ym}

(2) Furce K\{0} ist

Span{yy,...,¥,....Ym} = Span{y;,...,C-Vi,...,Ym}
(3) Furi# jundce Kist
Span{yy, ..., Ym} =Span{y;,....¥; + Y}, Y} Ym}

Beweis: (1) und (2) sind trivial. Fir (3) beachte:
yi+oy; € Span{y,,...,Ym}, und wegeny; =y + Cy; —Cy;

Yi €Span{yy, -, Yi +CYjse sV, Ym}
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Sei nuny, = (a,...,a&,), i =1,...,m Wir schreiben die y; als Zeilen eines
Schemas

X; X% Xn |
all a12 ------ aln
Ay Arp e amn

Nach (5.19) spannen die Zeilenvektoren bei Umformungen nach dem Gaul3’schen
Verfahren wieder W auf. Aber Achtung: Spaltenvertauschung bedeutet Koordi-
natenvertauschung; d.h. die x;-Spalte gibt die i-ten Koordinaten an.

Wir erlautern das Ergebnis am Endschema (5.14(x)). (Im allgemeinen Fall muss
man noch die Koordinaten zuriick tauschen.) Danach hat W die Vektoren

1
ws = (1,0,....0,a],,4,... 8] )

Wr = (0,...,0,178;:r+]_7"'7a:,ﬂ)

als Basis: Nach (5.19) spannen sie W auf. Sie sind linear unabhédngig, wie man an
den ersten r Koordinaten sofort sieht.

Beispiel: Wir suchen eine Basis von

W = Span{v}, V2, v3,v} c R®

mit
vi=(1,-2,1,1,-1)
V2 =(2,1,2,1,2)
V=(-1,-2,-1,-1,-1)
vV =(3,1,3,2,2).

Das Schema mit den Zeilen v, ... v*ist das des Beispiels (1.15). Aus dem redu-
zierten Schema (siehe vorausgegangenes Beispiel) entnehmen wir als Basis fur W
die drei Vektoren

w! = (1,-3,1,0,0)

w? = (0,3,0,1,0)

w? =(0,2,0,0,1).
Die i-te Koordinate entnimmt man der x;-Spalte.

Wir schlieBen den Abschnitt mit zwei Dimensionsformeln.
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5.20 Satz: Seien W, und W, endlich dimensionale Untervektorraume eines K-
Vektorraumes V. Dann gilt

Beweis: Sei {x,,...,X.} Basis von W, NW,. Wir ergdnzen diese Basis zu Basen
XX Yy, Y von W und {Xy, ..., X0, 2y, ..., Z,} von W,
Behauptung: {X;,....Xn,Yq,--- Y2y, ---,2} ist Basis von W, +W,. (Damit
folgt der Satz, denn dimW, 4-dimW, = n+k+n+£und dim(W, +W,) +dim(W, N
W,) =n+k+{4n).
Seixe W, +W,, d.h. x=u+vmituec W, und ve W,. Dann ist u K-Linearkombi-
nation von {X;,...,Xn,Yy,-..,Y,} und vist K-Linearkombination von {X,, ..., Xn,
Z,,...,Z}. Also ist x Linearkombination von {X;,...,Xn,¥Yq,---, Y Zi,--->2 1,
d.h.

W, +W, C Span{Xy,... ,Xn,¥Yq:--- Yk Zgs--- 2 24}
Da alle x;, ¥,z € Wy +W,, ist {X;,...,Xn, Y15+, Y 45+ - - » 4} €in Erzeugenden-
system von W, + W, Es ist auch linear unabhangig: Sei

a X+ +anxn+ by +--+by+cz +---4+¢2 =0
a;, by, ¢ € K Seinun
X:a1X1—|—"'—|—aan

y:b1y1_|_..._|_bnyk
Z=C )+ +C7

Dann gilt x+y = —ze€ W, NW,. Da aber {X;,...,Xn} Basis von W; "W, und
{Xg, o5 %0, Y, - -+, Yt Basis von W, ist, folgt, dass alle b, = 0 sein miissen, also
x = —z Dann folgt analog, dass alle ¢; und damit auch alle a; Null sein missen.
O

5.21 Satz: Sei V ein K-Vektorraum und W C V ein Untervektorraum, der die
direkte Summe von k endlich dimensionalen Untervektorrdumen W, ist, also W =
W, @ ---BW,. Dann gilt

dimW = dimW1 4+ 4+ dika.

Fur den Beweis benutzen wir mal wieder eine Ergéanzung aus den mathematischen
Grundlagen.
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5.22 Erganzung: Das INDUKTIONSPRINZIP: Sei A(n) eine Behauptung lber
naturliche Zahlen n fir n > n,. Gilt

(1) A(ng) ist eine wahre Aussage.
(2) A(n) = A(n+1) firn> n,,.

Dann ist A(n) eine wahre Behauptung fiir alle n > nj,.

Denn A(n,) ist wahr, nach (2) also auch A(ny+ 1), also auch A(n, + 2) usw. Das
Induktionsprinzip folgt sofort aus den sog. Peano-Axiomen fir die natirlichen
Zahlen.

Beweis: 5.21: Sei A(k) die Aussage des Satzes.
A(1) ist wahr. Klar!
A(k) = A(k+1): Wir diirfen voraussetzen, dass A(k) wahr ist. Sei nunW =W, @

- OWE W, undW =W, & - - - W, Dann gilt nach Def. 4.30: W =W'+W, , ,
und W' NnW,_ , = {0}. Aus (5.20) folgt

dimW = dimW' +dimW,_ , —dim(W' nW_ ;) = dimW' +dimW, ,.
Da A(K) gilt, haben wir

dimW' = dimW, + - - - + dimW,.

U
5.23 Beispiel: A(n) sei die Aussage: n>—4n+3>0
Behauptung: A(n) ist wahr fur n > 3.
Beweis: A(3) ist wahr, denn 32— 4.3+3 = 0.
A(n) = A(n+ 1) : Wir untersuchen
(N+1)2—4(n+1)4+3=n*4+2n+1—-4n—4+3
=n’—4n+3 + 2n-3 >0
—_——— ~——
>0wegenA(n)  >0wegenn>3
0
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Teil |1
Lineare Abbildungen

6 Grundbegriffe

6.1 Achtung! Mathematisches Grundprinzip: Will man Mengen mit einer ma-
thematischen Struktur miteinander vergleichen, betrachtet man Abbildungen zwi-
schen ihnen, die diese Struktur erhalten!

6.2 Definition: Eine Abbildung f : V — W zwischen zwei K-Vektorrdumen
heilst LINEAR, genauer K-linear, wennV x,y € V und V a € K gilt

D) f(x+y)=f(x)+f(y)
(2) f(a-x)=a-f(x)

D.h. eine lineare Abbildung erhélt die Addition und die skalare Multiplikation auf
einem Vektorraum.

6.3 Einfache Eigenschaften: Fir eine lineare Abbildung f : V — W gilt:
(1) f(0)=0
(2) f(—x)=—-1f(x) VxeV
B) f(SLiax)=3L1a-f(x) VX,....xn€V, Va,...,aneK
(4) {X4,...,%n} linear abhéngig inV = {f(X,),..., f(Xn)} linear abhéngig in
W.

(5) Die Abbildung f : V — W ist genau dann linear, wenn
fla-xty)=a - f(x)+ f(y) VxyeV, Vaek
Beweis: (1) f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0). Addiere —f(0).

(2) f(x)+ f(—x) = f(x—x) = f(0) = 0. Addiere —f(Xx).
(3) Beweis durch Induktion: Sei A(n) die Aussage (3). Dann ist A(1) wahr.
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A(n) = A(n+1) : Setzey = 3| ; & - x. Dann gilt unter Benutzung von A(n)

f(Zin:JrllaiXi>

= f(y+an;1 X1) 021 f(y) + f(an 1% 1)

n+1

= ST 00) + 81 fy1) = Ty & F(x)

(5) ,—" ist (6.3.3). ,,<—=": Mit a= 1 folgt Axiom 6.2.1. Wie in (1) folgert man
daraus, dass f(0) = 0. Mity = 0 folgt Axiom 6.2.2.

P22 F(Y) +an 1 F(%n40)

n

(4) Xq, ..., %n linear abhdngig = 3 (a;,....an) #(0,...,0) in K" mit 3 ax =
i=1

0. Mit diesen a; gilt |

i:ilaif(xi) ® (iiaixi> = £(0) = 0.

Also sind f(x;),..., f(x) linear abhdngig. O

6.4 Lemma: Es seien f :V, —V, und g:V, — V; lineare Abbildungen von
K-Vektorrdaumen. Dann gilt

(@8] id\,l ist linear.
(2) go fist linear.
Beweis: (1) ist trivial.
(2) (g0 f)(ax+y) = g(f(ax+y)) = g(a- f(x) + f(y)) = a-9(f(x)) + 9(f(y))
=a-(go F)(x) +(ge f)(y)
U

6.5 Definition: Eine lineare Abbildung f : V — W von K-Vektorrdumen heif3t
ISOMORPHISMUS, wenn es eine lineare Abbildung g : W — V gibt, so dass
go f =idy und f og=id,,. WirschreibenV =W, V und W heien ISOMORPH.
g heilt INVERS zu f. (Nach 3.22 istg= f~1)

6.6 Achtung! Mathematisches Grundprinzip: IstV =W, so sind V und W aus
mathematischer Sicht im wesentlichen gleich: Aus der Struktur von V erhélt man
uber f und g die Struktur von W. Z.B. gilt fir w;,w, € W

Wy + W, = fog(wy +w,) = f(g(w;) +9(w,)).
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Links haben wir die Addition in W. Sie ist durch die Addition g(w;) 4+ g(w,) inV
eindeutig bestimmt.

Aus demselben Grund haben V und W als Vektorrdume dieselben Eigenschaften.
Kennt man V, so kennt man auch W als K-Vektorraum. Definition 6.5 l&sst sich
natlrlich auch auf andere Strukturen tbertragen, etwa auf Korper.

In vielen Lehrbiichern werden Isomorphismen anders eingefiihrt. Dabei vergisst
man aber leicht den allgemeinen mathematischen Grundsatz. Der folgende Satz
enthélt die hdufiger benutzte Beschreibung eines linearen Isomorphismus!

6.7 Satz: Es seien U,V,W K-Vektorraume. Dann gilt

(1) f:U — Vistein Isomorphismus <= f ist linear und bijektiv.
(2) id, ist ein Isomorphismus.

(3) Sind f :U — V und g:V — W Isomorphismen, dann ist go f ein Iso-
morphismus.

Beweis: (1) ,,—" folgt aus (3.20).

<" Seig:V — U die Umkehrabbildung von f. Wir miissen nur zeigen, dass
g linear ist. Seien v;,v, € V und u; = g(v;), U, = g(Vv,). Dann gilt f(u;) =v; und
f(u,) = v,. Es folgt

g(a-vy+vy) =g(a- f(uy) + f(uy)) = (go f)(a-u; +uy)
=a-Up+ U, =a-g(Vvy) +9(Vy).
(2) und (3) folgen sofort aus (1) und (6.4). O

6.8 Satz und Definition: Sei f :V — W eine lineare Abbildung von K-Vektor-
rdumen. Dann sind

Kernf = {xeV; f(x) =0} = f~1(0)
Bildf = f(V)={yeW; IxeV mit f(x) =y}
Untervektorrdume von V bzw. W, genannt der KERN und das BILD von f.

Wir missen zeigen, dass Kern f und Bild f Untervektorrdume sind. Da {0} C W
und V C V Untervektorrdume sind (genannt die TRIVIALEN Untervektorrdu-
me), folgt das aus folgendem allgemeineren Resultat.

6.9 Satz: Sei f : V — V' eine lineare Abbildung. Dann gilt
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(1) IstU C V Untervektorraum, dann ist f(U) C VV/ Untervektorraum.

(2) IstU’ C V' Untervektorraum, dann ist f~1(U’) C V Untervektorraum.

Beweis: (1) DaU # 0, ist f(U) # 0. Seien nuny,y’ € f(U) und sei a€ K. Dann
existiert x,X' € U mit f(x) =y, f(X') =Y. Es folgt

y+y = f(X)+f(X)=f(x+xX)ef(U) , dax+xeU
a-y = a-f(x)="f(a-x)e f(U) , daa-xeU.

(2)Daf(0)=0€cU’,ist0ec f~1(U’), also f~1(U’) # 0. Seien x,x aus f~1(U’),
d.h. f(x), f(X') e U’, und sei a€ K Es gilt

f(x+x) = fX)+f(X)eU’ , also x+x € f~1(U)
fla-x) = a-f(x)eU’ , also a-xe f~1U).

Ein oft benutztes Kriterium fir die Injektivitét einer linearen Abbildung ist

6.10 Satz: Eine lineare Abbildung f : V — W ist genau dann injektiv, wenn
Kern f = {0} (wir schreiben in Zukunft kiirzer Kern f = 0).

Beweis: Sei f injektiv. Fur x € Kern f gilt f(x) =0 = f(0). Da f injektiv ist, folgt
x=0.
Sei Kern f =0und f(x) = f(y). Dann gilt

0=f(x)—f(y) = f(x—y).
Also x—ye Kernf, d.h.x—y=0. Alsox=Y. O

6.11 Satz: Sei f :V — W eine lineare Abbildung und V endlich dimensional.
Dann gilt:
dimV = dimKern f + dimBild f.

Wir vermerken zunachst

6.12 Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und U C V ein Untervektor-
raum, dann gilt dimU < dimV, denn U kann nicht mehr linear unabhéngige Vek-
toren haben als V.

Beweis des Satzes: Als Untervektorraum eines endlich dimensionalen Vektorrau-
mes ist Kern
f endlich dimensional. Sei {x;,...,x} Basis von Kernf und {x,,...,
X, Y1, ---,Yr} die Ergdnzung zu einer Basis von V (benutze (5.7)).
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Behauptung: {f(y,),..., f(yr)} ist Basis von Bild f (damit folgt der Satz).
Beweis: Sei x € V beliebig, x=a; - X; + - - +a X, +byy; +-- -+ bryr. Dann gilt

F(}) =by- fly)+--+br- f(yr)

da f(x)=0flri=1,---,k Alsoist {f(y,),..., f(yr)} ein Erzeugendensystem
von Bild f. Das System ist linear unabhéngig, denn aus

a;- fy) +--+ar-f(y)=0

folgt
f(a,y,+---+ayr) =0, alsoayy, + - - -+ aryr € Kern f.

Das ist aber nur moglich, wenna; = ... =a, =0. O
6.13 Definition: Die Zahl rg f = dim(Bild f) heiit RANG von f.
crg f = dim(Kern f) heit CORANG von f.

Lineare Abbildungen haben die schone Eigenschaft, dass sie durch ihre Werte auf
einigen wenigen Vektoren schon festgelegt sind.

6.14 Satz: Seien V,W K-Vektorrdume, # = {X;,...,%n} eine Basis von V und
Y1,-- - Yn beliebige Vektoren aus W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

f:V—W
mit f(x) =y firi=1,...,n.

Beweis: Unsere Vorgangsweise ist typisch fur viele Existenz- und Eindeutigkeits-
beweise: Man nimmt zunéchst an, dass f existiert und untersucht, wie f aussehen
muss. Dieses Ergebnis verwendet man dann fiir den Nachweis der Existenz.

Sei also f : V — W eine lineare Abbildung, so dass f(x;) =y:. Da % eine Basis
ist, hat jedes x € V eine eindeutige Darstellung der Form

Weil f linear ist, muss gelten
f09= 3 a-f05) = 3 a-y. (%)

Damit kann es hdchstens eine solche lineare Abbildung geben. Das Bild f(x) von
x ist durch (x) fir jedes x € V vorgegeben.
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Fur die Existenz von f brauchen wir jetzt nur zu zeigen, dass durch die Vorschrift
(*) eine lineare Abbildung definiert wird. Sei

ein weiterer Vektor aus V. Dann ist a- X = (a-ay)X; + - - -+ (a- an)%n, und
X+Y = (a4 by)X; + - -+ (an + bn)xn.

Nach Vorschrift (x) gilt

n

f(x+y)zzl(a,-+bi)yi, f(y):_ibiyh f(ax):_:ilaai'Yi'

Es folgt: f(x+y) = f(X)+ f(y), f(ax) =a- f(x). O

6.15 Folgerung: Sind f.g:V — W zwei lineare Abbildungen, die auf einem
Erzeugendensystem M von V (bereinstimmen, dann gilt f = g.

Denn jedes Erzeugendensystem enthdlt eine Basis. a
Dieser einfache Satz hat eine Reihe weitreichender Konsequenzen:

6.16 Satz: SeiV ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, dimV = n. Dann gilt
VK"
(dabei wird K° als {0} definiert).

Beweis: Sei {X;,...,X} eine Basis von V und {e',...,€"} die Standardbasis
von K". Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f :V — K" mit f(x) = €
firi =1,...,nund genau eine lineare Abbildung g: K" — V mit g(€) = x;
fur i = 1,...,n. Fir die linearen Abbildungen f og und go f gilt fog(ei) =
€. go f(x)=x firi=1,...,n. Die linearen Abbildungen idy, und id,, erfullen
dieselben Bedingungen. Aus dem Eindeutigkeitsteil von (6.14) folgt f o g = id,
und go f =id,. O
Isomorphe Vektorraume haben die gleichen Eigenschaften. Also muss insbeson-
dere gelten:

6.17 Ist f :V — W ein Isomorphismus von Vektorrdumen und sind X, ..., Xn
aus V linear unabhéngig, so sind auch f(x;),..., f(xn) aus W linear unabhéngig.

Wir kontrollieren das nach: Sei g : W — V der inverse Isomorphismus und
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Dann folgt
0=9(0) = g(a; f(x) +---+anf (X))
=a;-(go f)(X) +---+an-(go f)(xn)
= a,X; + -+ anXn.
DaX,,...,Xn linear unabhéngig sind, folgta; =a, = ... =an =0. O
Als Folgerung erhalten wir

6.18 Satz: (1) Sind V., W beliebige K-Vektorrdume und V = W, dann folgt
dimV = dimW.
(2) Sind V und W endlich dimensional, so gilt: V =W <— dimV = dimW.

Beweis: Ist f : V — W ein Isomorphismus mit Inversem g : W — V. Da f
und g linear unabhéngige Systeme auf linear unabhdngige Systeme abbilden, gilt
dimV <dimW wegen f und dimW < dimV wegen g. Sind nun V und W endlich
dimensional und dimV = dimW = n, folgt V = K", W = K", also auchV ='W.
0

Aus (6.18 (2)) und (6.11) folgt sofort

6.19 Satz: Ist f :V — W linear und V endlich dimensional, dann gilt
V = Kernf @ Bild f (= Kernf x Bild f).

Der Isomorphismus ist von einer Basiswahl abhéngig. Sei also {x,,...,x } Basis
von Kernf und {X;,...,X.Y;,...,Yr} eine Ergdnzung zu einer Basis von V. Aus
dem Beweis von (6.11) wissen wir, dass {f(y,),..., f(yr)} Basis von Bild f ist.
Dann ist {(X;,0),...,(X,0),(0, f(y;)),...,(0, f(yr))} Basis von Kernf x Bild f
und x, — (x,0),i =1,...,k, yj— (0, f(yj)) bildet die Basis von V bijektiv
auf diese Basis von Kernf x Bild f ab. Nach (6.14) wird dadurch ein linearer
IsomorphismusV — Kern f x Bild f definiert.

6.20 Bezeichnung: Sind V und W K-Vektorrdume, dann bezeichnen wir die
Menge der K-linearen AbbildungenV — W mit

Homy (V,W).
6.21 Satz: Homy (V,W) ist mit den Verkniipfungen
(f+9)(v) = f(v)+9(v) f,g € Homy (V,W)
(a-f)(v):=a-f(v) ac K, f € Homy(V,W)

ein K-Untervektorraum des K-Vektorraumes Abb(V, W) (vergl. (4.15)).
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Beweis: Nach (4.20) missen wir zeigen: Sind f,g:V — W K-linear, dann sind
f+gunda- f mitaec Kauch K-linear. Seienvywe V und sei r € K

(f+0)(r-v+w)=f(r-v+w)4g(r-v+w)
=r-f(v)+f(w)+r-g(v) +9(w)
=r-(f(v)+9(v) + f(w) +g(w)
=r-(f+9)(v)+(f+9)(w)

(a-f)(r-v+w)=a-f(r-v+w)
=a-r-f(v)+a- f(w)
=r-(a-f)(v+(a f)(w
Homy (V,W) # 0, denn die NULLABBILDUNG

oMWV W, vi—0 VveV

ist linear. m
Wenden wir uns wieder der Komposition zu. Man prift leicht nach

6.22 FurK-lineare Abbildungen f :U —V,0,0;,9,:V —Wundh:W — X
gilt:

(1) OWV o f = QMY — go VY
(2) id, o f = f = foid,
@) (91 +G)of=0gof+gyof
(4) ho(g;+0;) =hog; +hog,
(5) (a-g)of=go(a-f)=a-(gef) VackK
6.23 WARNUNG: Die Komposition
Hom,, (V,W) x Hom, (U,V) — Hom, (U, W)

ist NICHT linear. Hier geben wir der linken Seite die Produktstruktur.

Ware die Komposition linear, musste fiir f;, f, € Homy(U,V) und g,,9, €
Homy (V,W) gelten

c((gy, f1) +(9,, f5)) =c(9y, 1) +¢(9,, f5) =910 f1 +0p0 1.
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Aber c((gy, f1) +(9p, f5)) = (9, + 09y, 1 + ) = (9, +9y) o (1 + 1))

Bt ge(fitfh)=gofitgohigefitgeh

Die Komposition definiert auf Hom, (V. V) eine Verknlipfung, fiir die nach (6.22)
die Distributivgesetze gelten. Wir erhalten fast so etwas wie einen Korper.

6.24 Definition: Eine lineare Abbildung f :V — V hei3t LINEARER ENDO-
MORPHISMUS. Wir schreiben

Endg (V) fur Homg(V,V).

6.25 Satz: Endg (V) ist mit der Komposition als ,,Multiplikation* und der Addi-
tion aus (6.21) einen RING, genauer eine K-ALGEBRA.

6.26 Definition: Ein RING ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen

Addition: RxR— R (a,b) — a+Db
Multiplikation: Rx R— R, (a,b)—a-b

Es gelten die Axiome (vergl. die Korperxiome 2.1)
(Al)(a+b)+c=a+(b+c) VabceR

(A2)a+b=b+a VabeR

(A3) Es gibt ein Nullelement 0 € R, so dass fir alleae Rgilt: a+0=a

(A4) Zu a€ Rexistiert —a€ R sodass a+ (—a) =0

(M1) (a-b)-c=a-(b-c) VahbceR

(M3) Es gibt ein Einselement 1 € R so dass firalleac Rgilt: l-a=a=a-1
(D) Es gelten die Distributivgesetze

a-(b+c) = a-b+a-c

(b+c)-a = b-a+c-a vabceR

GiltaulRerdem (M2):a-b=Db-a Va,be R nennt man Reinen KOMMUTATI-
VEN RING.

Beispiele: Der Ring Z der ganzen Zahlen und die “Restklassenringe” Z/n.

6.27 Definition: Eine K-ALGEBRA ist ein K-Vektorraum (A, +,-) mit i einer
Multiplikation
AxA— A (ab)—s axb,

so dass gilt
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(1) (A +,x)istein Ring.
2) VreK, VabeAdgilt
r-(axb)=(r-a)xb=ax(r-b)

6.28 Definition: Sei g:V — W eine lineare Abbildung. Eine Abbildung f :
W — V heilt RECHTSINVERS zu gund h: W — V LINKSINVERS zu g,

fallsgo f =id,, bzw. hog=id,.
6.29 Lemma: Seig:V — W eine lineare Abbildung.

(1) Zwei linksinverse h;,h, : W — V und zwei rechtsinverse f;, f, :W —V
von g kdnnen verschieden sein.

(2) Besitzt g sowohl links als auch rechtsinverse, so sind diese gleich. g ist
linearer Isomorphismus und die links- und rechtsinversen sind die Umkehr-
abbildung.

Beweis: (2): Sei f ein beliebiges rechtsinverses und h ein beliebiges linksinverses,
alsogo f =id,,, hog=id,. Dann gilt

f=id,of=(hog)of=ho(gof)=hoidy=h.

Damit ist g linearer Isomorphismus mit Inversen f. O
Beispiel fiir (6.28 (1)): Die Abbildungen g: R — R?, x+— (x,0) und

h:R—R? X+ (X,X)
sind R-linear. Die Abbildungen
Py : R?— R, (X1, %) — Xq
P, : R?— R, (X1 X5) — Xy

sind ebenfalls R-linear. Es gilt p, ch= p,oh=id, und p;og=p;oh=id,. O

Zum Abschluss zeigen wir folgendes einfaches und doch zunéchst tiberraschendes
Resultat.

6.30 Satz: SeienV und W endlich dimensionale \ektorrdume gleicher Dimensi-
onund f :V — W sei lineare Abbildung. Dann gilt

(1) f injektiv <= f bijektiv

(2) f surjektiv <= f bijektiv.
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Beweis: Die Rickrichtung ist klar. Fur die Hinrichtung nutzen wir (6.11):
dimV = dimKern f +dimBild f

Ist f injektiv, dann ist Kernf = 0, so dass dimBild f = dimV = dimW, also
Bild f =W. Folglich ist f auch surjektiv.

Ist f surjektiv, also Bild f =W, dann ist dimBild f = dimW = dimV, also dim
Kern f =0, und somit Kern f = {0}. Folglich ist f auch injektiv. O
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7 Matrizen

Satz 6.14 eroffnet uns eine Moglichkeit, lineare Abbildungen rechnerisch zu er-
fassen.

Sei f :V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdaumen, dimV = n und
dimW = m. Wir WAHLEN feste Basen Z = {V!,... ,v"} vonV und #' = {w!,
..., W™} von W. Nach (6.14) ist f eindeutig durch die Bilder f(v!) der Basisvek-
toren V1, ..., v" gegeben. Diese driicken wir als Linearkombination der Basisvek-
toren von W aus:

7.1 f(vi)zgaﬂwi j=1,....na ek
i=1

Die &;; ordnen wir zu einem Schema

7.2
an A
a,, a a
A o1 9 2n
Gy 4 .-+ am

Ein solches Schema nennt man eine (mx n)-MATRIX Uber K. Die a; nennt man
ELEMENTE oder EINTRAGE der Matrix A. Den Vektor Z = (a1, 8, .- - , &)
€ K" nennt man den i-ten ZEILENVEKTOR, den ,,Vektor*

CY

sl = a,2j c K™

Bm
den j-ten SPALTENVEKTOR von A. Ist m= n, nennt man A auch n-QUADRA-
TISCHE Matrix. K™" bezeichnet die Menge aller (mx n)-Matrizen. Die EIN-
HEITSMATRIX En und die NULLMATRIX Omp sind

1

En — . n 0m7n — . m

n

7.3 WARNUNG: A héngt von f und der Wahl der Basen % vonV und %' von
W ab. Eine andere Wahl der Basis liefert eine andere Matrix.
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7.4 Bezeichnung: Da Avon f, Z und £’ abhiangt, schreiben wir
A=MZ ().

Der j-te Spaltenvektor von Mgl(f) besteht aus den Koordinaten von f(v!) bzgl.
der Basis #'.

7.5 Nach (6.14) ist die Abbildung
¢Z :Hom, (V,W) — K™  m=dimW, n=dimV
f— MZ (f)

bijektiv.
Damit {ibertragt sich die Struktur von Hom, (V,W) auf K™". Seien

f h
V:g>>W—>X

lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen V mit Basis % = {v,... ,V"}, W mit
Basis ' = {w!,...,w"} und X mit Basis 2" = {x',...,x‘}. Sei

A= (a;) =MZ (f), B=(b)) =MZ(9), C=(c)) =MZ (")
d.h.
f(vl) = IZla1wI g(v)) = Zlb”wI h(w chl
7.6 Satz: Mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen gilt
(1) MZ(r-f)=(g;) EK™ mitg;=r-a; Vrek
(2 MZ'(f+9)=(r;;) e K™ mitr; =a; +b;

(3) MZ"(ho f) = (uy;) € K" mityy; = z Cei* &
Beweis: (1) Nach (7.1) gilt (r- f)(v) = E &;W. Es gilt aber
i=1

(- 00) = 1) =1 3 agd = 3 (ra
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Nach (5.4) gilt 8 =ra;.
(2) Analog gilt

_erijw' = (f+g)(v) = F(vI) +- g(V])

Es folgt nach (5.4)
ij =& +b

3) % uijk (7.1) (ho f)(vi) = h(f(vj)) — h(; aij\,\,i)
k=1 i=1

m

— :ih(aijw") = i;aijh(Wi) = i:iaij 'élckiXk
{

m
Es folgt: u; = i_zlcki -8 O

Das motiviert folgende Strukturen auf den Mengen von Matrizen:

7.7 Definition: (1) Skalarmultiplikation von Matrizen

Kx K™ — K™ (1, (g)) — (1 &)

(2) Addition (beachte: gleiche Indices)

K™ x K™ — K™, ((a;), (b)) — (&; +by;)
(3) Multiplikation (beachte die Indices!!)

KoM x K™ — K", (), (&) — (ry;)
m
mitrkj = Y G- &, k=1,...,¢; j=1,...,n
i=1

ACHTUNG: Das Produkt C- A von Matrizen ist nur dann definiert, wenn Spal-
tenzahl (C) = Zeilenzahl (A) ist!

Mit Def(7.7) liest sich Satz 7.6

76



7.8 Mit den Bezeichnungen von Satz 7.6 gilt
(1) MZ(r-f) =r-MZ(f)
(2 MZ'(f+9) =M% (f)+MZ (9)
(3) M7 (ho f) =M%/ (h)-MZ (f)
(4) ¢Z :Endy (V) = Homy (V,V) — KM erfiillt
97 (ho f) =MZ(ho f) = MZ(h)-MZ(f) = 7 (h)o pZ(f)

Insbesondere ist K™" eine zu Endy (V) isomorphe K-Algebra.

2 11
., B=[110
011

A). Also ist B- A definiert:

3 4
B-A=| 1 2
-1 2

7.9 Beispiel:

>

I
N

|
OI—‘N
— e

Spaltenzahl (B) = 3 =Zeilenzahl

Kehren wir nun zur Ausgangsfrage zuriick, der rechnerischen Beschreibung li-
nearer Abbildungen. Wir beginnen mit einem Beispiel, das auch zeigen soll, dass
beliebige Basen selbst fiir die Vektorraume K" durchaus sinnvoll sein kénnen.

7.10 Beispiel: f:R? — R2 (X,y) — (3X—y,X+Y)

ist eine lineare Abbildung. Als Basen wihlen wir # = {vi,v?}, &' = {w!,w?}
mit vt =w! = (1,1) und v2 = (0,1), w? = (—1,1). Wir erhalten schiefwinklige

Koordinatensysteme
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(x) fvVH)=(B-11+1)=(2,2)=2-w! v (20
(+6) F(P) = (~1,1) = w? ' A'SOMg(f)—<o 1)'

Sei nun x € R? beliebig. Dann gilt bzgl. der schiefwinkligen Koordinaten
X=XV 4+ %-V2  (dhox= (X, X +%) € R?)

und damit

F(X) = xg - FOVE) 4 %5 F(VP) = 2x; - Wh 4 X, - WP,
Damit kénnen wir das Bild sofort ablesen: Nach () gilt, die w'-Komponente ist
2x,; nach (xx) ist die w2-Komponente gleich x,.

7.11 Aufgabe: Ist f : V — W eine lineare Abbildung, dimV = n,dimW = m,
dann gibt es Basen % von V und %’ von W, so dass

! 1 0 T

¢r 0\1 ° m

MZ"(f) = J
0 0

7.12 Allgemeiner Fall: Sei f :V — W wie in (7.1), A= Mg'(f) = (&;). Sei
x € V beliebig und (Xy,...,Xn) der KOORDINATENVEKTOR von x bzgl. 2,
d.h.

n .
x:xl-v1—|—x2-v2—|—---—|—xn-v”:ij-vl.
=1
Dann folgt
n ) n m ) m / n )
fxX)=9$ x-f(vWH) =9 x,- W = ( ---x-)-w‘.
POZ 25 TV = 2% 2 W = 2 (2,317

D.h. der Koordinatenvektor (y;, ... ,ym) von f(x) bzgl. #' ist gegeben durch

oder in Matrixschreibweise
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7.13 Konvention: Wegen dieses Sachverhalts schreiben wir Vektoren in K" als
Spaltenvektoren!

7.14 Spezialfall: f : K" — K™

Ist f : K" — K™ linear, wird (7.12) noch schoner, wenn wir die STANDARD-
BASEN ., von K" und .#m, von K™ nehmen, denn dann stimmen Vektor und
Koordinatenvektor tberein. Ist A die Matrix von f bzgl. der Standardbasen, dann
gilt

f(x) =Ax VxeK".

Damit ist die Abbildung f, : K" — K™, f,(x) = A-x linear und A= Mg;m(fA).

7.15 Die Abbildung
K™" — Hom, (K", K™)
A—: £,

ist nach (6.14) bijektiv, genauer ist sie die Umkehrabbildung von d)jm. Nach (7.8)
geht dabei die Addition, Skalarmultiplikation und Matrizenmultiplfkation in die
Addition, Skalarmultiplikation und Komposition von linearen Abbildungen tber.
Damit gelten fiir K™" die Rechenregeln fiir lineare Abbildungen mit der Kom-
position durch die Multiplikation ersetzt. Z.B. zeigt man die Assoziativitat wie
folgt

A-(B-C) = M%

<

A)‘(Mjr'n(fs)'M;]m(fc))
A)‘Mji(fso fc)
ac(fgofc))
faofg)ofe)

= fao fg) - M7m(fe)

= (Mzk(fA)'M;'n(fs))‘Mém(fc)
— (A-B)-C

Nattrlich kann man das auch direkt aus der Definition der Matrizenmultiplikation
herleiten.

I
<

|
z
T TE

<
TN =—h —h _—h

—~ TN N N S

Es folgt nach (6.25)
7.16 Satz: K™" ist eine K-Algebra.

7.17 WARNUNG: Die Matrizenmultiplikation ist i.a. nicht kommutativ: Fir Ae
KAM Be K™ ist A-B e KO definiert, aber B- A ist nur dann definiert, wenn ¢ = n.
In diesem Fall gilt

A-Bc K™ B-Ac K™,
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Also gilt A-B = B- A hochstens dann, wenn ¢ = m=n. Aber selbst in diesem Fall
ist die Multiplikation i.a. nicht kommutativ:

1 1) /01\_ (11
01 10/ \10
01\ /11\_ /01
10 01/ \11
Als Leser-Service seien die Rechenregeln fiir Matrizen nochmals aufgelistet.
7.18 Rechenregeln fur Matrizen:
(1) (A+B)+C=A+(B+C) VAB,CeK™
(2) A+B=B+A VABeK™

(3) IstOmn € K™" die Nullmatrix, so gilt fur A € K™"

A+ Omn=0mn+A=A

(4) A+(—A) =0mpn VYAeK™"

(5) (a-b)-A=a-(b-A) VabeK VAecK™"

(6) a-(A+B)=a-A+a-B VacK VABeK™

(7) (a+b)-A=a-A+b-A VabeK VAcK™

(8) 1-A=A VAcK™"

(9) A-(B-C)=(A-B)-C VAcKK VBecK'™ VC=KM™

(10) En-A=A-En=A VAcKM

(11) VA€ K&, VB, B, ¢ KM V C=K™" gilt

A-(B,+B,)=A.-B, + A-B, und (B,+B,)-C=B,-C+B,-C

(12) (a-A)-B=A-(a-B)=a-(A-B) VaecK VAcK:M VB¢ K™
Der Vollstandigkeit halber formulieren wir noch (6.28) in Matrizensprache.

7.19 Definition: Sei Ac K™", Ein LINKSINVERSES (RECHTSINVERSES)
von A ist eine Matrix B € K™ (bzw. C € K™™M), so dass B- A = E, (bzw. A-C =
Em).
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7.20 Satz: Besitzt A € K™" ein linksinverses B und ein rechtsinverses C, dann
giltm= nund B = C. Diese eindeutig gegebene Matrix wird mit A~1 bezeichnet.
Es gilt also

AAt=AtA=E. O

Wir Ubertragen nun den Rangbegriff 6.13 auf Matrizen:

7.21 Definition: Sei A ¢ K™". Wir definieren den RANG rg A durch
rgA=dimBild f,

mit f, aus (7.15).

Da der j-te Spaltenvektor von A gerade f,(el) ist, folgt

7.22 rg(A) = Maximalanzahl linear unabhéngiger Spalten in A.

Seinun f :V — W lineare Abbildung, % = {vl,__. ..,V"} Basis vonV und &' =
{wt, ..., W™} Basis von W. Sei A= M% (). Der Ubergang zum Koordinatenvek-
tor bzgl. # definiert einen linearen Isomorphismus

¢y V— K"
Analog haben wir den linearen Isomorphismus ¢, : W — K™. Aus (7.12) folgt,

dass
f

v W dgof=Tao,
%;lg gld’gl
fA
K" KM

Damit ist Bild f = Bild f, vermdge des Isomorphismus ¢ ,. Wir erhalten also
7.23 Satz: Fur jede Wahl von Basen % von V und %’ von W gilt

rgf =rgMZ (f). O
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8 Grundlagen: Aquivalenzrelationen

Fur unsere weiteren Untersuchungen brauchen wir weitere Grundlagen.

8.1 Definition: Sei X eine Menge. Eine RELATION auf X ist eine Teilmenge R
von X x X. Wir schreiben

nyg (x,y) €R

8.2 Beispiel: (1) Gleichheitsrelation ,,=* auf X ist R= {(x,X); x € X}. Es gilt
also: xRy <= x=Y.

(2) Kleiner-Relationauf Z: R={(x,y) € Z x Z;x < y}.
Fiir uns besonders wichtig sind Aquivalenzrelationen.

8.3 Definition: Eine Relation ~ (x ~ y ist Kurzform flr xRy) auf einer Menge X
heiRt AQUIVALENZRELATION, wenn gilt:

(1) Reflexivitdt: x~x Vxe X
(2) Symmetrie:x~y=—=y~x VXxyeX
(3) Transitivitdt: x~yundy~z=—x~2z VYXYy,z€ X.

Die Menge
X :={yeX;x~y}CX

heiRt AQUIVALENZKLASSE von x, einy € [X REPRASENTANT von [x].

8.4 Beispiel: Die Gleichheitsrelation ist eine Aquivalenzrelation, die Kleiner-Re-
lation dagegen nicht.

8.5 Satz: Fiir eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge X gilt:
(0) xe [x]Vxe X
(1) Vxye Xqilt[x] =[y] oder [X]N[y] =0
(2) Vxye Xqilt[X] =]y <= x~y

(3) X zerfillt in disjunkte Aquivalenzklassen.
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Beweis: (1) Angenommen, 3z € [x] N [y]. Dann gilt x ~ zund y ~ z Es folgt
X~ zZzZ~Y,also X~ Y. Ist nun w e [y], so gilt y ~ w. Es folgt x ~ w, so dass
w € [X]. Also gilt [y] C [X]. Analog zeigt man [y] D [X].

(2) ,,—" haben wir gerade gezeigt.

"X~y alsoye [x. Daausserdem y € [y], folgt y € [X] N [y], also [x] = [y]
nach (1).

(3) folgt aus (1). O
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9 Quotienten- und Dualraume

Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Folgende Schreibweise haben wir
schon fruher benutzt.

9.1 Definition: Seien A B Teilmengen von V und sei r € K. Wir definieren

A+B={a+bac Abe #}
r-A={r-aacA}
~A=(-1)-A

A—B={a—bjac AbeB}=A+(-B).

9.2 IstU CV ein Untervektorraum, dann gilt
U+U=U, r-UcCU,istr #Ogiltsogarr-U =U, —-U=U.

Beweis: Fir u;,u, € U giltu; +u, € U. Es folgtU +U C U. Da 0 € U, gilt fur
ueU,u=0+ueU+U,alsoU CcU+U.Mitue U istauchr-ue U, also
r-ucu.

Firue U ist —ue U,also —U C U. Aberu= —(—u) € —U,alsoU Cc —U. O

9.3 Definition: Sei U Untervektorraum von V. Wir definieren eine Relation ~
aufV durchv, ~, v, <=v; —v, € U.

9.4 ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V. Die Aquivalenzklasse [V] von v € V ist
die Menge
V] =v+U

(wir schreiben kiirzer v+ U fur {v} +U).

Beweis: Reflexivitat: Da0 c U istv—ve U, also v~ V.

Symmetrie: vy ~y Vo=V, —V, =luelU =V, -V, = —uc U =V, ~, V;.
Transitivitat: v; ~; Vo, Vo~ Vg =V, =V, =1U; €U, Vo, — Vg = U, €U =
Vi—Va=V; = Vot Vo, =Va=U+U, €U =V ~, V,

ViEV <= VryV <=V, ~ V=V, —V=UeU < JueU mity, =
V+Uu<= v, ev+U. 0

9.5 Satz und Definition: Sei U Untervektorraum vonV und V /U die Menge der
Aquivalenzklassen der Relation ~,. Dann wird durch die Verkniipfungen

M+ W] = [v+w
r-[v:=[r-v] rek
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eine K-Vektorraumstruktur auf VV /U definiert. Wir nennen V /U mit dieser Struk-
tur den QUOTIENTENRAUM von V modulo U. Die Abbildung

p:V—V/U, V—s [V]
ist linear und wird KANONISCHE PROJEKTION genannt.

Beweis: Wir missen zunédchst nachkontrollieren, dass unsere Verkniipfungen U-
berhaupt verniinftig definiert sind, der Mathematiker nennt das WOHLDEFI-
NIERT: Man muss beachten, dass [v] und [w] Teilmengen von V sind und v,w
einzelne Elemente dieser Mengen, die willkirlich herausgegriffen werden.

Beispiel: V = R?

VU =[] =[v]

AW

Wir ordnen [v] und [w] die Aquivalenzklasse von v+ w zu. Das wére wenig sinn-
voll, wenn bei der Addition anderer Repréasentanten v, € [v] und w; € [w] die
Summe v, + w; in einer anderen Aquivalenzklasse als v+ w liegt. Wir missen
also zeigen:
Ve Vi, Wy Wy = VEW~ v+ W
VeV, TeK = r-v~yrevy.
Nun gilt: v—v; € U und w—w; € U; es folgt

(VW) — (v +Wy) = VHW—Vvy —wy = (V=Vy) +(W—w;) e U
rv—r-vy=r-(v—v,) e U.

Also VAW~ vy +wyund v rv;.
Die Vektorraumaxiome folgen nun leicht. Wir beweisen exemplarisch die Axiome
(4.13 (3)) und (4.13 (4)). Der Nullvektor in V /W ist die Klasse [0], denn

0]+ [V =[0+V] = [V,
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und —[x] ist die Klasse [—x], denn
X +[X = [x—x = [0] = 0.
Die Linearitat von p prift man ebenso leicht:

P(V+wW) =[v+w = [V +[W = p(v) +pw)  wweV
p(r-v)=[r-vl=r-[v]=r-p(v) rek, veV

9.6 Erganzung: Kernp=U.
Beweis: ve Kernp<= p(v) = [0] <= [v|=[0] <= Vve0+U =U O

Die folgenden beiden Ergebnisse machen die Bedeutung der Quotientenraumkon-
struktion deutlich.

9.7 Satz: Sei f :V — W eine lineare Abbildung und U C V ein Untervektor-
raum, so dass U C Kern f. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f :V/U —

W,sodass f =fop
\% f W
B A
V/U

Beweis: Wir gehen wie beim Beweis von (6.14) vor. Der Eindeutigkeitsbeweis
zeigt uns, wie wir f definieren mussen.

Eindeutigkeit: Es muss gelten

f(v)=fop(v)=f(]v]) VveV.
Existenz: Es bleibt uns also nichts tibrig, als zu definieren
frv/U—W, f(M)=f(v) (¥
f ist wohldefiniert, denn fiir v; € [V] giltv; € v+U. Also
f(vy) € f(v+U)=f(v)4+ f(U) =T(v)+0=f(v).

Damit ist die Zuordnung () unabh&ngig von der Wahl von v € [v] = v+ U.
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f ist linear, denn

(1) + ) = F(Iv+w) = F(v+w) = F(v) + F(w)
=)+ (W) -
f(r-[) = F(Ir) = F(r-v) =r-1(v) =r- (V)

Fir den Spezialfall U = Kern f erhalten wir

9.8 Satz: Ist f :V — W linear, dannist die ,,INDUZIERTE ABBILDUNG* f:
V/Kernf — W aus (9.7) injektiv. Insbesondere definiert f einen Isomorphismus

V/Kernf = Bild f.

Beweis: Sei f_([v]) =0, also f(v) =0. Dannistve Kernf =0+ Kernf = [0], d.h.
v € [0], also [v] = [0] = 0. Damit ist Kern f = {[0]} und f nach (6.10) injektiv. Da
f als Abbildung

V — Bild f
surjektiv ist, und f = f o p, ist f als Abbildung nach Bild f surjektiv (3.24) (2),
also ist f als Abbildung nach Bild f bijektiv. O

Mit (6.19) erhalten wir
9.9 Folgerung: Ist f : V — W linear und V endlich dimensional, dann gilt
V=Kernf$V/Kernf.
Inshesondere gilt dimV = dimKern f +dimV /Kern f. 0
Die zweite wichtige Konstruktion dieses Abschnitts ist der Dualraum.
9.10 Definition: Sei V ein K-Vektorraum. Der K-Vektorraum
V* = Homg (V, K)

heiit DUALRAUM von V. Die Elemente ¢ € V* heiBen LINEARFORMEN auf
V.

Ist f : V — W eine lineare Abbildung. Dann heil3t die (nach 6.22 (3)) lineare
Abbildung
f* W' — V", pr—of

die DUALE ABBILDUNG von f.
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9.11 Beispiel: Sei & der R-Vektorraum aller Polynomfunktionen g: R — R
(wir Uberlassen den Nachweis der Vektorraumaxiome dem Leser).

Wir definieren ¢,, ¢, ¢5 € &* durch

010 = [ adx 90)=a0). ¢(0) = (O

wobei ¢ die Ableitung von g ist. Alle drei sind Linearformen, denn

1 1 1 1 1
dx:/ dx / dxund/ r dx:r/ dx, r e K
/o (01 + ) o OXt [ % o 0 J €

(dy + ) (0) = 6,(0) +a,(0) und (rg)(0) = r-g(0) nach (4.15)
(9, +ay) =dy+aund (rg)’ =r-o

Behauptung: ¢,, ¢,, ¢, sind linear unabhéngig in &7*.
Beweis: Seien a,b,ce R, so dass

d.h.a-¢,(q)+b-¢,(q)+c-¢5(0) =0 Vge Z.
Fur g = x? — £ erhalten wir

3 1
0@ = |53 <0 #@=-5 #@-0

Es folgt b = 0. Fur g =1 erhalten wir
¢(a) =1, ¢3(q)=0.
Es folgt a= 0, da ja b = 0. Fiir g = x st ¢5(q) = 1, also auch c=0. O
9.12 Funktorielle Eigenschaften:
(1) (id,)* = idy.
(2) Sind f:U —Vundg:V — W K-linear, so gilt
(gof)*=f*og":W" — U™
Beweis: (1) ist klar. Fir (2) sei ¢ € W* = Hom (W, K). Dann gilt
(go )" (¢) =¢o(gof)=(pog)of=1(g(¢)) =(f"og")(¢).
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O

Sei nun V ein K-Vektorraum mit Basis % = {v!,... v"}. Nehmen wir 1 € K als
Basis von K, so ist ¢ € V* eindeutig durch den Zeilenvektor

MU ($) = (yy,....yn) mity, = (V)
gegeben. Wir erhalten damit eine Zuordnung
VKM = K"

die nach (6.14) und § 7 ein linearer Isomorphismus ist. Insbesondere ist dimV* =
n=dimV. Die Abbildung bildet die Linearform

¢V —K,
die durch
O 1 i=]
vy — 5. —
9.13 ¢(V)_6'J_{0i7éj
eindeutig gegeben ist, auf den i-ten Einheitsvektor € ab. Wir erhalten

9.14 Satz und Definition: Die in (9.13) definierten Linearformen ¢2,... . ¢" bil-
den eine Basis #* von V*, genannt die zu %4 DUALE BASIS.

1 i=]

., > nhennt man KRONECKER-
0 i#]

9.15 Bezeichnung: Das Symbol §;; = {
Symbol.

9.16 Bemerkung: In der Physik schreibt man oft (¢|v) fur ¢(v). Die AUSWER-
TUNGSABBILDUNG

VExV —K (¢,V)—s ¢(V) = ($|V)

nennt man auch DUALE PAARUNG.
Ist Z = {v!,... "} Basis von V, dann heift

(pIV)=9(V)eK
i-ter FOURIER-Koeffizient von ¢ bzgl. 4. Es gilt

n

¢= <¢|v1>-¢1+---+<¢|v“>-¢“=_;<¢|v'>¢‘
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wobei {¢1,...,¢"} die duale Basis #* ist. Nach (6.14) geniigt es, diese Glei-
chung fur die Basis Z zu testen:

(SN - ¢ 4+ (9N (V) = (BIV) - (V) + -+ (DIV) 9 (V)
=_;<¢|v'>6.,- = (pV) = o(V))
Sei nun f :V — W K-lineare Abbildung, % = {V*,... v"} Basis von &, %' =

{wt, ..., w"} Basisvon W, #* = {¢*,...,¢"}und Z* = {Y*,..., ™} die dazu
dualen Basen. Sei A= MZ (f) = (a;) € K™". Wir wollen

B=MZ.(f") = (b;) e K"

bestimmen. Nach Definition gilt

m

f* ‘:nb..i d f(vh)=Ya.w
(@) ;1 ¢’ un (V') i;la”

() = o f = §1<¢:i o f|vi) - ¢1 nach (9.16).

akjWk> Z By Y (W) = kzlakjdlk

K=1
9.17 Definition: Sei A= (a;) € K™" ein Matrix. Dann heil3t die Matrix B =
(b;;) € K™ mit by, = &; die zu ATRANSPONIERTE Matrix und wird mit A
bezeichnet.

Wir haben damit gezeigt

9.18 Satz: Sei f :V — W K-linear, % Basis von V, %’ Basis von W und
#*, B* die dazu dualen Basen. Dann gilt fur f* : W* — V*

MZ.(f)=(MZ (). O

1 3
9.19 Beispiel: A= | 2 0 a_(123
3 1 301
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9.20 Lemma: Sei A€ K™" und B € K™, Dann gilt
(A-B)! =B A

Beweis: Sei A= (&), B=(b;,) und A-B = (cy), also

Sei A = (&j;), B' = (by;) und (A-B)' = (¢, also &}; = &, by; = by, und ¢ = G,
Wir erhalten

n n
Cij = Ci = > aj-by=> bl; - &ji,
=1 =1
was zu zeigen war. O
9.21 Aufgabe: Beweisen Sie (9.20) mit Hilfe von (9.12 (2)) und (9.18).
Wenden wir uns wieder linearen Abbildungen zu.

9.22 Satz: Sei f :V — W lineare Abbildung endlich dimensionaler K-Vektor-
rdume. Dann gilt

(1) f injektiv = f* surjektiv
(2) f surjektiv = f* injektiv
Der Satz folgt direkt aus (9.12) und folgendem Ergebnis

9.23 Satz: Sei f :V — W lineare Abbildung endlich dimensionaler K-Vektor-
rdume. Dann gilt

(1) finjektiv <= esgibteine lineare Abbildungg:W —V, sodass go f =id,.

(2) f surjektiv <= es gibt eine lineare Abbildung g:W — V, so dass fog=
iy

Beweis: Die Ruickrichtungen folgen aus (3.19). Wir beweisen die Hinrichtungen.

(1) Sei {v1,...,v"} Basis von V. Da f injektiv ist, sind f(v),..., f(v") linear
unabhédngig. Wir ergdnzen diese \ektoren zu einer Basis

B={f(\Y,... f(v"), 2L M)

von W und definieren g durch g(f(v')) =V und g(zl) = 0. Dann gilt go f = id,,,
weil go f die Basis von V identisch abbildet.
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(2) Sei {w',...,w"} Basis von W. Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem w! ein
u €V, so dass f(ul) =w! ist. Wir definieren nun g durch g(w/) = ul. Dann
gilt f(g(w!)) = f(ul) = wl, so dass f o g die Basis identisch abbildet. Es folgt
fog=idy. U

9.24 Folgerung: Sei f : V — W lineare Abbildung endlichdimensionaler K-
Vektorrdume. Dann gilt
rgf =rgf*.

Beweis: Sei f : V —s Bild f die lineare Abbildung v—s f(v) und g: Bild f —s
W die Einbettungw — w, d.h. es gilt f =go f, also f* = f*og*. Da f surjektiv
und g injektiv ist, ist g* surjektiv und f* injektiv. Es folgt

rg f = dimBild f = dim(Bild f)* = dimBild f* = dimBild(f*) = rg f*.

9.25 Folgerung: Sei Ac K™" eine Matrix. Dann gilt

rg A = Maximalanzahl linear unabhdngiger Spalten
= Maximalanzahl linear unabhdngiger Zeilen
= Anzahl der von Null verschiedenen Zeilen in der zugehorigen oberen
Dreiecksform (die Zahl r in (1.8))

Beweis: Die erste Gleichung ist (7.22). Sei f, : K" — K™ die lineare Abbildung
x+— A-x. Nach (9.18) ist f,, : K™ +— K" die zu f, duale Abbildung f3, so dass
rg A' = rg A nach (9.24). Damit folgt die zweite Gleichung. Aus (5.18) folgt dann
die dritte Gleichung. O

9.26 Aufgabe: Sei f :V — W eine lineare Abbildung endlich dimensionaler K-
Vektorrdume mit Matrix A € K™" bzgl. beliebig vorgegebener Basen % von V
und .2’ von W. Zeigen Sie

(1) f injektiv<=rgA=n<m
(2) f surjektiv<=rgA=m<n
(3) f bijektiv <= rgA= m=n<= Aist invertierbar.

Wir behandeln zum Abschluss einen fiir Mathematik und Physik gleichermafen
wichtigen Begriff.
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9.27 Definition: Sei V ein K-Vektorraum. Dann heil3t
V** = (V*)* = Homy (V*,K)

BIDUALRAUM von V.

9.28 Satz: Die Abbildung 1, : V — V**, vi— Vmit

V:VE— K ¢— P(Vv)

ist K-linear, und fir jede K-lineare Abbildung V —f> W ist

V w
Tvl lrw
frx
\/** WH*

kommutativ.

Beweis: (1) Wir missen zeigen, dass V eine lineare Abbildung ist:

U+ ) = (D +W)(V) = (V) + Y(v) = A) +V(Y), P Pe V"
Ur-¢)=(r-9)(v) =r-p(v) =r-9(9), eV’ rekK

(2) T, ist K-linear: Flr ¢ e V*, vywe Vundr € K gilt

TEW(B) = B(v-Hw) = B(v) + B(w) = U(9) +W($) = (V+W)($)
V(9) = (r-v) = - $(v) = r-U($) = (1 -0)($).

Also T, (V+W) = V+ W= V+W= T, (V) + T, (W) und analog T, (r -v) =r- 1, (V).
(3) Seinun f :V — W K-linear und v € V. Dann ist

(fF*ory)(v) =" (V) =Vo " : W — K
die lineare Abbildung ¢ — Vo f*(¢) = f*(¢)(v) = ¢(f(v)), und
(o F)(v) =1(f(v) = f(v) W — K

die lineare Abbildung ¢ — f(v)(¢) = ¢(f(v)). O

9.29 Ergédnzung: IstV endlichdimensional, dann ist 1, ein Isomorphismus.
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Beweis: Nach (9.14) ist dimV = dimV* = dimV**. Daher geniigt es nach (9.22)
zu zeigen, dass T, injektiv ist. Sei v # 0. Wir ergdnzen v zu einer Basis % =
{v,v2,v3,... v} von V und definieren eine Linearform ¢ € V* durch ¢(v) = 1
und ¢ (V') = 0 furi > 2. Es folgt

Also ist V # 0. Damit ist Kernt,, = {0}, denn kein v # 0 liegt im Kern. Also ist
T injektiv. O

9.30 Aufgabe: Sei A€ K™" vom Rang r. Zeigen Sie: Durch Wegstreichen von
geeigneten m—r Zeilen und n—r Spalten kann man eine r-quadratische Unter-
matrix vom Rang r finden.
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10 Erganzung zu linearen Gleichungssystemen

10.1 Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem

1%+t e = by

aTTIle +: 4+ QmXn = bm

Sei
10.2

Xqp o+ o Xg Xq,, oo - Xga| D

1 ap, ay, ayiq ... ... A | b

0 :

1 &g - - & Ib’r

o ... ... 0 0 ... ... 0 |b,

o ... ... 0 0 ... ... 0| b

das zugehorige obere Dreiecksschema und

10.3

Xqp -+ - Xg Xg,. - - X | D
1 Arpyr oo --- A | by
: 0 : :

0 : :

1 afpg oo oo &pn|byp

das zugehorige reduzierte Schema. Weiter sei A= (a;;) die Koeffizientenmatrix,
und x € K", b € K™ die Spaltenvektoren

Sei f5 : K" — K™ die lineare Abbildung X — A-x. In der Sprache der linearen
Abbildungen suchen wir also x € K", so dass

fa(X) =A-x=h.
Die Losbarkeit von (10.1) ist also gleichbedeutend mit der Bedingung, dass b €
Bild f,.
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10.4 Definition: Sind A€ K™" und B € K™, so bezeichnet (A|B) € K™ die
Matrix, die aus A durch Anhéngen von B entsteht. Die Matrix (A|b) nennt man
die ERWEITERTE MATRIX des Gleichungssystems.

Aus (9.25) wissen wir, dass r der Rang der Matrix Aist. Die Ldsbarkeitsbedingung
(10.1) erhélt somit die Form

(10.1) ist genau dann I6sbar, wenn rg A = rg(Alb).
Die Lésungsmenge L9 des zugehdrigen homogenen Systems ist
L% = {x€ K"; fo(x) = 0} = Kern f,.
Da dim(Bild f,) = r und dimBild f, 4+ dimKern f, = dimK" = n, ist
dimL® = dimKern f, =n—r.

Wenn (10.1) also eine Ldsung besitzt, ist die Losungsmenge ein (n—r)-dimensio-
naler affiner Unterraum von K".

Wir fassen zusammen:
10.5 Satz: (1) Furdas Gleichungssystem (10.1) sind &quivalent

(@ A-x=Dbist losbar.
(b) be Bild f, = Span{st,...,s"}, sl = j-ter Spaltenvektor von A,
(c) rgA=rg(Ab)

(2) Kernf, hat die Dimension n—rgA = n—r und ist die Losungsmenge des
zugehdorigen homogenen Systems.

(3) Ist X0 Lésung von A-x = b, dann ist die Lésungsmenge
L=x%+Kemnf,
ein (n—r)-dimensionaler affiner Unterraum von K".

Wir wenden uns jetzt den bisher etwas stiefmdtterlich behandelten affinen Un-
terraumen zu.

10.6 Definition: Ist L C K" ein k-dimensionaler affiner Unterraum, dann heift
codimL=n—Kk

die KODIMENSION von L. Ist codimL = 1 (also dimL = n— 1), heilit L HY-
PEREBENE in K",
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10.7 Bemerkung: Die leere Menge @ wird auch als affiner Unterraum von K"
angesehen, doch legt man sich bei ihrer Dimension nicht fest. Man vereinbart nur
dim® < 0 und codim® > n.

10.8 Satz: Fiir eine Teilmenge L C K" sind dquivalent
(1) L ist affiner Unterraum von K" der Dimension k.

(2) 3 Matrix A € K"k" vom Rang n—k und ein b € K"K, so dass L die
Losungsmenge des Gleichungssystems A-Xx = bist.

Beweis: (2) = (1) ist (10.5 (3))

(1) = (2) Sei L = x0+V mit einem k-dimensionalen Untervektorraum,V C K".
Sei % = {V,... v} Basis von V. Wir erginzen Z zu einer Basis {V,... ¥
we,....w" K} von K" und definieren eine lineare Abbildung f : K" — K™ durch
f(V)=0fiiri=1....,kund f(wl) = el fir j=1....,n—k. Sei Adie Matrix von
f bzgl. der Standardbasen, d.h. f = f,. Dann giltV = {x € K"; A-x = 0}. Setzen
wir b= f(x%) = A-x0, so ist L Losungsmenge von A-x = b. O

1 1 0
10.9 Beispiel: L=| 0 | 4+ Span 1], -1 .
(&) =1(E) ()}
1 1 0
Alsox®=[ 0], vi=[1], v=| -1
(£) » (&) »-(4)

0
Dann ist Z = {v1,v2,v¥} mitv®= | 0 ) Basis von K3, Das f aus dem Beweis
1

von (10.8) bildet v! und v2 auf 0 € K und v® auf den Einheitsvektor 1 € K ab. Es
folgtM”3(f) = (0,0, 1). Wir bestimmen die gesuchte Matrix A= M72(f) mit der
3

Formel
M73(f)-MZ (id) = MZ;(f oid) = ij;(f)
Die Spaltenvektoren von M?;B(id) erhalten wir, indem wir die Einheitsvektoren
als Linearkombinationen von v1, v2, v darstellen.
et = VIHv4v3

€ = V-
& = Vv
Es folgt
1 0 O
A=(0,0,1)-1 1 -1 0 | =(1,-1,1)
1 -11
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Weiter gilt b= A-x% = 2. Also ist L die Losungsmenge des Gleichungssystems

10.10 Satz: Sind L4, L, C K" affine Unterrdume, dann ist auch L, NL, ein affiner
Unterraum, und es gilt

L, NL, =0 oder codim(L; NL,) < codimL; +codimL,.

Beweis: Sei dimL, = k,dimL, = ¢. Nach (10.8) gibt es A ¢ K" B ¢ K"4",
b€ K"%und c e K", so dass L, und L, die Lésungsmengen von

A-x=b bzw. B-x=c

sind. L, NL, ist damit die LGsungsmenge beider Gleichungssysteme, d.h. aller der

x € K", fir die
(6)=(2)

Darg ( g‘ ) <rgA+rgB, giltimFalleL;NL,#0

codim(L,NL,) =rg ( g‘ ) <rgA+rgB=codimL, +codimL,.

O

10.11 Definition: Man sagt, zwei affine Unterrdume L,,L, C K" sind in ALL-
GEMEINER LAGE, wenn

codim(L, NL,) = codimL, 4+ codimL.,,.

10.12 Bemerkung: (1) Ist codimL, + codimL, > n, so sind L, und L, genau
dann in allgemeiner Lage, wenn L, NL, = 0.

(2) IstcodimL; +codimL, <nundsind L, und L, in allgemeiner Lage, so ist
L,NL, # 0 und L, NL, hat die kleinstmogliche Dimension, ndgmlich

dim(L;NL,) =dimL; +dimL, —n.

10.13 Beispiel: (1) Zwei Geraden im R3 sind in allgemeiner Lage, wenn sie
sich nicht schneiden. Thre Kodimension ist 2.

(2) Eine Gerade und eine Ebene im R3sind in allgemeiner Lage, wenn sie sich
in einem Punkt schneiden.
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(3) Zwei Ebenen im R3sind in allgemeiner Lage, wenn sie nicht parallel sind,
d.h. in einer Geraden schneiden.

An den Beispielen sehen wir: Sind zwei affine Unterrdume in allgemeiner Lage
und ,,wackelt“ man an ihnen nur wenig, bleiben sie in allgemeiner Lage. Sind sie
dagegen nicht in allgemeiner Lage, kann man sie durch eine geschickte kleine
Anderung in allgemeine Lage bringen.

10.14 Lineare Gleichungssysteme mit genau einer Losung

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem wie in (10.1), und wir wollen anneh-
men, dass es fiir jedes b € K™ genau eine Ldsung hat. Das ist nur moglich, wenn
m=n. Dann ist r = n = mim reduzierten Schema (10.3), und die Koeffizienten-
matrix A ist nach (9.26) (3) invertierbar. Es folgt

AXx=be=x=A1lnph

Kennt man A~1, kann man die Lésung sofort angeben. Dies ist besonders dann
von Bedeutung, wenn man das Gleichungssystem fiir verschieden b l6sen will.
Wir wollen jetzt ein Verfahren vorstellen, wie man A~1 effektiv berechnen kann.
Sei also

At= (%)
AusA-Al=E,= (6;;) und der Definition des Matrizenproduktes folgt:
n
> X =0y
=1
Fir jedes fest gewdhlte k mussen wir also ein Gleichungssystem
(%) Ay<=¢€  k=1,...,n
X1k
mityk=| : | und €, dem k-ten Einheitsvektor, 18sen.
Xk

Das machen wir simultan. Das Ausgangsschema ware damit

10.15
x| % X | et €? e
ay p ... ... |10 0
Qi Ay ... ... ;|0 1 0
S S 0
: : ] 0 -
8y @p --- --- a@mn|0 1
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Da r = n, kann man den Gaul3-Algorithmus ohne Spaltenvertauschung durch-
fiihren, so dass man folgendes reduzierte Schema erhélt:

10.16

X; X X | et € e
1 0 .. .. 0]|b; b, .. ... b,
0 1 ... ... 0|by by ... ... b
. : 0 . . ' .
.0 . : : o
0 0 ... ... 1|bfy bty ... ... by,

Wir kdnnen sofort ablesen, dass

*

X1k 1k
y=1 : |=] :

Xk k
die eindeutige LOsung ist, d.h.
10.17 satz: At = (by;).

1 1 0
10.18 Beispiel: A=| 0 -1 -1

o 1 2

R OORRLRRNMRELO

| 411
(~1)
-1l
[+ 111
[—11l

coorooroomr

O Oor oOkr kR

coorooroor
|

P NNNR R ROoOR O

R PRk ook oo

Also
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11 Determinanten

In vielen Anwendungen hat man Gleichungssysteme
A-x=D,

die fir jedes b genau eine Losung besitzen. Wir wissen bereits, dass das gleichbe-
deutend damit ist, dass die zugehdrige lineare Abbildung

fy :RT—R™

bijektiv ist. Das wiederum ist gleichbedeutend damit, dass m = n, also A eine
n-quadratische Matrix ist, und dass A invertierbar ist. Die Invertierbarkeit von A
kdnnen wir mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus testen: A ist genau dann invertierbar,
wenn rg(A) = n. Beim GauB-Algorithmus miissen wir in der Regel dividieren,
ein lastiges Unterfangen, das selbst beim Einsatz von Computern wegen eventu-
eller kritischer Rundungsfehler nicht ganz unproblematisch ist. Schon ein kleiner
Fehler kann eine Null zerstéren. Wir hédtten daher gern ein anderes Kriterium, das
auch fir den Einsatz von Computern besser geeignet ist.

Dazu eine Voriiberlegung: Sei A eine n-quadratische Matrix und f, : R" — R"
die zugehdrige lineare Abbildung. Ist A nicht invertierbar, dann ist f, nicht injek-
tiv (6.29) und damit Kernf, # {0}. Es gibt also ein x # 0 in R" mit f,(x) = 0.
Schauen wir uns das im R?an: Ist {e*, €’} die Standardbasis, gilt fir x = (x;,x,)

X=X, € +X,- €.
Es folgt: 0= fo(X) = X, - fa(€h) 4%, To(€7), also —X, - fa(€L) = X, f,(€?). Damit

liegen f,(e!) und f,(€?) auf einer Geraden g durch den Nullpunkt. Das Einheits-
quadrat Q wird also auf einer Strecke auf dieser Geraden abgebildet.

Q

e

el

Das bedeutet, dass die Fldche von f,(Q) Null ist.

Ist f, dagegen bijektiv, so bildet { f,(e'), fo(e?)} eine Basis des R? und das Ein-
heitsquadrat wird auf das von f,(el) und f,(€?) definierte Parallelogramm abge-
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bildet, dessen Flacheninhalt von 0 verschieden ist.

e

11.1 Vermutung: f, ist genau dann bijektiv, wenn es den durch die Vektoren
el,...,€" der Standardbasis des R" gegebenen Einheitswiirfel auf ein Parallelo-
top mit Volumen = 0 abbildet.

11.2 Aufgabe: Uberlegen Sie sich prézise Definitionen fiir den Einheitswiirfel in
R" und das durch Vektoren v2, ... v" bestimmte Parallelotop.

Wahrend diese Aufgabe recht einfach zu 16sen ist, wenn man sich von der An-
schauung im R2 und R leiten l4sst, ist das Problem, wie man sinnvoll Volumina
im R" definiert, schon schwieriger. An diesem Beispiel lasst sich mathematische
Formalisierung besonders schon demonstrieren.

11.3 Bezeichnung: Sind v1,... V" beliebige Vektoren in R, dann bezeichne
DOV, ...,V
das noch zu definierende Volumen des von V%, ..., v" beschriebenen Parallelotops.

Wir verlangen nun von D(v?,...,v") ein paar nahe liegende Eigenschaften und
wollen dann untersuchen, ob daraus eine verniinftige Definition wird.

11.4 Gewiinschte Eigenschaften von D(VL, ... v"):

(D1) Der n-dimensionale Einheitswirfel sollte das Volumen 1 haben, d.h.

D(el,é,...,é") =1.
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(D2) Addition zweier Parallelotope: Beispiel im R?

I

Die gestreiften Dreiecke haben denselben Fldcheninhalt, so dass im R? gilt
D(VE,V2) + D(wW!, v2) = D(VE+wh V2).
Daher fordern wir imR™ Sind v,... v € R"und W € R", so gilt

D(VL, ... VL V) DV WL

Im R? gilt offensichtlich D(r - v}, v2) = r - D(v1,v?). Allgemein:

DOVEVZ, eV V) =DV VL)

(D3) Sind zwei der Vektoren vi,... v" € R" gleich, liegt das durch sie defi-
nierte Parallelotop im Untervektorraum, der von diesen Vektoren auf ge-
spannt wird, also in einem Teilraum von niedererer Dimension. Das n-
dimensionale Volumen dieses Parallelotops ist damit 0, so wie ein Paral-
lelogramm in einer Ebene im R2 das 3-dimensionale Volumen Null hat.
Also o

D(VL,... V) =0 fallsV =V fiireini # j.
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Das sind sicherlich Minimalforderungen, die wir an einen Volumenbegriff stellen
konnen. Uber eine Forderung sollten wir aber noch nachdenken: Ist r im zweiten
Teil von (D2) negativ, erhalten wir ein negatives Volumen. Ist das sinnvoll? Wir
konnten das durch die Forderung umgehen, dass

D(VL, ...tV V) = r|- DV LV L),

Eine solche Festlegung hatte aber viele Nachteile: (D2) bedeutet, dass fir jedes
i =1,...,nund fest gewahlte Vektoren v1,... V=1 v+l . v"die Abbildung

R"— R, x+— D(VL VL x VL v
R-linear ist, d.h.

D:R"x..xR"R (V... V") = DL, W)
N————

n—mal

ist in jeder der n Variablen (bei Festhalten der anderen) R-linear. Eine solche Ab-
bildung nennt man daher MULTILINEAR, und lineare Abbildungen haben wir
hinlanglich studiert.

Zum anderen wissen zumindest einige Horer, dass es im Zusammenhang der Inte-
gralrechnung durchaus sinnvoll ist, mit negativen Fldcheninhalten zu argumentie-
ren. Man spricht dann von orientierten Flachen. Eine Umkehrung der Orientierung
fuhrt eine Vorzeichendnderung beim Flacheninhalt mit sich. Um den geometri-
schen Flacheninhalt zu erhalten, muss man zum Absolutbetrag tibergehen.

Nach diesen Vorbetrachtungen definieren wir (salopp)

11.5 Definition: Sei K ein Korper. Eine ORIENTIERTE VOLUMENFUNK-
TION fiir Parallelotope im K", gewdhnlich DETERMINANTE genannt, ist eine
Abbildung

D:K"x...xK'"= K, (V... ,vV)—=DN, ... Vv,

so dass folgende Axiome gelten

(D1) D(el,....e") =1

(D2) D(VL,... .V, V) + D(VE, . WL V) =
D(VL,... V4w, ...,V
DOVL,...,r-v o V) =1-D(VE, .. VLV

WV WeK, VreK Vi=1,...,n
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(D3) D(VL,... V") =0, falls V' = vi+1 fireini € {1,2,...,n—1}

Wie bereits erwahnt, ist Axiom (D2) gleichbedeutend damit, dass D multilinear
ist.

11.6 Definition: SeienV,,V,,... .V, und W K-Vektorraume. Eine Abbildung
fiVixVox. ... xVh =W

heift MULTILINEAR, wenn fir jedes i = 1,...,n und fir jede Familie fest
gewdhlter Vektoren {v! € V;; j # i} die Abbildung

foV—Woxes f(VE L VTl xovtt v

K-linear ist. Ist W = K, spricht man auch von einer MULTILINEARFORM.

Noch wissen wir nicht, ob Determinanten existieren, und wenn ja, wie viele ver-
schiedene es gibt. Antwort gibt folgender zentraler Satz, dessen Beweis aber eini-
ger Vorbereitungen bedarf:

11.7 Satz: Fir jedes n > 1 gibt es genau eine Determinante

D=Dp:K"x..xK"—= K

Wie im Beweis von 6.14 erldutert, empfiehlt es sich, zunéchst die Eindeutigkeit
von D zu zeigen in der Hoffnung, dass diese Untersuchung Hinweise auf die Kon-
struktion liefert. Wir nehmen daher zunédchst an, dass es ein solches D gibt.

Zundachst beweisen wir die multilineare Version von Satz 6.14.

11.8 Satz: SeienVy, ..., Vxyendlich dimensionale K-Vektorraume, dimV; = r; und
B, ={v, ... V'i}seiBasisvonV,,i=1,...,n. SeiW ein beliebiger K-Vektorraum.
Zu jedem “Multiindex” (jq,...,jn) mit1 < j <, k=1,...,nsei ein Vektor
ylu-+In ¢ W gegeben. Dann gibt es genau eine multilineare Abbildung

fiVix. .. xVh—=W,

so dass f(vba, ... ,vin) & yiiin fir jeden Multiindex (jy. ..., jn)-

Bevor wir den Satz beweisen. wollen wir seine Aussage an einem Beispiel erlautern.
Beispiel: Seien V,, V,, V, K-Vektorraume der Dimension r; = 2, r, = 3 und
ry=2.Seien %, = {Vi1 v}?} 2, = {v?>1 v>2 v23} und %, = {v31,v>?} Basen
von'V;, V, bzw. V5. Wir haben 12 verschiedene Multiindices, ndmlich

(1,1,1) (1,1,2) (1,2,1) (1,2,2) (1,3,1) (1,3,2)
(2,1,1) (2,1,2) (2,2,1) (2.2,2) (2,3,1) (2,3,2)
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Ist uns zu jedem Multiindex ein Vektor in einem K-Vektorraum W gegeben, also
12 nicht notwendig verschiedene Vektoren yb11 yL1b2 y232 aus W, dann
gibt es genau eine multilineare Abbildung

fiVyxVoxV; =W,
sodass f(vhlv2l V1) = ybbl £yl v2l \32) = ybl2 g (vh2 v23 \B2) =
y%32, Die Indices der y sind die zweiten Indices der Basisvektoren.
Beweis: Wie auch schon bei der Formulierung des Satzes unterschlagen wir zur
Forderung der Lesbarkeit oft das Komma zwischen den Indices.

Es hat sich bisher als gute Strategie erwiesen, zundchst die Eindeutigkeit einer
solchen multilinearen Abbildung anzugehen. Dieser Strategie bleiben wir treu:

Eindeutigkeit: Sei als f eine multilineare Abbildung wie in der Aussage des Sat-
zesund (x!,...,X") €V x ... x V, ein beliebiges Element. Da 2, Basis von V; ist,
hat X' eine eindeutige Darstellung der Form

X =a v+ . +a Vi, a; ek

Es folgt
(k%) T, X" = Z ayj, f(via X ... x)
=1
Linearitdt in 1. Variablen
rl r2 i i
= 3 a; > ay f(vHL v )
j -1 lj -1 2
1 2
Linearitdt in 2. Variablen
o200 1j: \2j> 3
_ n
= 2,2, 2 A B, TG )
11=1j,=1]j o ) )
Linearitdt in 3. bis n. Variablen
5] .rz n

= 33 -3 @y ey, VLV

j1=1j,=1 jn=1

v n n j j
= z z . z 111 a212 . '.aT1jn'yl7“.7 n

Da fir jede multilineare Abbildung, die die Bedingung (x) des Satzes erftillt, die
Gleichung (xx) gilt, sind diese Abbildungen alle gleich.

Existenz: Wir definieren f durch die Gleichungen ().

Ist X = v\, so gilt &y = . In der Gleichung (xx) fir f(vik, ... v*n) sind
alle Summanden ay; -...-a,; Null auBer a; -...-ay = 1. Also erfillt f die
Bedingung (*) des Satzes.
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; i . S i .
f ist multilinear: Sei Z = 3 by Vi, alsox +Z = 3 (&; +by; )V'i. Nach Defi-
ji:]' ! ]|:1 ! !
nition gilt:
fOxd,... X +2Z,...,x")

rl n | |
=3 3 Ay, ""'(aij-—I_bij-)"'-'anjny]l7"'7]n
=1 ]n—l i |
rl | |
Y ey ey
Jl_l ]n_l IJn
—I_]z]_ Z_la]_ "'.bil'i""'anjn'yjl""vln
=

— f(xl,...,x',...,x”)—l— f(x,...,2,....x")
Genauso zeigt man, dass f(x%,...,rx,....x") =r-f(x},...,x, ... %" O

11.9 Definition: Eine multilineare Abbildung f :V x...xV — W heillt ALTER-
NIEREND, wenn f(x!,... x") =0, falls X' = x+* fiireini € {1,...,n—1}.

11.10 Lemma: Fdr eine alternierende multilineare Abbildung
f:Vx...xV—Wqgilt

(@) O, XM =0 X X )
i-te Stelle j-te Stelle

(2) f(x,...,,x") =0, falls X =x fiireini # .

Beweis: 1. Fall: j =i+ 1. Wir konzentrieren uns nur auf die Position i und i+ 1
und unterdriicken die Uibrigen Positionen beim Aufschreiben.

0 = f(X+x+1x4+x+1) o o
— (x',x) f(x, XL F(xTL X)) + F(xXL, X+
( X|—|—1) (Xl—i—l’xl)

Also f(x,x+1) = —f(x+1 x).

2. Fall: j =i4+k>i:Um i an die j-te Stelle zu bringen, vertauschen wir es
nacheinander miti+1,i+2,...,i+ k= j. Um danach j =i+ k an die i-te Stel-
le zu bringen, vertauschen wir es nacheinander miti+k—1.i+k—2,...,i4+1.
Insgesamt machen wir dabei k+ (k— 1) = 2k — 1 Vertauschungen benachbarter
Elemente. Nach Fall 1 dndert f dabei das Vorzeichen um (—1)%-1 = —1,

(2) Wir vertauschen j miti + 1 und erhalten

fOd, XX = — ) )L ) =0,

ey

weil X' = xi. O
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11.11 st f: K" x ... x K" — K eine alternierende n-Form und {e',...,€"} die
Standardbasis, dann folgt aus (11.8) und seinem Beweis

n n i i
Fx X = 3 Y X e X F(E ),
j1:1 jn:]-

falls X = (x....%,). Die Werte f(el1,...,eln) sind nach (11.10) aber Null, falls
j =1, fureink#1, d.h. f(el,... eln) ist hochstens dann von Null verschieden,
falls alle Indices j,,..., jn verschieden sind, d.h. (j;,...,jn) besteht genau aus
den Zahlen 1,...  n, aber in anderer Anordnung.

11.12 Definition: Eine PERMUTATION von {1,....n} ist eine Umordnung
dieser Menge, d.h. ein Tupel (j4,..., jn) von Zahlenaus {1....,n},so dass j, # j,
furk #£1.

Es folgt: f(xL,....x") = ¥ Xgj, e Xnjy f(els,...,eln), wobei (j,,...,jn)
(j17~~~7jn)
alle Permutationen durchlauft.

Nach (11.10) sind die Werte f(el1,...eln) aber bereits durch f(el, ..., €") fest-
gelegt: Sei (jq,..., jn) eine Permutation. Wir vertauschen j, mit1 e (j,...,jn),
falls j, # 1. Wir erhalten einen Ausdruck (1, j,,...). Dann vertauschen wir j, mit
2, falls j, # 2 usw.

11.13 Bezeichnung: Sei k die Anzahl der Vertauschungen, die wir nach diesem
speziellen Verfahren insgesamt gemacht haben, um (j,,..., jn) nach (1,...,n) zu
tberfiihren. Dann heif3t sign(j,,..., jn) := (—1)k das VORZEICHEN der Per-
mutation (jq,..., jn).

Wir erhalten
11.14 Satz: Fir eine alternierende Form f : K" x ... x K" — K gilt

f(xt,... . x") = > sign(jl,...,jn)-xljl-...-xnjn-f(el,...,e”)
(Jp>--In)

wobei (j;,...,jn) alle Permutationen von {1,...,n} durchlduft und X = (X1
c X))

Da eine Determinante eine alternierende n-Form ist, folgt mit (D1).
11.158atz: D(X',....x") = 5 sign(jy,...,Jn) - Xgj, * oo Xnj,,  WODe

. Njn’
(117"'7]”)
(jqs---,in) die Menge aller Permutationen von {1,...,n} durchléuft.
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Damit ist die Eindeutigkeit der Determinante gezeigt.

11.16 Bezeichnung: Um die Schreibarbeit zu minimieren, fasst man x' als i-ten
Zeilenvektor einer n-quadratischen Matrix A= (x;;) auf und benutzt Symbole

D(A) :=D(x},...,x") =: detA=: |A.

Nach bewdhrtem Rezept konnten wir nun die Formel (11.15) zur Definition einer
Determinanten hernehmen und zeigen, dass die so definierte Abbildung die Axio-
me (D1), (D2), (D3) erfillt. Das ist fir (D1) und (D2) einfach, bei (D3) geraten
wir aber in Schwierigkeiten. Deshalb beschreiten wir ausnahmsweise einen an-
deren Weg, der aber den zusdtzlichen Vorteil hat, eine von (11.15) abweichende
Berechnungsmaglichkeit der Determinante zu liefern. Mit der Bezeichnung von
(11.16) ist die Determinante eine Abbildung

D=Dp:K"" - K.
Wir konstruieren Dy, durch Induktion nach n:
1117 DKM =K K D, (x) = x ist eine Determinante.

11.18 Bezeichnung: Fur eine n-quadratische Matrix Aund 1 <, j < nbezeichne
A die (n—1)-quadratische Matrix, die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte entsteht.

Induktionsschritt: Sei A = (xij) € K™, Wir fixieren ein j mit 1 < j < nund
definieren

11.19

Behauptung: Ist D, eine Determinante, dann ist auch Dy, eine Determinante.
Nachweis von (D1): Dn(€', ... ,€") = Dn(En). Es gilt

Du(En) = 5 (<116 Dyy((Enkj) = (1) Dy y((En)y)
= (-0, (B, ) =1

Nachweis von (D2): Wir mussen zeigen, dass Dp in den Zeilenvektoren von
A= (x;) multilinear ist. Sei r € K, sei B € K™" die Matrix mit den Zeilenvek-

toren x,...,yK....,x" und C die Matrix mit den Zeilenvektoren x1,... r-xK+
y& ...,x". Wir miissen zeigen:

Dn(C) =1 - Dn(A) + Dy (B)
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(Warum folgt daraus die Linearitdt in der k-ten Zeile?)
X11° X1n X11°" X1n X11 X1n

A= Xa X [B= | Ya " Y | C= | Xa+Yir " M+ Yin
X1 "+ Xon X1 """ Xon Xn1 Xnn
Zur Unterscheidung setzen wir B= (by;;), C = (¢;;). Wir untersuchen

(—1)"e;-D,_4(C;)

Ist i £k, so hat G noch die alte k-te Zeile (aber ohne das Element der j-ten
Spalte). Dies Zeile ist das r-fache der entsprechenden Zeile von Aij plus der ent-

sprechenden Zeile von B;;. Da D,_; Determinante ist, folgt
Dn—l(Clj) =r- Dn—l(Aij) + Dn—l(Bij)

Anderseits gilt ¢;; = x;; = b;;. Also
() (=1)"e;D,_4(C;j) = (=) -r-c;;-Dy_4(A})+(=1)"te;D,_4(By))

= (—1)"*Ir-%; D,y (Aj) +(~1)"*Iby; D, _y(By)
Isti=k, dannist A,; = By; = G, aber ¢; = rx; + ;. Es folgt

(—1)"] ;- Dn_1(Gy) = (1)t 1% Dp_a(Ag) + (1)t By - Dp_1(By)

D.h. die Gleichung (x) gilt firallei =1, ..., n. Es folgt
n - n P
Dn(C) = izl(_l)lﬂcian—l(Cu) = r-izl(—l)'ﬂxij Dn_1(A))
- N n o
+i§1(_1)l+]bian—1(Bij)

- Dn(A) + Dn(B)

Nachweis von (D3): Sei etwa XX = x*+1, Dann gilt A= Air Und X =Xy q -
Firi # k k+1hat A;; zwei gleiche Zeilen, so dass D, ,(A;;) = 0. Es folgt

(=1)"*Ix;D_y(A))

Dn(A) —
1 ) .
~1)*Ix D1 (A) + (=) x4 D1 (Ayg )

I
o /\HM:

110



11.20 Bezeichnung: Die induktive Berechnung der Determinante mit Hilfe der
Formel (11.19) nennt man Entwicklung nach der j-ten Spalte.

11.21 Bemerkung: Sei (j;,..., jn) eine Permutation. sign(j4,..., jn) haben wir
tber eine spezielle Folge von Vertauschungen definiert, die (j4,..., jn) in(1,...,
n) Uberfiuhren. Wahlen wir nun eine beliebige Folge von | Vertauschungen, die
(jgs---»in) in(1,...,n) Uberfuhren, so gilt nach (11.10) und (11.15), da D exi-
stiert:

Sign(jy, ..., in) = D(el1,...,eln) = (-1)'D(e!,...,e") = (-1)".

Haben wir also zwei Folgen von k bzw. | Vertauschungen, die (j,,...,jn) in
(1,...,n) uberfiihren, so gilt

(1% =sign(j,...,Jn) = (-1)'
d.h. kund | sind beide entweder gerade oder ungerade.

Beispiel:
7\
(3.2,1)——=(1,2,3,) eineVertauschung

B321)—=@612) —= (1,3,2) —=(1,2,3,) drei Vertauschungen
A A A

Da wir wissen, dass die Determinante existiert, kbnnen wir sie in den unteren
Dimensionen leicht mit Hilfe der Formel (11.15) berechnen.

11.22 Beispiel: D, : K - K, D; =id
D, : K2 x K2 — K: Wir haben die Permutationen (1,2) und (2,1)

X X,

: . X2 )

D, < > = X1 X2 = X%
X1 Koo

D, : K3 x K3 x K3 — K: Wir haben 6 Permutationen:
(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1),(1,3,2),(2,1,3)

Die ersten drei haben positives, die letzten drei negatives Vorzeichen. Zur Berech-
nung von

X1 X2 X3
D3 [ X X X3 | =D3(A)

X31 X3 X33
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erganzt man das Matrixschema zu

\Xﬂ\\\ sz:\,\,:xfé\x X ’;,/Xizl
X1 Ry ] X23X§I X2
X Xepl Xy X X
und multipliziert entlang der Linien. Linien von links oben nach rechts unten ge-
ben positives, Linien von links unten nach rechts oben negatives Vorzeichen:
D3 = X1 X9pXa3 + X1 pXo3Xa1 + X13%01 Xgp — X13%00X31 — X1 X03Xa0 — X12%p1 X33
11.23 Bezeichnung: X, bezeichne die Menge aller Permutationenvon {1,....n}.

11.24 Aufgabe: Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion, dass %, genau n!
Elemente besitzt.

Nach 11.24 gibt es 24 Permutationen (j,,...,j,). Damit wird die explizite Be-
rechnung von Dn(A) fiir n > 4 schon ziemlich aufwendig. Zum Gliick kdnnen wir
mit Hilfe der Linearitdt und des Lemmas (11.10) Zeilenoperationen und damit
eine Art GauB-Algorithmus zur Vereinfachung anwenden.

11.25 Lemma: Ist f :V x...xV — W alternierende multilineare Abbildung und
re K sogiltfiri # j

1 i j n i j n
FOC, X X = 1 X e, X)
Beweis:
FO, X X, X
. _ L . .
= f(xt, )X e f (L )X
=0nach (11.10)

0
Haben wir eine Matrix so in obere Dreiecksform gebracht, sind wir fertig.

(Vorsicht: Multipliziert man eine Zeile mitr # 0, verandert sich die Determinante
ebenfalls um den Faktor r. Vertauscht man zwei Zeilen, d@ndert die Determinante
nach (11.10) ihr Vorzeichen!)

11.26
A - - - -y
0 8xp----38y
D | \\ :all'azz'...'a.nn
| 0 \\
| ~
0O-———-- 0 @nmn



Beweis: Entwicklung nach der ersten Spalte:

a22 - - a2n a22 - - a2n
D(A) = (-1)**1a,,-D "N | +0=a,D N
0 ann 0 ann
induktiv folgt das Ergebnis. O

Im Gegensatz zu den Gleichungssystemen hat die Determinante den Vorteil, dass
man statt Zeilen- auch dieselben Spaltenmanipulationen durchfiihren darf, denn
es gilt

11.27 Satz: Fur eine n-quadratische Matrix gilt
D(A) = D(A").
Eine Permutation (j,, ..., jn) kdnnen wir auch als bijektive Abbildung
o:{L....n} = {1,....n}, k—j,

auffassen. Da j, # |, flr K # 1, ist o injektiv und damit auch bijektiv. Da jede
bijektive Abbildung genau eine Umkehrabbildung besitzt, ist die Zuordnung

Sh—Zn, O+ 0t

bijektiv. Benutzen wir diese Interpretation einer Permutation, so gilt

Xgj, X = Xig(1) " Xag(n):
Wir vertauschen nun die Faktoren in diesem Produkt so, dass sie nach dem 2.
Index statt nach dem 1. geordnet sind. Man beachte dabei, dass jede Zahl k €
{1,...,n} genau einmal unter o(1),...,o(n) auftritt. Man beachte weiter, dass
der Faktor mit dem 2. Index k gerade X 5=1(k) Kk ist. Da die Zuordnung o — o1

bijektiv ist, folgt aus (11.15)

D(A) = oezzn Xl,o(l) o Xn7o-(n)
=5 Ko Kot S9N(0)
(*) _ |
= X _avace X -Sign(o
oLy Xoa Yo SION(O)
(*:*) z Xg(l)l-...-xno(n).sign(o.)
ogez ’ ,
— D(At)
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Gleichung () ist Umbenennung von o nach o~1. Gleichung (xx) benutzt, dass
o~1 s o bijektiv ist und sign(o) = sign(o~1). Letzteres ist klar, denn die Ver-
tauschungen, die man fiir den Ubergang von o nach id = (1,...,n) braucht, muss
man bei o1 gerade riickgdngig machen. O

11.28 Folgerung: Entwicklung nach der i-ten Zeile. Sei i fest gewahlt.
n . .
Dn(A) = Z(_l)l+])(ij ‘Dp_1(Aj)  furA=(x;) € K™
=1

Als weiteres wichtiges Ergebnis zeigen wir:
11.29 Satz: D : K™" — K ist multiplikativ, d.h. D(A-B) = D(A) - D(B).
Beweis: Die Abbildung
iK' x...xK"= K f(x,...,x") =D(x}-B,...,x"-B)
ist eine alternierende n-Form, denn fiirr € K und y' € K" gilt
foxd,...,iX+y,... . x") =D B,...,(rX +y)-B,x"-B)
=D(x'-B,...,r-x-B+y-B,x"-B)
=r-D(xt-B,...,XB,...,x"-B)+D(x*-B,...,yB,...,x"-B)

=r-fOd, XM ALY, xX)

Giltx = x*1, so folgt X - B=x*1.B, so dass f(x!,...,x") =0.
Ist A die Matrix mit den Zeilenvektoren x1, ..., x", dann sind x}-B,...,x"- B die
Zeilenvektoren von A- B, so dass f(A) = D(A-B). Da

f(A) = Z sign(jq,---.in) Xgj e Xy f(En) = D(A)-D(B)
(j]_7'“7jn)€zn
nach (11.14), erhalten wir die Behauptung. O

Kommen wir abschlieRend auf unser urspriingliches Problem zuriick:

11.30 Satz: A€ K™" ist invertierbar <= D(A) #0.

Beweis: Ist A invertierbar, dann folgt aus (11.29)
1=D(E,)=D(A-A"1) =D(A)-D(A™Y)

Also D(A) # 0.

114



Ist A nicht invertierbar, so ist rang(A) = r < n. Die aus A mit dem GauB-Algorith-
mus gewonnene obere Dreiecksmatrix hat eine Nullzeile. Aus (11.26) folgt somit
D(A) =0. O
Wir konnen aber noch erheblich mehr sagen. Dafiir beweisen wir zunéchst

11.31 Lemma: Sei A € K™" eine Matrix mit dem Zeilenvektoren z%, ..., 2" und
den Spaltenvektoren st, ... ,s". Dann gilt

D(Z,....274 e, 2,2 = (-1)""ID(4))
=D(st,...,s7t d, st 9

Beweis: Entwickeln wir nach der i-ten Zeile, erhalten wir die linke Gleichung,
entwickeln wir nach der j-ten Spalte, erhalten wir die rechte. O

11.32 Definition: Sei A€ K™". Dann heif3t die Matrix A* = (&) € K™" mit
alj = (-1)""ID(A})
(beachte die Reihenfolge der Indices) die zu A ADJUNGIERTE Matrix.
11.33 Satz: Fur A= (a;) € K" gilt
A-A"=A"-A=D(A)-Eq

Insbesondere gilt: Ist D(A) # 0, so ist A invertierbar und
Al=_— A
Sei Z der i-te Zeilenvektor von Aund A-A* =C = (Cy)- Es gilt mit (11.31)
Ck = élaij &y = élaij (—1TkD(A)
_ jglaij-D(zl,...,zk‘l,ej,zk+1,...,z”)
_ D(zl,...,zk_l,jglaijej,zk“,...,z”)

_ D(le'”7Zk—1’272k+1’...7zn):{ ([))(A) :it nach (11.10.2)

Da Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist, muss man auch A*- A= D(A) - En
nachweisen. Das macht man genauso mit Hilfe der Spaltenvektoren s! von A und
der 2. Formel aus (11.31).

Alternativ kann man auch folgendes Resultat benutzen.
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11.34 Aufgabe: (Al)* = (A*)!
Als weitere wichtige Anwendung zeigen wir

11.35 Cramer’sche Regel: Sei A eine n-quadratische invertierbare Matrix mit
den Spaltenvektoren s, ..., s". Dann hat das lineare Gleichungssystem

A-Xx=b

fiir jedes b € K" genau eine Lésung x = A~1 . b. Firr die i-te Komponente X; von X
gilt _ _
B D(st,...,s7Lb,st ... &
e D(A)

Beweis: x=A"1.b= ﬁ -(A*-b). Ist ¢, die i-te Komponente von A*b, gilt

ajj-b; = jzlbj'D(Sl,---,S‘§‘1,ej,§+1,...,§1)

—D(sl,...,s°L 3 bjel,s*1... ) =D(s,... s b s+ ).
j=1

O

Wir wollen auch noch zwei Beispiele exemplarisch behandeln. Zur Berechnung
von Determinanten stehen uns die Entwicklungssatze (11.18) und (11.28), die Zei-
lenmanipulationen (11.5 (D3)) und (11.25) zur Verfiigung, und wegen (11.27)
auch die entsprechenden Spaltenmanipulationen.

11.36 Beispiel:
1 -4 16 1 41 6
8 1 -9
2 0 33|WYy~|0 8 1 -9]1©®
D0215D0215D<§154)
1 3 22 0 7 1 -4

—_

/8 1 -9\ |
Op(-60 14 i)_D<_6 14) @ _(_6.54+14)=16
10 5 -1

In (1) subtrahieren wir Vielfache der ersten Zeile von den Ubrigen, in (2) ent-
wickeln wir nach der erste Spalte, in (3) subtrahieren wir die erste Zeile von den
ubrigen, in (4) entwickeln wir nach der 2. Spalte, in (5) benutzen wir (11.22).
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11.37 Die Vandermondeschen Determinante: Flr X,,... Xy mitn> 2 sei

2 n—-1
1 Xq x% x% .
1 x, X -
2 X e %
V(Xg, ... %n) =D . . :
2 n—-1
1 Xn X5 ... X,

Behauptung: V(xy,...,xa) = ] (X; —) 1= Produkt aller Faktoren
1<i<j<n

(Xj—x)mitl<i<j<n

1 x\

1 X2> = X, —Xq nach (11.22).

Induktionsschritt: Beginnend mit der letzten Spalte subtrahieren wir nacheinan-

der das x;-fache der (j — 1)-ten Spalte von der j-ten Spalte:

Beweis: durch Induktion nach n: Firn=2ist D <

1 0 0 0
1 X —X; X (Xo—%Xq) ... X02(x,—x
V... x)=D| 2 % (2. 1) X (? 1)
1 X=X X (Xn—X%) ... X12(%y—Xy)
(1) . . .
=D : : :
Xno—X; Xn-(Xn—X) oo XT2(Xq— %)
@ Vv
= (Xp—=X) oo (Xn—Xq) -V (X5, X3, .., Xn)

(1) Entwicklung nach de ersten Zeile
(2) Herausziehen der Faktoren (X, —X;), ..., (Xn — X;) aus den Zeilen.
Nach Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung. O
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Teil 111
L ineare Endomor phismen

In diesem Kapitel untersuchen wir Endomorphismen f : V — V endlich-dimen-
sionaler Vektorrdume V. Wir wollen dabei f in moglichst einfacher Form be-
schreiben, indem wir eine geeignete Basis auswahlen. D.h. wir suchen eine Basis
2 von V, so dass die Matrix MZ(f) eine iibersichtliche Form erhélt. Aus (7.11)
wissen wir, dass es solche Formen gibt, wenn man die Basen im Definitions- und
im Wertebereich unabhangig voneinander wahlen darf. Jetzt soll die Basis im
Definitionsbereich dieselbe wie im Wertebereich sein.

12 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
f:V—-V

eine K-lineare Abbildung.

12.1 Definition: Ein Untervektorraum U C V heilit f-INVARIANT, wenn
f(U)cu

12.2 Beispiel: (1) Da f(0) =0, sind die Untervektorrdume {0} und V stets
f-invariant.

(2) Sei A= O 1) Dann besitzt 1 ' R?— R2, x+— A-xauRer {0} und R?
-1 0 A

keine f,-invarianten Untervektorrdume. Sei etwa U # {0} ein f,-invarian-
ter Untervektorraum und x = (2) € U, so gilt fo(x) = (_X)%l). Ist X # 0, so

sind x und f,(x) linear unabhéngig, denn

X, X
det <x; _)2(1> = —x§ - x5 #0.

Da f,(x) € U ist, ist dimU = 2, also U = R?,
(3) Sei Awie in (2), wir betrachten aber f, als Abbildung
fo:C*— C?
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Hier ist die Situation wesentlich anders:

- (Vuau,—c- (1)

sind f ,-invariante, komplexe 1-dimensionale Untervektorraume von C?:

A ()= () =i-() = ey,

A-(5)=(T) =—i-(5) = fal}) €V,
Da (1) und (1) linear unabhangig sind, folgt
C?=U,aU,.

Nehmen wir 2 = {(}), (1)} als Basis von C?, erhalten wir aus unseren

Berechnungen
i 0
M= (o 5)-

Bzgl. dieses “Koordinatensystems” ist f, besonders einfach zu beschreiben:
Ist (2) der Koordinatenvektor von v e C? bzgl. £, so erhdlt man den Ko-

ordinatenvektor (31) von f,(v) bzgl. # durch einfache Multiplikation jeder

Komponenten:
Y1\ _ 2 (X _ 1%
<Y2) =My (1) <X2> a <_i ‘X2>'

Beispiel (3) zeigt, dass f-invariante Unterrdume entscheidend zum globalen Ver-
stdndnis der Abbildung f beitragen kénnen. Das folgende Ergebnis zeigt, dass das
auch im allgemeinen Fall so ist:
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum f :V — V ein Endomorphismus und
U C V ein f-invarianter Unterraum. Dann konnen wir f zu einem Endomorphis-
mus

f:U—=U, u~ f(u)
einschranken. Wir wihlen eine Basis % = {V1,...,vK} von U und erginzen diese
zu einer Basis Z = {V!,... VK, V&1 . Vv'lvonV.

12.3 Satz: Mit diesen Beziehungen gilt: M% (f,) ist eine BLOCKMATRIX der
Form

R . A B R %7 F
MZ(f) = (0 K) mit A=MZ2(f),
A Kn-kn-k B¢ Kkn-k,
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Beweis: Der j-te Spaltenvektor von Mg'(f) ist der Koordinatenvektor von f(v/)

~

bzgl. #. Nun gilt 1 < j <k, dass f(vl) = f(vl) € U, also
fV) =ay v+ a0V 0V

ay
und | : | ist der Koordinatenvektor von f(vi) bzgl. 2. O
%i
In der betrachteten Situation gilt
V=U®Span{Vt1 ... vV}=UaU
mitU = Span{vk*+1, ... "}

12.4 Definition: Ist U Untervektorraum eines K—Velgtorraumes V, so nennt man
einen Untervektorraum U’ von V KOMPLEMENTARRAUM von U, falls V =
Uuagu’

12.5 Warnung: Zu einem Untervektorraum U C V gibt es i.a. viele Komple-
mentarrdume. Betrachte z.B. U = R - el ¢ R2 dann ist jeder Raum U’ =R - (;)
mit y # 0 ein Komplementérraum von U .

Wir kdnnten nun das Gliick haben, das unser f-invariantes U einen f-invarianten
Komplementdrraum U besitzt. Wir wahlen eine Basis Z = {vKt1 ... v} von U.
Dann ist nach Def. 12.4 2 = {V, ... ,v"} eine Basis von . Der Endomorphismus
f schrankt zu einem Endomorphismus

f:U—-U, uw~ f(U)
ein. Fr j > kgilt dann f(vl) = T(vl) € U, also
fV)=0-vi+ . +0-Vta , VT +. +a, V.
Wir erhalten zusammen mit (12.3):

12.6 Satz: Ist U ein f-invarianter Teilraum von V und U ein f-invarianter Kom-
plementdrraum von U, dann gilt bzgl. der getroffenen Basiswahlen

MZ(f) = (’3 %) mit A= M%(f) und A= MZ(T)
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Wie wir in (12.2.3) gesehen haben, konnen wir einen Endomorphismus f dann
am einfachsten beschreiben, wenn wir eine Basis von V finden, bzgl. der f durch
eine DIAGONALMATRIX A= (a;;) beschrieben wird, d.h. a;; = 0 furi # j.

12.7 Definition: Ein Endomorphismus f:V —V heilst DIAGONALISIERBAR,
wenn V eine Basis % besitzt, so dass M%) eine Diagonalmatrix ist. Eine Matrix
A€ K" heilt DIAGONALISIERBAR, wenn f, : K" — K" diagonalisierbar ist.

12.8 Satz: (1) Fireinen Endomorphismus f :V — V sind dquivalent:

(i) f istdiagonalisierbar
(i) V=U; @ ... 5 Up, wobei dimU; = 1 und U; f-invariant ist fur i =
1 n.

geeny

(2) A e K™ ist diagonalisierbar <= es gibt eine invertierbare Matrix
T € K™ und eine Diagonalmatrix D, sodass T-A-T-1=D

Beweis 1: (i) = (ii): Sei & = {V,...,v"} Basis von V, so dass

AL 0
MIH=| .
0 An

0

Der j-te Spaltenvektor ){j von M%) ist der Koordinatenvektor von f(v})

0
0
bzgl. #. Es folgt

fvh) =AM e K-,
Also ist K- vl ein 1-eindimensionaler f-invarianter Teilraum und
V=K-va. oKV

(ii) = (i): Sei v/ # 0 ein beliebiger Vektor aus U;. Dann ist Z ={vi,...,Vv"} eine
Basis von V, da
V=U;3..0U=KVo.. oKWV
Da {vl} Basis von Uj ist und U; f-invariant ist, gibt es ein A; € K mit f(vl) =
A;-Vi. Damit folgt
A 0

MZ(f) = N
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U
Beweis 2:  Sei .7 die Standardbasis von K". Wir erinnern: M7 (f,) = A Es gilt:

A diagonalisierbar < f, diagonalisierbar <= 3 Basis % von K", so dass
MZ(f,) = D Diagonalmatrix ist.
Wir betrachten nun K" mit folgenden Basen

fa: K 4,
B 5% S B

Aus (7.8) folgt: D =M% (f,) = MZ(id)-MZ(f,) - M.
Wir setzen T := M%(id). Da id ein linearer Isomorphismus ist und

M7 (id)-MZ(id) = M (id) = Ep,
istMZ(id)=T-L AlsoD=T-A-T~L 0

12.9 Beispiel: Aus den Beispielen (12.2.2) und (12.2.3) folgt mit ((12.8.1):

A= (_01 é) ist Uiber C diagonalisierbar, aber nicht tiber R.

Wir wollen die Matrix T € €22 bestimmen, fiir die T - A- T~ von Diagonalgestalt
ist. Wie wir gezeigt haben, hat MZ (f,) fiir 2 = {(}), (1)} Diagonalgestalt D =

<(') B,) . Aus den Gleichungen
D =MZ(fa) =MZ(id)o M7 (fy) oMz (id) und MZ(id) = (M (id))™
eralten wir T = (M (id)) L. Die gesuchte Matrix ist also invers zu

mzia = (7 ).

Man sieht aber auch sofort, dass

so dass
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Um einen Endomorphismus zu diagonalisieren, missen wir also f-invariante 1-
dimensionale Unterrdume finden. Dies ist unser ndchstes Ziel:

12.10 Definition: Sei f € Endg (V)

(1) A € K heilt EIGENWERT von f, wenn es einen Vektor v #£ 0 in V gibt,
sodass f(v) =A-v,

(2) einsolches v heilit EIGENVEKTOR von f zum Eigenwert A.
(3) Ist A € K ein Eigenwert, so heil3t
E(A) =Kern(f —A -id) = Kern(A -id— f)
EIGENRAUM von f zum Eigenwert A.

12.11 Erste Beobachtungen:

(1) Istveine Eigenvektor von f (zum Eigenwert A), dann ist K- v ein 1-dimen-
sonaler f-invarianter Teilraum von V.

Dennista-ve K-v, gilt f(a-v)=a- f(v)=(a-A)-ve K-v.

(2) E(A) enthdlt auRer dem Nullvektor genau die Eigenvektoren zum Eigen-
wert A.
Beweis:ve E(A) < (f —A-id)(v) =0 <= f(v)=A-w

(3) E(A) ist f-invarianter Teilraum von V (folgt aus (1) und (2)). Da es ein
v#0in E(A) gibt, istdimE(A) > 1

(4) Aus (2) folgt: Die Einschrénkung von f auf E(A) ist gegeben durch

A-id:E(A) = E(A), v Tf(v)=A-v

(5) Aus (12.8.1) folgt: f ist diagonalisierbar < V besitzt eine Basis aus
Eigenvektoren von f.

12.12 Beispiel: f, : R? — R? aus (12.2.2) besitzt keinen Eigenwert und keinen
Eigenvektor, da es keinen 1-dimensionalen invarianten Teilraum hat.

Im Beispiel (12.2.3) besitzt f, : C> — C? die Eigenwerte i und —i. Die Eigenrau-
me E(i) und E(—i) sind beide 1-dimensional. Der Vektor (Il) ist Eigenvektor zum
Eigenwert i und (%) ist Eigenvektor zum Eigenwert —i.
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12.13 Satz: Sei f € End, (V). Seien A,,...,Am € K paarweise verschiedene Ei-
genwerte von f. Dann gilt

(1) Ist V' Eigenvektor zu A, i=1,...,m dann sind vl ..., v linear unabhén-
gig.

(2) Die Summe der Eigenrdume E(A,),...,E(Am) ist direkt, d.h.
Es folgt: 2! ; dimE(A;) < dimV =n.

Beweis 1: Induktion nach m. Da v! # 0, ist v linear unabhingig.

Induktionsschritt:  Vor: vi,... . v™1 m> 2, sind linear unabhingig.
Beh.: v, ..., v™1 v™sind linear unabhéngig.

Seia,-vl+a,-V2+...4+am-vV"=0. Es folgt
1 a

=fla-Vi+...+am V") = Apa Vi 4 Ameam- VT

Also: a; - (Am—A V4. +a (Am—Ap_a) -V 1=0.
DaVL,...v™1 linear unabhéngig sind, folgt

g (Am—A)=0 furi=1,... m-1

Da Am—A; #0 firi =1,...,m—1 nach Voraussetzung, folgt a, = 0 fiir i =
1,...,m—1. Also gilt an-v" = 0. Da v" £ 0, folgt auch a;, = 0.

Beweis 2: Indem wir entsprechend umnummerieren, genigt es zu zeigen, dass
(E(A))+...+E(A_1)) NE(Am) = {0}
Sei v aus diesem Schnitt, dann hat v eine Darstellung
v=a, - W4...f+a, -wl=anw"
mitw € E(A;), W # 0und a € K. Es folgt
O=aw +...+a, Wt —amw™

Nach Teil (1) sind w2, ..., w™ linear unabhéngig. Also ist am = 0 und damit v=0.
[
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Unser ndchstes Problem ist es, Eigenwerte und ihre zugehdrigen Eigenrdume zu
finden. A € K ist ein Eigenwert, wenn die Abbildung
A-id—f:V -V

einen nicht-trivialen Kern hat. Da V endlich-dimensional ist, ist das gleichbedeu-
tend damit, dass A -id — f nicht invertierbar ist. Dafiir genligt es nachzuweisen,
dass

MZ(A-id—f) =A-MZ(id) —MZ(f) = A -En— MZ(f)

nicht-invertierbar ist, wobei Z eine beliebige Basis von V ist (vergl. §7). Die
Nicht-Invertierbarkeit von Matrizen kann man aber mit Hilfe ihrer Determinante
testen (11.30).

Sei also A = (g;) € K™". Wir betrachten
Det(A - En— A).

12.14 Lemma: P, := Det(X-Ep — A) ist ein Polynom von Grad n in der Unbe-
stimmten X mit Koeffizienten in K von der Form

mitc, , = —-a;;—a,,—...—apnund ¢, = (—1)"- DetA.
n—1 11~ 8 0

Beweis: Nach (11.15) gilt fir X-Ep— A=B= (bij)

DetB = Z SgN(0) by gy - gy = brr-Pyp- - b +C
0€2n '

mtC= 3 b,y - b FUr o #id gilt o(i) # i flr mindestens zwei

oEs, 101 no(n)

o#id
i € {1,...,n}. Damit enth&lt jeder Summand von C mindestens zwei Faktoren bij
mit i # j. FUr diese gilt bj; = —a;;. Damit kénnen héchstens n— 2 Faktoren von

der Form b;; = X —@;; sein, d.h. Cist ein Polynom in X in Grad < n— 2.
Multiplizieren wir aus erhalten wir
DetB=X"—(ay; +ay+...+am) - X" +d, X" 4d-X+dy+C

Es folgt: P, ist eine Polynom n-ten Grades in X. Der Koeffizient von X1 jst
—(ayy+ap+ ... +am).
Setzen wir X = 0, erhalten wir

PA(0) = ¢y = Det(—A) = (—1)"- DetA
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12.15 Definition: (1) Fur Ae K™" heilt P, = Det(X - Ey — A) das CHARAK-
TERISTISCHE POLYNOM von A in der Unbestimmtem X

(2) Ist f € Endi (V) und Z eine Basis von V, dann heil3t
Pii=P, mit A=MZ(f)=(g)
das CHARAKTERISTISCHE POLYNOM von f,
Det(f) := DetMZ(f)
die DETERMINANTE von f und
Tr(f) :=ay +ay+...+amn=Tr(MZ(f))

die SPUR von f bzw. von A
Diese Definition ist sinnvoll, denn
12.16 Lemma: P;,Det(f) und Tr(f) hdngen nicht von der Wahl von # ab.
Beweis: Seien % und % zwei Basen von V. Dann gilt M%(f) = Mg(id) -MZ(f)-

MZ(id). Wir setzen A= Mg(i) und T = MZ(id). Dann ist MZ(id) = T~ (siehe
Beweis von 12.8). Fir B= MZ(f) giltalso B=T-A-T 1. Es folgt

Det(X - En — B)=Det(T - (X -En)- T 1—T-A-T71)
=Det(T - (X-En—A) -T—l) — Det(T) - Det(X-En— A)- (DetT)_l
=Det(X-En—A)

Das zeigt, dass P; unabhéngig von der Basiswahl ist. Da —Tr(A) der Koeffizient
von X"~1in P, und (—1)"- Det(A) der Koeffizient von X in P; ist, folgen die
anderen Aussagen. O

Nach unseren Uberlegungen ist A € K genau dann Eigenwert von f, wenn
A -id— f nicht bijektiv ist, d.h. wenn Det(A -id — f) = 0 ist. Also gilt

12.17 Satz: A € Kistgenau dann Eigenwertvon f € Endy (V), wenn A Nullstelle
des Polynoms P ist.

12.18 Beispiel: Sei f :V — V eine R-lineare Abbildung von R-Vektorrdumen,
beschrieben bzgl. einer Basis % von V durch die Matrix

0 -1 1
MZ(f)=A=|-3 -2 3
-2 -2 3
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X 1 -1
2 2 X-=3
= X (X4+2)(X=3)—6-6+2(X+2)—3(X-3)+6X
= X3-X2-X+1=(X-1)2-(X+1)
Also hat f die Eigenwerte A = +1.
Wir bestimmen die Eigenrdume:
E(A) ist der Losungsraum von (A -E;—A)-x=0.
E(1): zu l6sen ist das Gleichungssystem

11 -1
(E,—A)-x=[3 3 —3]-x=0
2 2 -2

X
=

C o RNWER
<
O O RN W RN
|
()

Damit hat E(1) die Basis

E(—1): zu I6sen ist das Gleichungssystem

~11 -1
(~E;—A)-X=|[ 3 1 —3}.x=0
2 2 -4

127



X, X X3|b=0
-1 1 -1
3 1 -3
2 2 -4
1 -1 1 —I
0 4 -6 n43-1
0 4 -6 M+2-1
1 -1 1
o 1 -3 Al
0O 0 O -1l
1 0 -3 I+ 11
o 1 -3
1 1
Damitistw = (g) und damitauchw=2-w = (3) Basis von E(—1).
1 2

Also besitzt V eine Basis aus Eigenvektoren von f, namlich 2’ = {v,v?,w}, und
ist damit diagonalisierbar. Genauer gilt

, 10 0
MZ(f)=[0 1 0O
00 -1

12.19 Beispiel: Wir betrachten dieselbe Matrix tber den Korper IF,,. Dann ist sie
von der Form

O

0 0 X+1
(Das hatten wir auch direkt aus P; von Beispiel 12.18 herleiten konnen).

X 1 1
PfDet<l X 1 )xz-(x+1)+(x+1)(x+1)3
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Wir haben genau einen Eigenwert, ndmlich A =1

111
E,—A=(111
0 00O
hat Rang 1. Damit ist dimE(1) = 2 # dimV = 3. Also ist f Uber IF, nicht diago-

nalisierbar.

In beiden Beispielen ist das charakteristische Polynom ein Produkt linearer Po-
lynome. Es stellt sich gleich heraus, dass das ein notwendiges Kriterium fur die
Diagonalisierbarkeit ist.

12.20 Definition: Sei P=X"4a, ;X""1+...4a,ein Polynom iiber dem Kdrper
K, d.h. die Koeffizienten a; liegen in K. Wir sagen, P zerfallt in LINEARFAK-
TOREN, wenn

P=(X=A))-(X=2A,)-...-(X=2n)

mitA;-...-An € K Gilt
P:(X—)\l)rl-...-(X—)\k)rk,

wobei A; # A; furi # j und r; > 0, nennt man r; die ORDNUNG oder VIEL-

FACHHEIT der Nullstelle A; von P und schreibt auch r; = v, (P).

12.21 Lemma: Sei f € Endg (V) und A Eigenwert von f. Dann gilt
dimE(A) <v, (P)

Beweis: E(A) ist f-invariant. Sei {V, ...} Basis von E(A) und {v%,... v} die
Ergénzung dieser Basis zu einer Basis Z von V. Da f(vl) = A -v! firl < j <k,

hat A= M%(f) die Form
2= ("o %)
Nach dem Entwicklungssatz (11.19) gilt

P, (X) = Det(x- En — A) = Det <<X_5‘)Ek e _A,> = (x—A)K-Py(x)
n—k

Damitist v, (P;) > k=dimE(A). O
Wir fassen zusammen

12.22 Satz: f € Endg (V) ist genau dann diagonalisierbar, wenn folgende beiden
Bedingungen erfillt sind:
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(1) Py zerfalltin Linearfaktoren
(2) Fr jeden Eigenwert A von f gilt v, (P;) = dimE(A).

Beweis: Nach (12.11.5) ist f genau dann diagonalisierbar, wenn V eine Basis
# = {Vv},... . v"} von Eigenvektoren besitzt. Sind A4, ..., A, die verschiedenen
Eigenwerte von f und ordnen wir die V' nach diesen Eigenwerten, d.h. zuerst die
Basisvektoren zum Eigenwert A,, dann die zum Eigenwert A,, usw., so gilt

[
_ }

0 A
Ak

wobei r; Basisvektoren Eigenvektoren zum Eigenwert A; sind. Inshesondere gilt
dimE(A;) > r; und

Pr = Det(X-En—MZ(f)) = (X —A)"1-...- (x—=A ).
DadimE(A;) <v, (P;) =r;, folgtdimE(A;) = v, (P;).
Gelten umgekehrt (1) und (2), hat P; die Form
Pr(X) = (x—Ap) 1o (x—=A )"

mit verschiedenen A,,... A, und es gilt ry +r, 4+ ... 41, = n. Wegen (2) ist
dimE(A;) = r;. Nach (12.13.2) ist

EA) @ ©EA) CV
Da aber dim(E(A,) & -G E(A)) =y +...r, =N, ist
EN)@--2EQX) =V

Wahlen wir nun fiir jedes i = 1,...,k eine Basis %, von E(A;), so ist #Z = %, U
#,U...UH, eine Basis von Eigenvektoren von V und damit f diagonalisierbar.
]

12.23 Korollar: Besitzt f € End, (V) n verschiedene Eigenwerte (n = dimV),
so ist f diagonalisierbar. O
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13 Polynomringe

Die Ergebnisse des Abschnitts 12 sind fiir uns Veranlassung, uns naher mit Poly-
nomen zu befassen. In den Ubungen haben wir Polynome als Funktionen K — K
behandelt. In der Algebra sind aber Polynome formale Ausdriicke, die u.a. “Poly-
nomfunktionen” definieren.

13.1 Beispiel: Die als formale Ausdriicke verschiedenen Polynome tiber I
X34 X+1[2]  und  [2]-X+[2]

sind als “Funktionen” F; — 5 gleich. Als algebraische Objekte werden sie aber
als verschieden angesehen.

13.2 Definition: Sei K ein Korper (die Definition gilt wortlich auch fir Ringe).
Ein POLYNOM in der UNBESTIMMTEN X mit KOEFFIZIENTEN in K ist
ein formaler Ausdruck

n .
P=ag+aX+aX?+...+aX"= %a,.x'

mit ay,...,an € K, n€ N, X% =1 ¢ K, X! := X. Wir nennen (a,,ay, ... ,an,0,
0,...) die KOEFFIZIENTENFOLGE (sie besteht ab einer gewissen Stelle nur
aus Nullen) gradP = max{k € N;a, # 0} heilt der GRAD von P, d.h. die Koef-
fizienten a; von P sind fir i > grad P stets 0.

Zwei Polynome P und Q heiBen gleich, wenn ihre Koeffizientenfolgen gleich sind.
Mit K[X] bezeichnen wir die Menge aller Polynome “liber K”.

13.3 Addition und Multiplikation: Seien P, Q € K[X] und seien (a,,a,,...) und
(by, by, .. .) die Koeffizientenfolgen von P bzw. Q, d.h.
n n
P=Ya-X. n=GradP Q=Y b-X. m=GradQ.
2° 2

Wir definieren:
P+ Q ist das Polynom mit Koeffizientenfolge
(8 +bg,a, + by, 8, + by, ..

P-Q ist das Polynom mit der Koeffizientenfolge (c,, c;,C,,...), wobei

n

Co=8by C=a;-by+ay-by, ..., q= Zkai'bi
i+]=
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13.4 Satz: Sei K ein Korper

(1) K[X] istein kommutativer Ring und K C K[X], die Teilmenge der Polynome
mit Koeffizientenfolge (a,,0,0,...), ein Unterkdrper.

(2) K[X] ist bzgl. der Addition und der Multiplikation mit dem Unterkorper
K C K[X] ein K-Vektorraum mit Basis {1,X,X2,...).

Diesen Satz haben wir im Rahmen der Ubungen bereits bewiesen. Die Elemente
aus K C K[X] nennt man die KONSTANTEN Polynome.

13.5 Bezeichnung: Sei P ein Polynom von Grad n und (ay,a,,...,an,0,0,...)
seine Koeffizientenfolge, wobei an # 0 und a, = 0 fur i > n. Dann heil’t a, der
LEITKOEFFIZIENT und a; der KONSTANTE TERM von P.

13.6 Sei K ein Korper. Fur P, Q € K[X]\0 gilt (das Nullpolynom hat keinen Grad)

(1) grad(P+ Q) < max(gradP,gradQ)

(2) grad(P-Q) = grad P+ gradQ. Genauer gilt: Ist an Leitkoeffizient von P und
b Leitkoeffizient von Q, so ist a, - by, Leitkoeffizient von P- Q.

Beweis: trivial ]

13.7 Sei P € K[X]. Dann definiert P durch Einsetzen eine Abbildung

Ep KoK Bpln=3 4.

n .
fallsP= 3 aX'. Wir schreiben kiirzer P(r) fiir Ex(r).

i=0

Wichtig flr unsere Anwendungen ist das folgende Ergebnis mit seinen Folgerun-
gen.

13.8 Division mit Rest: Sei K ein Korper und seien F = ag+anX+...+ apX"
und G = by + b; X + ... 4+ bmX™ mit by # 0 Polynome in K[X]. Dann gibt es
Polynome Q, R € K[X], so dass

F=Q-G+R mit R= 0 oder gradR< gradG

Beweis: Ist n < m, setzen wir Q =0 und R= F. Sei also n > m. Wir beweisen
diesen Teil durch Induktion nach n.
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n=0: F =a,; G=b, (wegen n > m). Da b, # 0 nach Voraussetzung, gilt mit
Q=p:F=28=QG+0.
Induktionsschritt: Sei Q, = % - Xn-m

F = aX"+a, X1+ +a,
Q-G = aX"+ b, XM 4 fapy. X

F —Q,-G=F, istein Polynom von Grad gradF; < n. Nach Induktionsvorausset-
zung gilt es Polynome Q,, R € K[X], so dass

F,=Q,-G+R mit gradR < gradG oder R=10

Es folgt:
F=0Q-G+F =(Q+Q;)-G+R

13.9 Definition: Sei P € K[X]. Ein Element r € K heilt NULLSTELLE von P,
wenn P(r) =0.

13.10 Satz: Ist K ein Korper und r € K eine Nullstelle von P € K[X], dann ist das
lineare Polynom X —r ein TEILER von P. D.h. es gibt ein Polynom Q € K[X],
sodass P=Q- (X —r).

Beweis: Wir teilen P durch X —r mit Rest:
P=Q(X-r)+R mit R= 0 oder gradR=0

Im zweiten Fall ist Rein konstantes Polynom R= c mit c# 0. Nach Voraussetzung
gilt P(r) = 0. Also

0=P(r) =Q(r)(r—r)+c=0+c
Alsoistc=0,d.h. R=0. O

13.11 Folgerung: Ist K ein Korper und P € K[X] ein Polynom von Grad n, so hat
P hochstens n Nullstellen.

Beweis: Induktion nach n. Ist n =0, so ist P = a; mit a5 # 0. Also hat P keine
Nullstelle.

Induktionsschritt: Sei r Nullstelle von P. Dann gibt es Q € K[X] mit P =Q-
(X —r). Ist s+ r eine weitere Nullstelle, gilt

0=P(s) =Q(s)-(s—r).
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Das—r # 0, ist s Nullstelle von Q. Da gradQ = gradP —1 = n— 1, hat Q nach
Induktion hochstens n— 1 verschiedene Nullstellen. O

Besonders schon ist die Theorie der komplexen Polynome, denn es gilt

13.12 Fundamentalsatz der Algebra: Jedes komplexe Polynom P = a,X" +
...+ a,X+a,vom Grad n > 1 zerfallt in Linearfaktoren, d.h.

P=an-(X—=2An) - (X=A_1) .- (X=2y) mitA, e Cfuri=1,...,n.

Fur dieses Resultat gibt es keinen rein algebraischen Beweis. Deshalb miissen wir
im Rahmen dieser Vorlesung auf einen Beweis verzichten.

Der Fundamentalsatz der Algebra hat Konsequenzen fiir die Behandlung sowohl
C- als auch R-linearer Abbildungen, wie wir in den kommenden Abschnitten se-
hen werden.
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14 Trigonalisier bare Endomorphismen

Selbst wenn das charakteristische Polynom eines Endomorphismus’ f :V — V in
Linearfaktoren zerféllt, braucht F nicht diagonalisierbar zu sein. D.h. die Bedin-
gung dimE(A) = v, (P;) ist nicht immer erfullt.

14.1 Beispiel: f:R%2—R2 (J1) — (172

0 2
Die Matrix von f bzgl. der Standardbasis ist

(3
Pr = (X—1)2

Damit zerfallt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren, 1 ist der einzige
Eigenwert. (2) ist genau dann Eigenwert zum einzigen Eigenwert 1, falls

XY _al () = (At
) = \%/ \ X%
d.h. wenn x, = 0. Damit ist E(1) = R x 0 C R?, also 1-dimensional.

Wir fragen uns, was wir in einem solchen Fall erreichen kdnnen.

14.2 Definition: f € Endy (V) heiBt TRIGONALISIERBAR, wenn V eine Ba-
sis Z besitzt, so dass MZ% ( f) eine obere Dreiecksmatrix ist.

14.3 Satz: f € End (V) ist genau dann trigonalisierbar, wenn das charakteristi-
schen Polynom P; von f in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis: Sei f trigonalisierbar. Dann hat V eine Basis %, so dass

A=MZ(h=| O =
0 ann
Aus (11.26) folgt
X—a;; —ap, "flln
0 X— ann



Also zerfallt P; in Linearfaktoren.

Die Umkehrung beweisen wir durch Induktion nach n = dimV = gradP;.
n=1: M%(f) = (a,) ist obere Dreiecksmatrix. Also ist nichts zu zeigen.
Induktionsschritt: P (X) = [TiL1(X— A;)

Dannsind A;, ..., An die nicht notwendig verschiedenen Eigenwerte von f. Sei vt
ein Eigenvektor zu Eigenwert A; und

B ={vE WA, ow)

die Ergdnzung von v! zu einer Basis von V. Dann gilt

)\1 b12 ........... bln
0 b22 ........... b2n
A=MZ(f) = by, by,
0 bﬁZ ........... brn

Sei W = Span{w?,...,w"} und p:V — W die lineare Abbildung, die durch
p(vt) =0 und p(W) =W, i=2,...,n, gegeben ist. Insbesondere gilt p(w) = w
fir alle waus W. Sei

g:W—-W, g(w) = po f(w).

Die Matrix von g bzgl. der Basis 2’ = {w?,...,w"} von W ist
B=MZ(g) =

Entwicklung nach der 1. Spalte ergibt
P (X) = Det(x-En—A) = (Xx—A;) -Det(x-E,_; —B) = (Xx—A;) - Py(X).

Also zerfallt Py(x) = [iL,(Xx—A;) in Linearfaktoren. Nach Induktionsannahme hat

W eine Basis Z = {V?,...,V"}, so dass C = M%(g) eine obere Dreiecksmatrix ist,
d.h.

n

g(Vj)z Zcijvi mitcij =0flri>j, j=2,...,n
i=
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#={vtV2,... '} istBasisvonV. IstR= (r;;) = Mg(f), dann gilt

Alsor,; = A, und ry; = 0 flri > 1. Fur j > 2 erhalten wir

po f(Vl)=p (i:irijvi) @ p (iirijvi) @ iirijvi =g(v) = iicijvi.

Es gelten (1) und (2), weil p(v}) = 0 und p(w) = w filr w € W. Es folgt rj =G
flrr > 2 und damit Mj = O fiiri > j. Also hat R obere Dreiecksform. O

]

Mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra (13.12) erhalten wir als Folgerung

14.4 Satz: IstV ein C-Vektorraum, dann ist jeder C-Endomorphismus f :V —V
trigonalisierbar.

Wir schlieRen mit einer “geometrischen” Interpretation der Trigonalisierbarkeit.

14.5 Definition: Eine Sequenz V, C V; CV, C ... C Vi von Untervektorraumen
eines n-dimensionalen K-Vektorraumes V heitt FAHNE in V, wenn dimV, = i.
Ist f € End,(V), heilt eine Fahne f-INVARIANT, falls jedes V; f-invariant ist.

Der Name “Fahne” ist suggestiv: Vi, = {0} wird als FuBpunkt, V; = K wird als
“Fahnenstange”, V,, = K x K als Fahnentuch interpretiert usw.

14.6 Fahnensatz: f € Endy (V) mit endlich-dimensionalem V ist genau dann
trigonalisierbar, wenn V eine f-invariante Fahne besitzt.

Beweis: Ist f trigonalisierbar, dann hat V eine Basis #Z = {v*,... ,v"}, so dass

a.l 1 a.12 ..... a.ln

A=MZ(f)



SeiVo={0}undV; = {v},... v} firj=1,...,n Da
- n - -
f(v!) Z_Zlai,-\/' =a V. vl eV v firj<k
1=

ist jedes V, f-invariant. Da dimV; = j, erhalten wir eine Fahne.

Sei umgekehrtV, C 'V, C ... C Vi eine f-invariante Fahne. Beginnend mit 0 kon-
struieren wir durch Basisergdnzung eine Basis {vi,... v"} von V, =V, so dass
{vi,... v} Basis Z von V; ist. Da f(V)) € V;, folgt

. i
f(vl):_;aijv'.

Damit ist MZ(f) = (a;) eine obere Dreiecksmatrix. O
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Teil IV
Vektorraume mit Skalar produkt

Fiir geometrische Betrachtungen im R " hatte man gerne so etwas wie Langen- und
Winkelbegriffe. Die Volumenform in §11 ist eine Betrachtung in diese Richtung.
Wir greifen die dort aufgelisteten Axiome auf, um den bekannten Langen- und
Winkelbegriff des R und R3 auf R" zu erweitern.

15 Skalarprodukte

Sei X = (X1,%,,%;). Die “Lénge” von x ist der “Abstand” von x vom Nullpunkt.
Nach dem Satz von Pythagoras gilt

151
X | x||: = Lé&nge von x
=G g

gl
A
w><

X3 || A A1

Betrachtet man zwei Punkte x,y € R3, so ist ihr Abstand die Lénge des Vektors
X—Y:

y X—y

X=y+(x=y)
Kommen wir nun zur Winkelmessung: Sei a=|| x—y||, b= y|., c=| x||.

Im R?
Der Cosinussatz besagt

y
a = b%+c%— 2bccosa
X—=y
Also
cosg e
X - 2bc
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B2+c2—a? = [ly|2+ x|~ [x-y]?
= ViHYVs X+ — (X —Y1)? — (% — ¥,)?
2X1Yq + 2X%5Y5

Es folgt

X1Y1 1+ XY

-1yl

Die Formeln 15.1 und 15.2 lassen sich nun in offensichtlicher Weise zu Langen-
und WinkelmaRen im R" erweitern. Dazu setzen wir

15.2 cosa =

15.3 Definition: Das EUKLIDISCHE oder STANDARDSKALARPRODUKT
von x und y aus R"ist die Zahl

n
<X Y>= _leiyi =X, Y1+ X5+ ...+ Xn¥n
1=

15.4 Rechenregeln: Fir x,y,ze R"und r € R gilt

(1) < —,—>:R"xR"— R ist eine BILINEARFORM (vgl. 11.6), d.h. fiir
x,y,zeVundr € R gilt:
<XFY,Z2>=<X2>+<Y,2>, <I-XZ>=I-<XZ>
<XKYFZ>=<XY >+ <XZ>, <XI-Z>=T-<XZ>

(2) <xy>=<y,x>,dh<—,—>ist SYMMETRISCH
(3) Furx#£0gilt || X |[>=< x,x>> 0, d.h. < —, — > ist POSITIV DEFINIT.

Diese Regeln rechnet man leicht nach. O

Schon zur bequemeren Behandlung von Untervektorrdumen, aber auch fir die
Untersuchung allgemeiner Vektorrdume, etwa Raumen von Funktionen, empfiehlt
sich, den Begriff des Skalarproduktes von Standardbeispielen R" auf beliebige
Vektorrdume auszudehnen. Dazu erhebt man (wie schon friiher praktiziert) die
grundlegenden Rechenregeln zu Definitionen. Damit wir (15.4.3) mit in eine sol-
che Definition aufnehmen konnen, beschranken wir uns auf folgenden Fall:

15.5 Konvention: Falls nicht ausdriicklich anders vermerkt, ist K ab jetzt R oder
C.

15.6 Definition: Sei V ein K-Vektorraum.

Eine BILINEARFORM auf V ist eine Multilinearform f : V xV — K. Eine
Bilinearform f heift SYMMETRISCH, falls f(v,w) = f(w, V).
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Fur C-Vektorrdume ist man meist an anderen Formen interessiert.

15.7 Definition: SeiV ein C-Vektorraum. Eine Funktion
f:VxV—->C

heiRt SESQUILINEARFORM (=“anderthalbfach linear”), wenn gilt

(1) f ist C-linear im ersten Argument, d.h. f(u+v,w) = f(u,w) + f(v,w) und
f(r-uw)=r-f(uw), VuvweV,VreC

(2) fist C-SEMILINEAR im zweiten Argument, d.h. Yu,v,we V, Vr € C gilt
f(u,v+w) = f(uv)+ f(uw) f(ur-v)=r-f(u,v)

Eine Sesquilinearform f heift HERMITESCH, wenn

f(u,v) = f(vu) Yu,veV

15.8 Ist f eine hermitesche Sesquilinearform auf einem C-Vektorraum V, so gilt:
f(wv) eRVveV

Beweis: f(v,v) = f(v,v), also ist f(v,v) € R. O

15.9 Definition: SeiV ein K-Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform (K =
R) bzw. eine hermitesche Sesquilinearform (K = C) heilt POSITIV DEFINIT,
falls f(v,v) >0 Vv#OausV.

Ein SKALARPRODUKT < —, — >:V xV — Kiist eine positiv definite symme-
trische Bilinearform (K = R ) bzw. hermitesche Sequilinearform (K = C).

Das Paar (V, < —,— >) heift dann EUKLIDISCHER (K = R) bzw. UNITA-
RER (K = C) RAUM.

15.10 Beispiel: (1) R" mit dem Standardskalarprodukt < —, — >, ist ein eu-
klidischer Raum.

(2) C" mit dem Skalarprodukt

n

<X Y >pi= ;xi Y

ist ein unitérer Vektorraum.

(3) Sei C([0,1],K) der Vektorraum der stetigen Abbildungen

f:[0,1] - K

141



Dann ist
1
< f,g >::/f-gdx
0

ein Skalarprodukt auf C([0, 1], K). Hierbei ist

g:oU-K  gn-{ 9 Ko7

Man prift leicht nach, dass in allen Féllen die Axiome erfillt sind.

Wegen Beispiel (1) und (2) haben wir ein Standardskalarprodukt auf jedem K".
Da jeder n-dimensionale K-Vektorraum V isomorph zu K" ist, kann man das Stan-
dardskalarprodukt < —,— >, mit Hilfe des Isomorphismus’ ¢ :V — K" auf V
Ubertragen: Wir definieren

<= =>4 VXV =K <V W>y=<9(V),p(W) >y
Die Axiome kann man “im Kopf* Giberprifen. Wir erhalten

15.11 Satz: Jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum besitzt ein Skalarprodukt.

Bevor wir weitere Eigenschaften des Skalarproduktes untersuchen, wenden wir
uns der Definition des Langenbegriffs zu.

15.12 Definition: Eine Norm auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
V — R, Vi | v ||
so dass gilt:
(1) | v]|=0 < v=0
@) [[r-v|=1r|-|v]] WweV,VreK
@) lv+w|<||v]+]w] VvwweV (DREIECKSUNGLEICHUNG)
Das Paar (V, || — ||) heilt NORMIERTER VEKTORRAUM.

Alle drei Axiome sind Bedingungen, die wir von einem verniinftigen L&ngen-
begriff erwarten. Die Dreiecksungleichung ist fur den blichen euklidischen L&n-
genbegriff in der Ebene sofort einsichtig.:

V+4+W

Die folgende einfache Uberlegung zeigt, dass nur positive Ldngen moglich sind:
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15.13 Ist|| — || eine Norm aufV, dann gilt || v||> 0 VYve V,

() (3) 2)
Beweis: 0 = || v—V || <[ V| + [ =V[IZ[ V[ +I(=D]-[[vI=2] v]
Also || v||> 0. O

15.14 Satz: Ist < —, — > ein Skalarprodukt auf V, dann wird durch

| V]li= 4/ 2WVS

eine Norm auf V definiert, und es gilt die Cauchy-Schwartz’sche Ungleichung fiir
alleu,veV
| <uv>[<[ulf- vl

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn u und v linear abhédngig sind.

Beweis: v=0=v=0-v=<vv>=<0-vyv>=0-<Vvv>=0
Weiter gilt: || v||=0 <= <vv>=0=v=0,da < —,— > positiv definiert ist.

213
Itv|= ySIVTvs = PP 2uvs = | v]
Wir beweisen weiter die Cauchy-Schwarz‘sche Ungleichung:

Fiir v = 0 erhalten wir auf beiden Seiten 0. Sei also v # 0. Es gilt fiir s=|| v||?c R
undt =<u,v>eC

0 < <s-u—t-vs-u—t-v>
= S$sS<uUuu>-st-<uv>-t-s<vu>+t-t<vv>
= S ful?=2st-T+t-T | v[P=s(|| v][*- | ul® =2/t +t]?)
= s (lv]® ul®=]<uv>P)

Das=|| v ||?# 0, folgt die Ungleichung.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenns-u—t-v=0. Da s# 0, sind uund
v linear abhangig.

Sind umgekehrt u und v linear abhéngig, giltu=r-v, dav=# 0. Also
[ <uv>|=[r-<wv> =[] v]P=]r-v]-[[v]=]u]-]v]
Es bleibt, die Dreiecksungleichung zu zeigen:

<UFVUHV>=[Uf?+ <uv>+ <vu>+ | v?
[ull>+2-[ <uv> [+ [ v]P<[ufl+2 ul - [v] + [T v]?

(rull-fhvin?

Dennist < u,v>=a+bi,soist <vu>=<uv>=a—bhiund|<uv>|=
vaz+b2 Also < u,v>+ <vu>=2a<2vaZ+ b2 O

lutv?

IVARI
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Eine Norm erlaubt die Definition eines Abstandsbegriffes:

15.15 Definition: Ist (V.|| — ||) ein normierter Vektorraum, dann nennen wir
v —wi
den ABSTAND von vundwausV (bzgl. || — ||)

15.16 Rechenregeln fiir den Abstand: Fir u,v,w e V gilt
(1) Jlu=v||=0 < u=v
) [[u=v][=[lv—ull
) Ju=w|<||Ju=V]| + || v—w || (Dreiecksgleichung)
Diese Regeln folgen sofort aus (15.12). O

In einem euklidischen Raum kdnnen wir ein verniinftiges Winkelmal einfiihren,
indem wir (15.2) erweitern

15.17 Definition: Ist (V,< —,— >) ein euklidischer Raum, definieren wir als
MaR des Winkels zwischen zwei Vektoren v,w

<V, W > W

cosg = —————
VAL wl

v
Im unitdren Fall ist < v,w >¢ C und auBerdem < v,w >= < W,V >, S0 dass wir
mit der Definition (15.17) wenig anfangen kdnnen. Im Spezialfall < v,w >= 0 ist
das natiirlich anders. Im diesem Fall ist a = 7, d.h. v und w stehen senkrecht auf-
einander. Damit ist folgende Definition in jedem Vektorraum mit Skalarprodukt
sinnvoll:

15.18 Definition: Sei (V, < —, — >) ein Vektorraum mit Skalarprodukt

(1) vweV STEHEN SENKRECHT AUFEINANDER, wenn < v,w >=0.
Wir schreiben u L w.

(2) veV STEHT SENKRECHT AUF EINEM UNTERVEKTORRAUM
U,wenn<v,u>=0 Yue U.Wirschreibenu L U.

(3) Zwei Untervektorraume U,,U, C V sind ORTHOGONAL ZUEINAN-
DER, wenn < u;,u, >=0 Vu, € Uy, Vu, € U,. Wir schreiben U; L U,,.
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(4) Fureinen UntervektorraumU C V heil3t
Ut:={veV;vLU}
das ORTHOGONALE KOMPLEMENT vonU.
15.19 Satz: Sei (V,< —,— >) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt
(1) Ist M C V eine nicht-leere Teilmenge und
M- ={veV;<vw>=0VYwe M},
dann ist M+ ein Untervektorraum von V und M+ = (SpanM)+
(2) IstU C V Untervektorraum, dann ist die Summe U 4 U+ direkt.
(3) IstU C V Untervektorraum und dimU < oo, so istV =U & UL,
Beweis 1:
(i) 0 € M+, sodass M+ £ 0

(i) ViV e Mt =<V v was=<Vviw> + <V w>=04+0=0VYwe M.
Also ist VI +Vv2 € ML,

(i) ve M, re K=<r-vyw>=r-<vw>=r-0=0VYwe M. Also ist
r-ve M+,

Damit ist M+ ein Untervektorraum. Da M C SpanM, folgt (SpanM)+ C M+, Sei
nunve Mt undw=r;-wl+...4+rn-w" € SpanM, wobei r; € K und w' € M fiir
i=1,...,n. Dann gilt

n -
<V,W>= er_i- <V,W >=0
i:

da<vw>=0 Vi=1,...,n Alsoistve (SpanM)=,.
Beweis 2: Seive UNU>L. Dann gilt < v,v>= 0. Es folgt v= 0.

Beweis 3 stellen wir noch etwas zuriick. O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass V ein “rechtwinkliges Koordinatensystem”
besitzt.
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15.20 Definition: Sei (V,< —,— >) ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. # =
{V},... V) heiRt ORTHOGONALSYSTEM in V, wenn

Vvl Vi, ij=i...,n
Gilt auRerdem || V' |= /< Vi,V > =1 fiiri = 1,...,n heift 2 ORTHONOR-
MALSYSTEM in V.

Ist # aulRerdem noch Basis, spricht man von einer ORTHOGONAL- bzw. OR-
THONORMALBASIS.

15.21 Beispiel: Die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis in (K,
<—,—>g).Denn < €.el >=9;

Wir wollen jetzt ein Verfahren vorstellen, das aus einer gegebenen Basis eine Or-
thonormalbasis macht.

15.22 Der GRAM-SCHMIDT-Orthogonalisierungsprozess

Sei {v,...,V"} ein System linear unabhingiger Vektoren in V. Dann konstruieren
wir induktiv ein Orthogonalsytem {u', ..., u"}, so dass

Span{V!,...,v}=Span{u},...,u} i=1,...,n

n=1:v!+£0. Setze ul = ﬁ Dann gilt < ut,ul >= e v %= 1.

Induktionsschritt: Sei {u?, ..., u""1} ein Orthonormalsystem, so dass
Span{\},...,v'} = Span{ul,...,u'} firl<i<n-—1
DaVv" ¢ Span{v!,... v} ist

n—-1
w=v"— Y5 <V U >-u£0.
2

Also ist || w ||# 0, und wir setzen
n_ W

[[wi

Dav" € Span{ul, ... ,u" 1 w}, folgt Span{ul, ..., u"} = Span{Vv’,... Vv"}. Weiter
gilt[u"||=1, undfiri <n-1

. . n—-1 . A
<unu > = m<v”,u' > —m y <Vviul>.<ul >
_ 1 o 1 o
Also ist {u, ..., u"} ein Orthonormalsystem, wie gewiinscht. O
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Als Folgerung erhalten wir

15.23 Satz: Sei (V,< —,— >) ein K-Vektorraum endlicher Dimension mit Ska-
larprodukt. Dann l&sst sich jedes Orthonormalsystem {u?, ..., uk} zu einer Ortho-
normalbasis erganzen. Insbesondere besitzt VV eine Orthonormalbasis.

Wir benutzen diesen Satz, um einen einfachen Beweis von (15.19.3) nachzutra-
gen.

15.24 Definition: Sei U C V ein Untervektorraum und v € V. Ein Vektor ue U
heitt ORTHOGONALE PROJEKTION vonv e V auf U, wenn es einwe U+
gibt, so dass v=u+w, d.h.wennv—uec U+

SN

15.25 Lemma: (1) Sei U CV Untervektorraum und v € V. Dann gibt es hoch-
stens eine orthogonale Projektion u von v auf U.

(2) Ist U endlich-dimensional und {ul, ..., u¥} eine Orthonormalbasis von U,

dann ist
K

u=73 <vul >uleU
=

orthogonale Projektion von vauf U.

Beweis 1: Sei v = ul +w! = u?+w? mit ul,u? € U, wh,w? € UL, Wir miissen
zeigen, dass ul = u2. Es gilt, daul —u? e U und w? —wt e U+,

wl—uw=w?—-wteUnut={0}.
Also ut —u? =0.

Beweis 2: Sei w= v — u. Dann gilt

- - n - - - - -
<wu >=<vul>-F <vU ><du>=<vu > -<vu >=0
J

Also folgt: we {ul...,uk}t = (Span{ul,... U}t =U+L. O
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Beweis 15.9.3: Wer miissen zeigen V = U + U+, Das folgt aber aus (15.25.2). O

Zum Abschluss beweisen wir noch zwei Ergebnisse von eigenstdndigem Interes-
se:

15.26 Satz des Pythagoras: Sei {V!...,v"} ein Orthogonalsystem in V. Dann
gilt:
IV VP VP VP VP2 V)2

n n . .
Beweis: || VI+.. .+ V' |2=<Vvi4+ . 4 VIVIE L 4VIS= S Y <VV >
iZ1j51

n . . n . . .
=y <ViV>=3 ||[V2 weil <Vi,vi>=0firi]j.
i=1 i=1
O

15.27 Bessel’sche Ungleichung: Sei {V%,...,v"} ein Orthonormalsystem in V.
Dann gilt fur alle we V

n

Zl|<W,Vi>I2§||W||2-

Gleichheit gilt genau dann, wenn w € Span{v,... v"}.

n . .
Beweis: Sei u= y < wV > -V die orthogonale Projektion von w auf U =
i=1
Span{v!,...Vv"}. Dannistz=w—uec U*, d.h. z_L u. Aus dem Satz des Pythagoras
folgt
[wl?=lz+ull® = [z|*+[lulf

n ) n o _
= ||Z”2+'< > <V%V:>W/,z <Vl > vl >
i=1 j=1

n n ) . )
= |z]P+ 3 Y <wV>-Twvs <VLvi >
i£1j51 N
9
n .
= ||Z||2+_21I<V\/,V'>|2
1=

Gleichheit in der Besselschen Ungleichung gilt genau dann, wenn z= 0, d.h. wenn
weU. O

Anwendung:

In (15.15) haben wir den Abstand zweier Elemente v,w € V durch || v—w || defi-
niert. Wir wollen nun den Abstand eines Elements v von einem Untervektorraum
U definieren.
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15.28 Definition: Sei v eV und U Untervektorraum von V. Dann heif3t
d(vU)=Min{||v—ul;ue U}
der ABSTAND von vund U.
15.29 Satz: Ist dimU < oo, dann existiert d(v,U). Es gibt genau ein u € U mit
d(vU) =[v—ul,
namlich die orthogonale Projektion von v auf U.

Beweis: Nach (15.24) istv—u e U+, Sei w e U beliebig und z=w— u. Dann ist
ze U, und es gilt

|[v—w|? = <v-u-—-zv-u—z>
= <V-UV—-U>—<V-UZ>—<ZV-U>+<ZZ>
= ||v—ul|?+|z|?> dav-ueUtundzeU.

Fir z= 0 erhalten wir das Minimum. O

15.30 Methode der kleinsten Quadrate

Sei A € K™" eine Matrix von Rang n und sei m > n. Dann ist das lineare Glei-
chungssystem

bm
nicht fiir jedes b € K™ I8sbar. Wir suchen in diesem Fall die beste Naherungslo-
sung, d.h. ze K", fiir das (wir benutzen das Standardskalarprodukt)

| A-z—Db|| minimal ist.

Sei U =Bild f, = {A-x; x€ K"} = Span{s', ..., "}, wobei s der j-te Spalten-
vektor von A ist. Sei u die orthogonale Projektion von b auf U nach (15.29) gilt

[ u=Dbfj=Min{[[u; —bf,u €U}.

Nach Voraussetzung ist f, injektiv (denn rgA = n < m). Also gilt es genau ein
ze R"mit f5(z) = A-z= u. Dieses zist die gesuchte Néaherungsldsung.

Wir wollen z berechnen. Dab—u e U+ und U = Span{st,...,s"} ist, haben wir
ein System von Gleichungen

<b—us>=0 also <A.zs >=<us >=<bs >Vj=1,....n
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Danun _ - -
<A-zs >=(A-20 . g=72.Ag und

<shsl >
Al.sl = ; ,
<ssl >
folgt < A-zsl >=yR_,7- < s sl >. Alsoist das Gleichungssystem durch
n n i i
Y Cik= <85>z =<bs> j=1...n
K=1 K=1
gegeben. Die Koeffizientenmatrix des Systems ist C = A - A, denn der (j,k)-te
Eintrag von A - A ist
()= ("I =< 88 >=c,
In Matrixschreibweise ist z die eindeutige Losung des Gleichungssystems

<b,s >
ALAz= - —A.b

<b,d" >

(die zweite Gleichung rechnet man sofort nach). Da z eindeutige Losung ist, muss
—t . . . . .
A - Ainvertierbar sein. Wir erhalten somit

z=(A-A1.A.b

Im letzten Schritt der Herleitung haben wir auBerdem gezeigt:

15.31 Satz: Ist K = R oder C, A€ K™" eine Matrix vom Rang n < m, dann ist
A . Ainvertierbar. O
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16 Bilinearformen und M atrizen

Sei V ein K-Vektorraum mit Basis Z = {v},... vV} und f :V xV — K eine

Bilinearform bzw. Sesquilinearform. Da fiir x € R stets X = x gilt, behandeln wir
die Félle parallel, indem wir die Beweise fir die Sesquilinearform (Fall K = C)

fuhren.

16.1 Sindv=7y7,x -V undw=3_;y;v zwei Vektoren in V. Dann gilt
n i =N ' n2 — P
fvw) = 1 x- F S0 yvi) = i;}zlxi. y- f(v,v)

Wir setzen

A= (a;) e K" mita; = f(V,V)

Dann folgt (beachte: 37, f(V',v!)- yist die i-te Komponente von A- y)
fvw) = (X;,..., %) -A- | &+ | =xX-Ay.

Hierbei fassen wir die Koordinatenvektoren x von v und y von w als Spaltenvek-
toren auf und definieren

Y Y1
y=[ : | fury=

W Yn

16.2 A heilt Matrix von f bzgl. der Basis #. Wir schreiben A = Q ,(f).

An Hand der Matrix A kann man sofort feststellen, wann f symmetrisch bzw.
hermitesch ist.

16.3 Satz: Sei V ein K-Vektorraum mit Basis 2 = {v',...,v"}, f eine Bi- bzw.
Sesquilinearform auf V und A = Q(f). Dann gilt

(1) Fall K=R: f ist symmetrisch <= A ist SYMMETRISCH, d.h.
A=A
(2) FallK=C: f ist hermitesch <= A ist hermitesch, d.h.

A=A wobei A= (), falls A= (a))
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Beweis: f hermitesch —> &, = f(V',vl) = f(vI,Vi) = 3.
A hermitesch: Dann gilt mit den Bezeichnungen aus (16.1)

f(v,w) XA (A-W-x=F-A-x
fwv) =y A x=yA x= f(yw),

da AT = A also A= Al ]

16.4 Im Beweis haben wir in Gleichung (*) benutzt, dass fiir zwei Spaltenvekto-
X1 Y1
ren X = : undy = : stets gilt

Xn Yn
Xt'y: Zinzlxi .yi :yt.x_

AuRerdem haben wir die erste der folgenden Regeln verwandt:
Fur Matrizen A, B gilt (falls die Seiten der Gleichungen definiert sind)

(1) AB=AB
(2) A+B=A+B
(3) Al=(AL

Die ersten beiden Regeln gelten, weil a-b= abund a+ b= a+bfira,be C.
Weiter gilt wegen (1)

AAT=AAT=E,=E, alsoA-l= (A1

Jetzt bleibt nur noch zu klaren, wie man Q(f) ansieht, ob f positiv definit ist
oder nicht. Unser erstes Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes:

16.5 Satz: Sei f eine symmetrische Bilinearform (K = R) bzw. hermitesche Ses-
quilinearform (K = C) auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum V. Genau dann
ist f positiv definit, wenn V eine Basis # besitzt, so dass

Qu(f) =En.

Beweis: Ist f positiv definit, so ist f ein Skalarprodukt: f(v,w) = (v,w). Nach
(15.23) besitzt V dann eine Orthonormalbasis 2 = {v%,...,V"}. Fir diese gilt:
fV V) = (v V) =g,
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Also Q(f) = En.

Sei umgekehrt Z eine Basis von V, so dass Q(f) = En. Dann gilt nach (16.1)
firv=Sn xV (Z={V,... v1})

f(v,v) =X Ep- _X:Zinzlxi CX= Zin:1|xi|2 >0,
falls v # 0. O

Dieser Satz niitzt recht wenig, weil wir nicht wissen, wie wir eine solche Basis
finden konnen. Aber er hilft doch, Riickschlusse auf die Form der Matrizen Q ()

X
zu ziehen: Sind % und %’ verschiedene Basen von V und ist X = : der
Xn
Koordinatenvektor von v bzgl. %, dann ist nach § 7

T-xmit T =MZ (id)

der Koordinatenvektor von x bzgl. #’. Wir erhalten somit mit den Bezeichnungen
aus (16.1)

f(vw) =X Qu(f)- V:(_T X)-Qu(f) Ty
:Xt.Tt.Qﬂ,(f).T.y
Es folgt, indem man die Basisvektoren von Z einsetzt,

16.6 Transformationsformel: Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, f
eine Bi- bzw. Sesquilinearform auf V, und sind % und %’ zwei Basen von V, dann
gilt -

Qu(f) =T Qu(f)-T mit T = MZ (id).
16.7 Folgerung: Ist f : V xV — K ein Skalarprodukt auf einem n-dimensiona-
len Vektorraum V und ist # eine beliebige Basis, dann gilt fir A= Q ,(f):

(1) Aistinvertierbar
(2) DetA e R und Det(A) > 0.

Beweis: Sei %' eine Orthonormalbasis von V und T = M%'(id). Wir haben in
(16.5) gesehen, dass Q ( f) = En, und aus (16.6) folgt A=T"- T. Wir erhalten

DetA = Det(T'-T) = Det(T") - Det(T) = Det(T) - Det(T) = | Det(T)|?> > 0.

Die Gleichung Det(T) = DetT folgt aus der Formel (11.15) fiir die Determinante.
Da T invertierbar ist, ist Det(T ) # 0. O

Mit Hilfe dieser Folgerung kdnnen wir nun ein brauchbares Kriterium beweisen.
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16.8 Definition: Eine hermitesche (bzw. symmetrische) Matrix A aus C™" (bzw.
R"™M heilt POSITIV DEFINIT, wenn die Sesquilinearform (Bilinearform)

C"xC"—C (x,y) — XAy
(R"xR"— R)

positiv definit ist, d.h. wenn fiir x £ 0 gilt xt - A- X > 0.

16.9 Satz: (Hauptminorenkriterium): Sei f : V xV — K eine symmetrische Bi-
bzw. hermitesche Sesquilinearform auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V
und 2 eine Basis von V. Sei A= Q(f) = (a;). Dann gilt

f positiv definit <= A positiv definit <= DetA > 0flrk=1,...,n,
wobei A, = (8;j)1<; j<k- Insbesondere ist DetA, € R.

Beweis: (f positiv definit <= A positiv definit) folgt aus (16.1). Beachte

all LR alk
Ay ...
A = 2 a_2k ist symmetrisch.
O RRER
X
Sei A positiv definit und x = : € CX. Wir ergénzen x durch Nullen zu einem
X

Vektor (3) € C". Istx # 0, so ist (i) # 0. Also

xt-Ak-T<:<;()T-A- <3 > 0.

Also ist A, positiv definit und damit Det A, > 0 nach (16.7). Sei umgekehrt Det A,
>0 flrk=1,...,n. Wir zeigen induktiv, dass A, positiv definit ist.

Anfang: k=1, A, = (a;;). DetA, =a;; > 0und X, -a,;- X=ay|x;|*> >0, falls
X, # 0.

Induktionsschritt: Sei k > 1 und A,_, positiv definit. Wir zeigen, dass auch A,
positiv definit ist.

Da A, ein Skalarprodukt auf KK—1 definiert, gibt es nach (15.23) eine Orthonor-
malbasis Z' = {w?, ... ,w<1} von K1, d.h.

(W)'-A_wWi=08;, 1<ij<k-L1
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Wir betrachten die Form
fiKEx KK — K, (u,v) — ut-A V.

Sei vl = ("(‘Sj) € KX, d.h. wir machen aus w! einen Vektor in KX, indem wir die k-te
Komponente 0 hinzufiigen. Sei (—, —) . das Standardskalarprodukt von KK. Dann
ist
B = {vl,... ,vk_l,w}

mit w = e — 55~ (Z,vl), - vl eine Basis. Hier ist € der k-te Einheitsvektor und
Z der k-te Zeilenvektor von A, . Wir berechnen Q_,(f). Da vi = (), gilt offen-
sichtlich o _ _ _ .

(Vv = (V) A = (W) A Wi =5,
Weiter gilt f(w,vl) =

WAV = (29 T YT ) () AT

N———
a)
Da Q(f) hermitesch (bzw. symmetrisch) ist, gilt
0
Qu(f) = By @ i mitc=fww).
........ 0
0 0 c

Beachte nun, dass f bzgl. der Standardbasis . durch A, beschrieben wird. Ist
T =M (id), sogilt Q4 (f) = T- A, - T. Also (vergl. Beweis 16.7)

c = DetQ,,(f) = DetA, - | DetT|? > 0.

Setzen wir VK = %Cw, so ist f bzgl. der Basis {V1,..., v} durch E, gegeben. Also
ist f nach (16.5) positiv definit. O

Um noch mehr diber die Matrizen Q ,(f) einer symmetrischen Bilinearform oder
hermiteschen Sesquilinearform zu erfahren, wenden wir die Eigenwertergebnisse
auf den Endomorphismus

K" — K", x—Qu(f)-x

an.
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16.10 Satz: Jede hermitesche Matrix A € C™" und damit jede reelle symmetri-
sche Matrix hat nur reelle Eigenwerte. (D.h. das charakteristische Polynom hat
nur reelle Nullstellen.)

Beweis: Wir fassen A im reellen wie im komplexen Fall als komplexe Matrix
auf. Sei also A € C ein komplexer Eigenwert und v # 0 aus C" ein zugehdriger
Eigenvektor. Sei (—, —) das Standardskalarprodukt auf C". Dann gilt

AUV = (VA V) = (LA V) =V A v=V ALY

A- (V) =(A-vv)=(A-v)t- v=¥A v
Da A hermitesch ist, gilt A= A, also A (V) = A (v,v). Da (v,v) # 0, folgt
A=A O

Wir kommen nun zu einem fir zahlreiche Anwendungen wichtigen Ergebnis.

16.11 Satz: Sei A € K™" eine symmetrische (K = R) bzw. hermitesche Matrix
(K = C). Dann besitzt K" eine bzgl. des Standardskalarproduktes (—, —) ortho-
normale Basis aus Eigenvektoren von A. Insbesondere ist A diagonalisierbar.

Beweis: Sei f = f, : K" — K". Wir zeigen induktiv:
Jeder k-dimensionale f-invariante Untervektorraum U von K" besitzt eine Ortho-
normalbasis von Eigenvektoren von A. Mit k = n ist der Satz bewiesen.

k=1: U = Span{u}. DaU f-invariant ist, ist u Eigenvektor von f, und ﬁ hat
die L&ange 1.

Induktionsschritt: Sei U k-dimensionaler f-invarianter Untervektorraum von
K". Dann kdnnen wir die Einschrankung g von f auf U als Endomorphismus
von U auffassen:

g=flU:U—U, u— f(u).

Jeder Eigenwert von g ist nattrlich auch Eigenwert von f.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (13.12) hat das charakteristische Poly-
nom von g mindestens eine (komplexe) Nullstelle, also g einen komplexen Ei-
genwert A. Nach (16.10) ist A sogar reell. Sei u € U ein Eigenvektor zu A. Wir
wahlen u so, dass ||u|| = 1. Sei V das orthogonale Komplement von u in U, d.h.
U=K-usV mit

V={veU; (vu) =0}.

Dann gilt dimV = k— 1. Weiter gilt fir jedesve V




Also ist f(v) € V und damitV f-invariant.

Nach Induktionsannahme besitzt V eine Orthonormalbasis {Vv%, ... ,v<~1} aus Ei-
genvektoren. Damit ist {v%, ... ,vK~1 u} eine Orthonormalbasis von U aus Eigen-
vektoren. m

Fur beliebige endlichdimensionale Vektorrdaume V gilt ein dhnlicher Satz. Da wir
auf V aber kein kanonisches Skalarprodukt haben, macht es wenig Sinn von Or-
thonormalbasen zu sprechen. Genauer: Zu jeder Basis % von V gibt es ein Ska-
larprodukt, bzgl. dem % Orthonormalbasis ist.

16.12 Die HAUPTACHSENTRANSFORMATION: Sei V ein n-dimensionaler
K-Vektorraum, f : V xV — K eine symmetrische Bilinearform (K = R) bzw.
hermitesche Sesquilinearform (K = C). Dann gilt:

(1) Firalle Basen .2 von V haben die Matrizen Q (f)

(a) denselben Rang
(b) dieselbe Anzahl p von Eigenwerten A >0
(c) dieselbe Anzahl g von Eigenwerten A < 0

(2) V besitzt eine Basis %, so dass Q 4( f) folgende Diagonalgestalt hat:

1
- p
1 0

-1 Epb 0 O
Qu(f) = - }q :=( 0 —qu>

0 0 0
- }n—p—q
0

Bevyeis: Sei ' = {Vi,... v} Basis von V und 2 eine weitere Basis. Mit T =
MZ (id) gilt Q 5(f) = T'- Qg (f)- T nach (16.6). Da T invertierbar ist, sind auch
Ttund T invertierbar. Also haben Q(f) und Qg (f) denselben Rang.

Sei nun A = Q,(f). Nach (16.11) gibt es eine Orthonormalbasis {Z,....2) =

9 von K" (bzgl. des Skalarprodukts (—, —),) aus Eigenvektoren von A. Nach
dem Fundamentalsatz der Algebra (13.12) gilt fiir das charakteristische Polynom

PA(X) = Det(x- Eq— A) = [, (x—4),
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wobei A4,...,An die (nicht notwendig verschiedenen, aber reellen) Eigenwerte
von Asind. Wir ordnen die Eigenwerte so, dass A4, ... ,Ap >0, )‘p+17 s Apyq <0

und A o g, An = 0. Weiter sei Z Eigenvektor zu A;.
Die Matrix Z = (z;) mit den Spaltenvektoren Z',...,Z" hat den Rang n, ist daher
invertierbar. Damit ist

B ={w, ... w}
mitwl = 3L, 7 -V ebenfalls eine Basis und Z = MZ'(id, ). Also ist ¥ der Koor-
dinatenvektor von w! bzgl. ', und wir erhalten aus (16.1)

fwi,wi) =7 -A. l—z' AZd=)-7 -2

Damit hat Q () Diagonalgestalt. Ersetze nun w durch U = —L_w fiiri < p+q.

\/W

Dann ist {ul,... uPt9,wPta+tl . wn} die gesuchte Basis % bzgl. der Q(f)
die in Teil (2) geforderte Gestalt hat.

Es bleibt der Nachweis von (1. (a), (b)): Wir setzen V+ = Span(w?!, ... ,wP),V~ =
Span(wPt1 ... wPtd) und VO = Span(wPta+l . wh),

Seinunv=yP xw €V, v£0. Dann gilt wegen ()

p
;Z TJ( fw,w) = Zjli_)l( ZF1A1|X|2>O

)\6

Analog gilt flirv#0ausV~: f(v,v) <0.

Fir VO kénnen wir mehr zeigen:

Behauptung: V® = {veV; f(vw) =0 VweV}

Beweis: Seiv=3y_;X- W und w = zjzlijl. Dann gilt nach (x)

n n
XYy TWwh=5x-¥yA=3 % W
(PP SRR SRAE
da A, =0 flri> p+q. Es folgt:
veV0 = x =0firl<i<p+q= f(v,w)=0.
Sei umgekehrt f(v,w) =0 Y we V, dann gilt insbesondere f(v,w') = 0 fiiri =
1,....,n. Aber _
0=f(vw)=x-A.

Da A, #0flri < p+q, folgtx, =0 flri < p+q,alsove Vo,
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Aus (12.13.2) wissen wir
V=Vtav- eVl dimvt=p, dimV-=q, rgQu(f)=p+a.

Fir VO haben wir eine von der Basis # unabhdngige Charakterisierung gefun-
den. Ist also # eine andere Basis, erhalten wir eine entsprechende Zerlegung mit
demselben VO:

V=VtaV-aV® dimVt=p, dmV- =§
mit p+q = p+ §. Konnen wir zeigen, dass p = p, ist der Beweis erbracht. Sei
¥eV+tn (V-3 V0. Dann hat ¥ eine Darstellung
U=V_+V, mitv_eV™, v,eV°
Da Ve Vt, gilt f(9,0) > 0. Aber aus der Charakterisierung von \VV° folgt
f(V,V) = F(V_ 4+ Vg, Vo + V) = F(v_,v_) + F(vy, Vo) + F(V_,vp) + F(Vg: Vo)
= f(v_,v_) <0.

Esfolgt f(V,V) =0.Da f auf V't positiv definit ist, folgt ¥ = 0. Also ist die Summe
VT + (V™ 5 VO) direkt, so dass p+ g+ dimVv® < n. Da p+ g+ dimVv® = n, folgt
p < p. Vertauschen wir die Rollen von V* und V*, erhalten wir analog p < p, so
dass p=p. O
FirV = K" liefert der Beweis von (16.12)

16.13 Erganzung: Ist V = K", dann gibt es eine Orthonormalbasis Z = {v*,
...,V"} von K", so dass

M
Qa(f) = _ ;p+1v"'7)‘p+qj0
0 A P+l

Dabei ist jedes "VEigenvektor der Matrix A= (a;) mit a; = f(€,el) und A; der
zugehdrige (reelle) Eigenwert. Ersetzen wir Vdurch —=Vfir 1 <i < p+gq,

VIAT
erhalten wir eine Orthogonalbasis %’ von K", so dass
Ep
.......... 0
Qﬂ’( f) - — Eq
0 .........
0

159



Beweis: Wir nehmen im Beweis von (16.12) fiir %’ die Standardbasis. Sei wie-
der {Z,...,2"} eine Orthonormalbasis bzgl. des Standardskalarproduktes von Ei-
genvektoren von A. Wir ordnen sie wie im Beweis von (16.12). Dann ist & =
{"Z,.... 9} die gesuchte Orthonormalbasis. Da A die Matrix von f bzgl. der Stan-
dardbasis ist, gilt fiir die (i, j)-Komponente von Q () wie in der Gleichung (x)
des Beweises von (16.12).

f(2D=(3"Az=Ag
U

16.14 Folgerung: Die Form f im Satz 16.12 ist genau dann positiv definit, wenn
Q(f) nur Eigenwerte > 0 besitzt. Dabei ist Z eine beliebige Basis von V.

Beweis: f positiv definit <=V =V im Beweis (16.12) «= p=n. O

Erganzung: Negativ definite und indefinite Formen

In der Praxis sind neben positiv definiten Formen auch negativ definite und inde-
finite Formen von Bedeutung.

16.15 Definition: Eine hermitesche Sesquilinearform (K = C) bzw. symmetri-
sche Bilinearform (K =R) f : V xV — K heilt NEGATIV DEFINIT, wenn
f(v,v) < 0 fir alle v # 0 aus V. Wir nennen f INDEFINIT, wenn es Vektoren
v, we V gibt, so dass f(v,v) > 0und f(w,w) < 0.

Eine hermitesche (K = C) bzw. symmetrische (K = R) Matrix A € K™" heif3t
NEGATIV DEFINIT bzw. INDEFINIT, wenn die Sesquilinearform (Bilinear-
form)

C"xC"—C (xy)—xX-Ay
(R"xR"— R)

negativ definit bzw. indefinit ist, d.h. wenn fir x £ 0 gilt Xt - A- X< 0.

Negativ und indefinite Formen haben eine zu (16.14) analoge Charakterisierung
(der Beweis verlduft analog):

16.16 Satz: Eine hermitesche Sesquilinearform bzw. symmetrische Bilinearform
f ist genau dann

(1) negativ definit, wenn Q( f) nur Eigenwerte < 0 besitzt.
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(2) indefinit, wenn Q,(f) sowohl Eigenwerte > 0 als auch Eigenwerte < 0
besitzt.

16.17 Definition: Eine indefinite hermitesche Sesquilinearform oder symmetri-
sche Bilinearform heit NICHT ENTARTET, wenn Q ,( f) invertierbar ist.

Fur negativ definite und nicht entartete indefinite Formen haben wir ein Hauptmi-
norenkriterium analog zu (16.9).

16.18 Satz: Sei f : V xV — K eine symmetrische Bi- bzw. hermitesche Ses-
quilinearform auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V und % eine Basis von
V. Sei A= Q(f). Dann gilt mit den Bezeichnungen aus (16.9):

(1) f negativ definit <=- A negativ definit <= DetA, < 0 flir ungerade k und
DetA, > 0 firgeradek, k=1,....n.

(2) f nicht entartet indefinit <= A nicht entartet indefinit <= DetA, # 0 fur
k=1,....n, und weder der Fall (1) noch (16.9) liegt vor.

Beweis: Ist f ist genau dann negativ definit, wenn g = — f positiv definit ist. Letz-
teres ist nach (16.9) genau dann der Fall, wenn Q(g) = Q(—f) = —A positiv
definit ist, wenn also Det(—A,) = (—1)kDetA, > 0fiirk = 1,...,n gilt. Damit
folgt die Behauptung.

Den zweiten Teil iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe. O
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17 Orthogonale und unitare Abbildungen

(V1,{(—,—)1) und (V,, (—,—),) seien K-Vektorrdume mit Skalarprodukt, K = R
oder C. Es seien || — ||, und || — ||, die zugehorigen Normen. Wir wollen skalar-
produkterhaltende Abbildungen studieren.

17.1 Definition: Eine Abbildung f : V; — V, heit ISOMETRISCH, wenn
(f(v), (W), =(vw); VYvweV,.

Ist f aullerdem bijektiv, nennen wir f eine ISOMETRIE.

Wenn wir Abbildungen dieser Art studieren, sollten sie die gesamte Struktur er-
halten, also auch die Vektorraumstrukturen. D.h. wir sollten genauer fordern, dass
f K-linear ist. Das folgt aber bereits aus der Bedingung, dass f Skalarprodukte
erhalt.

17.2 Satz: Jede isometrische Abbildung f :V; — V, ist K-linear und injektiv.
Beweis: Fur v,w e V; und r € K qilt, da f Skalarprodukte erhalt

0 < (f(rv+w)—r-f(v)—f(w), f(rv+w)—r-f(v)— f(w)),
= (f(rv4+w), f(rv+w)), — r(f(rv+w), f(v)y — (f(rv+w), f(w)),
—r(£(V), £V W) + - TCEW), W)+ r(F(V), F(w)), — (F(W),
F(rv-+ W), + F(RW), F(V)} + (F(W), F(w)),
= (IVHW,IV+W); — T{rv+W,v) — (rv+W,w); —r{V,r'v+w), +r r(v,vj
(VW) — (W IV W) + T(W V) + (W W),
= (IV+W—IV—W,IV+W); — F{IV+W—rv—w,Vv) — (rv+w—rv—ww),
0

Da (—, —) positiv definit ist, folgt f(rv4+w) =r- f(v)+ f(w), d.h. f ist K-linear.
Istv#£ 0, folgt (f(v), f(v)), = (v,v); > 0. Also ist f(v) # 0 und damit f injektiv.
O

17.3 Folgerung: Eine isometrische Abbildung f :V; — V, mit dimV,
= dimV, < oo ist stets bijektiv, also eine Isometrie. O

Da eine isometrische Abbildung f Skalarprodukte erhdlt, erhélt f Langen und
Winkel. Weil} man bereits, dass f linear ist, folgt aus der Langentreue auch die
Skalarprodukttreue.

17.4 Satz: Fur eine K-lineare Abbildung f : V;, — V, sind dquivalent:
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(1) f ist SKALARPRODUKTTREU, d.h. (f(v), f(w)), = (yw), Vvwe
Vl

(2) fist NORM- oder LANGENTREU, d.h. [[f(V)||l, = V||, YveEV,
() fistUNITAR, d.h. [[f(v)],=1 VveV,mit|v],=1.

Beweis: (1) = (2) = (3) ist trivial.

(3) = (2): Ist v=0, so ist wegen der Linearitét auch f(v) =0, also || f(v)||, =
0 = [|vl]-

Istv+#£0,soistw= ﬁ ein Einheitsvektor, d.h. ||w|| = 1. Es folgt

1Tl = IVl 1 F(W)ll, = |IVll, (wieder wurde die Linearitit benutzt).

(2) = (1) folgt aus der Tatsache, dass sich Skalarprodukte mit Hilfe der Norm
berechnen lassen und dass f linear ist:

17.5 Lemma: (1) Fir R-VektorrdumeV mit Skalarprodukt (—, —) gilt
(ew) = 2 (w2 — (V2 Wl2) Vuwe .
(2) Fur C-Vektorrdume V mit Skalarprodukt (—, —) gilt
<V7W>=%(||V+W||2+i|IV+iW||2—(l+i)(||V||2+||W||2)) wweV.

Beweis: Uber K = R oder C gilt fir v,w e V

IV W2 = (v WV W) = (% V) + (W) + (VW) + (w,w)
= [|VII* + [ >+ 2 Re(v, w) (*)

Fir K = R ist Re(v,w) = (v,w), und wir erhalten Aussage (1).
Im Falle K = C wenden wir die Formel (x) auf i - w statt w an und erhalten

v+ iwl|? = [[V]| 4 [i] - |[wi|* + 2Re(i - (v, w)) = [|V]|+ [|w]|* + 2 Im{v, w)

daRe(i-z) = Re(—i-z)=Imz Vze C. Es folgt

(Mw) = Re(v,w) +i-Im(v,w) = %(I|V+W||2+illv+ W[ — (L+ D) (VI + [wl|?)

0
Ein weiteres Kriterium fur Skalarprodukttreue ist folgender einfacher Satz:
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17.6 Satz: Sei f .V, — V, K-lineare Abbildung.

(1) Ist f skalarprodukttreu und {v%,... v} ein Orthonormalsystem in V,, dann
ist {f(v}),..., f(v")} ein Orthonormalsystem in V.

(2) Ist Z = {v,...,v"} eine Orthonormalbasis in V, derart, dass {f(v}),...,
f(v")} Orthonormalsystem in V, ist, so ist f skalarprodukttreu.

Beweis: (1) ist klar.
(2) Seiv= 3N ;x-V €V,. Dann gilt

<||f<v>||2>2=<f(z?:ﬁ“') (Z, 1xv‘)> <Z. 5 '>,z';:1x,-f<v'>>

n n ) .
2 3% XU fV) = 5k ¥
=1 5”.
n 1 [—
()2 = { ST 3wl ) = zl RERIGIEDTILE:
i=1j=1 5”.
Also gilt: || f(v)||, = ||v||;. Nach (17.4 (2)) ist f skalarprodukttreu. O

Wegen (17.4 (3)) haben sich folgende Bezeichnungen eingebiirgert:

17.7 Definition: Eine skalarprodukttreue Abbildung f :V; — V, heil3t im Fall
K = C UNITAR und im Fall K = R ORTHOGONAL.

Wir wollen nun die Matrizen unitdrer (bzw. orthogonaler) Abbildungen bzgl. ge-
gebener Orthonormalbasen .%; von V, untersuchen.

17.8 Definition: Eine Matrix A € K™" heif3t UNITAR (Fall K = C) bzw. OR-
THOGONAL (Fall K = R), falls Al - A= Ep, (bzw. A' - A= En).

Im Fall m= nist dann A invertierbar und A1 = AT (bzw. A1 = A),

17.9 Satz: Sei f :V; — V, eine K-lineare Abbildung 2, = {\%,....v"} Ortho-
normalbasis von V, und %, = {w,... ,w™} Orthonormalbasis von V,. Dann
gilt:

f unitér bzw. orthogonal <~ M‘%Z(f) ist unitdr bzw. orthogonal.
l
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Beweis: Sei M”2(f) = A= (a;) € K™". Dann gilt f(v/) = 3, &;w". Also

(Shiaat 3 iaw) =5 3 a - wh)

2 Kk=1l=1
O

(F(V), F(V)),

3

afkéj — (i, j)-ter Eintrag von A" - A
1

k

Ist f unitir (orthogonal), gilt (f(V'), f(v})), = (v, V), = &, also Al- A= Ep,
Gilt umgekehrt A' - A = Eq, folgt (f(V'), f(v))), = &;. Alsoiist {f(v!,..., f(V")}
ein Orthonormalsystem. Nach (17.6 (2)) ist f skalarprodukttreu. O

Im weiteren betrachten wir unitére (orthogonale) Endomorphismen
f:V—V

I

von endlichdimensionalen K-Vektorrdumen V mit Skalarprodukt (—,—). Aus
(17.3) wissen wir, dass f ein Isomorphismus ist.

17.10 Lemma: Fur jeden Eigenwert A von f gilt |A| = 1. Es folgt
(1) FAlK=R:A € {+1}
(2 FalK=C:A €S'={ze C;|z =1} = {cosa +isina; 0 < a < 2m}.
Beweis: Sei v Einheitseigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt
L= Ml = IfMI = [[A -V = [A]- V] = [A].
0

17.11 Lemma: Ist f : V — V unitére (orthogonale) Abbildung und U C V ein
endlich dimensionaler f-invarianter Untervektorraum, dann ist das orthogonale
Komplement U+ ebenfalls f-invariant (dimV = oo ist zugelassen).

Beweis: Seive U+, d.h. (yu)y=0 VYueU.Zuzeigenist (f(v),uy=0 Vue
U. DaU f-invariant ist, kdnnen wir f als Abbildung
flu:U—U

auffassen. Da f injektiv und U endlichdimensional ist, ist f|U ein Isomorphismus
(6.29). Also gibtes zu u € U ein U’ € U mit f(u') = u. Es folgt

(F(),u) = (F(v), (1) = (1) = 0.
|

Wir benutzen diese Ergebnisse, um alle unitdren (orthogonalen) Endomorphismen
zu klassifizieren. Wir beginnen mit dem Fall K = C.
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17.12 Satz: Ist f :V — V unitdrer Endomorphismus eines endlich dimensiona-
len C-Vektorraumes V mit Skalarprodukt, dann besitzt VV eine Orthonormalbasis
2 aus Eigenvektoren von f. Damit hat M% ( f) die Form

A
MZ(f) = mit A, = cosa; +isina,

An

Beweis: Induktion nach n (vergl. Beweis 16.11).

n=1: DaV 1-dimensional ist, gilt f(v) =A -vmit|A| = 1.

Induktionsschritt: Sei A ein Eigenwert von f und v ein Einheitseigenvektor zu
A. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra existiert A. Sei U = (C-v)*. Nach
(17.11) ist U f-invariant und besitzt nach Induktion eine Orthonormalbasis {v?,
...,V"} aus Eigenvektoren von f. Damit ist {v,Vv?. ... v} die gesuchte Orthonor-
malbasis. ]

Der reelle Fall ist komplizierter, denn der Fundamentalsatz der Algebra steht uns
nicht zur Verfiigung. Wir l8sen das Problem, indem wir (17.12) benutzen. Damit
wir rechnen konnen, tibertragen wir das Problem auf einen orthogonalen Endo-
morphismus des R" mit dem Standardskalarprodukt. Sei also

f:V—V

ein orthogonaler Endomorphismus des R-Vektorraumes V und dimV = n. Wir
wihlen eine Orthonormalbasis 2’ = {v1,...,v"} von V und betrachten die ortho-
gonale Abbildung _ _

b V—R" vV — €.

IstA= Mg,'(f), erhalten wir ein kommutatives Quadrat

f

V V
l‘p‘@l ld’ﬂl
R" fa R"

von orthogonalen Abbildungen. Wir konnen jetzt unsere Untersuchungen auf den
Spezialfall (R", (—, —),) beschrénken: Ist # = {W,..., W} eine Orthonormal-
basis von R", bzgl. der die Matrix von f, eine spezielle Form hat, dann ist % =
{wh, ..., w"} mitw = ¢_1( W) ein Orthonormalbasis von V, fiir die M%(f) die-
selbe spezielle Matrix ist.
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Das Transformationsverhalten wird in folgendem Diagramm verdeutlicht:

v id v f v id v
0. ¢, 0, 0.
ZLiid). 3
s M (id) s A A MZ (id) RO
e W fal W

M%(id) - A- MZ (i) = MZ () hat spezielle Form.
Hierbei haben wir folgende evidente Fakten benutzt:

17.13 (1) Die Komposition isometrischer Abbildungen ist isometrisch.
(2) Ist f ein isometrischer Isomorphismus, so ist f ~ isometrisch.

17.14 Satz: Ist f : V — V orthogonale Abbildung eines n-dimensionalen R-
Vektorraumes V mit Skalarprodukt, dann besitzt V eine Orthonormalbasis %,
so dass M7 () folgende Blockdiagonalgestalt hat:

Em
—E, 0
MZ(f) = Ay ;
0
A
wobei A; von der Form A, = ( C—Ozixr/]y (S:':S‘; ) ist. Also m+ £+ 2k=n.

Beweis durch Induktion nach n: Nach unseren Uberlegungen brauchen wir nur
den Fall (R", (—, —)) behandeln.
n=1:f(e)=A-e'mitA e {£1}.
Induktionsschritt: Ist A ein Eigenwert von f, kdnnen wir wie im Beweis von
(17.12) vorgehen. Es bleibt nur der Fall zu betrachten, dass f keinen Eigenwert
hat. Sei Adie Matrix von f : R" — R"bzgl. der Standardbasis. Es giEAt A= E,,
da A orthogonal ist. Wir fassen A als komplexe Matrix auf. Da A= A, ist A unitér
und

fa:C"—C", x—A-X
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ein unitdrer Endomorphismus bzgl. (—, —).. Sei A = a +ip € C ein Eigenwert
von A und

V=(2Z,...,Z0) = (X + Yy, ..., Xn+iyn) = X+ iy

ein Eigenvektor zu A. Wir wahlen v so, dass ||v|2 = 2. Da f, nach Annahme
keinen reellen Eigenwert hat und |A| = 1 nach (17.10), gilt

a’+B%=1 und B+#0.

Behauptung: (1) U := Span{x,y} C R"ist f-invariant.
(2) {xy} ist eine Orthonormalbasis von U.
(3) f|U:U — U hatbzgl. der Basis {x,y} eine Matrix der Form

cosy siny
—siny cosy /-
Beweis:

(1) DaA-v=A v, gilt

A (x+iy) = Ax+i-Ay=A-v=(a+ip)-(x+iy)
= a-x=B-y+i-(B-x+a-y)

Also
A-x=ax—pB-yeU und A-y=pB-x+a-yeU.
(2) Da Askalarprodukttreu ist, gilt (wir schreiben kirzer (—, —) fir (—, —)p).

() (a®+B?)-[IXI? = IX]|> = | AX]|? = (Ax,AX) = a?|[x]|> — 2aB(x,y) +
BZlIylI%. Also

—2-a-B{xy) =B (x>~ IylI*)

(ii) (a2+ B2)- (x.y) = (x.y) = (Ax Ay) Z (ax— By, Bx+ ay)

= ap||x||>— aBllyl? + (a® = B?){x.y).
Wir erhalten 2- B2- (x,y) = a - (||x||> = ||ly/|?), und da B +# O,

2-B-(y) = a - (IXI” = Iv[1%).
Addieren wir das a-fache des Ergebnisses (ii) zum Ergebnis (i), erhalten
wir

0=(a®+B%)- (IxI°~ Iyl*). sodass [Ix|*= |
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Da 3 # 0, folgt dann aus (ii), dass (x,y) = 0.
Dax, y € R", haben wir weiter

2= IV = kit ivie = IXIE-+1TIVIE +HO)e +k)e
= (X2 £ [Iy)J* + 1% y) £ 10xY) = [X]° + Y] _2. ||X|| _
Es folgt ||X||% = ||y||? = 1. Also ist {x,y} eine Orthonormalbasis von U.

(3) Nach (1) ist die Matrix der Einschrankung von f, auf U bzgl. {x,y}:

a B
_B o
Da |a| < 1, gibtesein ¢ € [0,2m] mit cos¢ = a. Dann ist
B2=1-—0a’=1-cos’¢ =sin’¢.

Ist B = sin¢@, nehmen wir y = ¢, ist = —sin¢, nehmen wir y= —¢ und
erhalten eine (2 x 2)-Matrix, wie im Satz gefordert.

Nach (17.11) ist Ut f-invariant. Da dimU+ = n— 2, hat U+ nach Induktion eine
Basis {V!,...,v"~2} der angegebenen Form. Also ist Z = {V},... v"~2 x,y} die
gesuchte Basis. O

17.15 Ergénzung: (1) Sind % und %' Orthonormalbasen, dann ist die Trans-
formationsmatrix Mg'(id\,) unitdr (bzw. orthogonal).

(2) Fiir jede orthogonale oder unitdre Matrix A gilt | Det(A)| = 1.

Beweis: (1) id : V — V ist unitdr, also auch Mgl(id) nach (17.9).

(2) Aus A'- A = Ep, folgt: 1 = Det(En) = Det(A') - Det(A) = Det(A) - Det(A) =
| Det(A)|2. O
Sei O(n) die Menge aller orthogonalen und U (n) die aller unitdren n-quadrati-
schen Matrizen. Da die Komposition linearer Abbildungen der Multiplikation von
Matrizen entspricht, ist das Produkt zweier orthogonaler bzw. zweier unitérer Ma-
trizen wieder orthogonal. Da jede isometrische Abbildung K" — K" nach (17.3)
und (17.13) eine isometrische Umkehrabbildung besitzt, besitzt eine orthogona-
le (unitére) Matrix eine orthogonale (unitédre) inverse Matrix. Damit definiert die
Matrizenmultiplikation auf O(n) und U (n) eine sog. GRUPPENSTRUKTUR.

17.16 Definition: Eine GRUPPE G st eine Menge mit einer ,,Verkniipfung®, d.h.
Abbildung
GxG— G, (ab)— axb,

so dass folgende Axiome gelten:
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(1) Assoziativitdt: ax (bxc) = (axb)xc Vab,ceG
(2) Neutrales Element: Es gibt ein Elementec G,sodass axe=a VaeG

(3) Inverse Elemente: Zu jedem ac Ggibtesein ac G,sodass ax a=e

Gilt auferdem
axb=bxa VabeG

heit G ABELSCH oder KOMMUTATIV.

17.17 Satz: O(n) und U (n) mit der Komposition als Verkniipfung sind Gruppen
mit En, als neutralem Element. O

17.18 Weitere Beispiele:

(1) V K-Vektorraum = (V, +) ist abelsche Gruppe.
(2) K Korper = (K\{0},-) ist Gruppe.

(3) V Vektorraum. Sei GI (V) die Menge der linearen Isomorphismen f :V —
V. Dann ist Gl (V) mit der Komposition als Verkniipfung eine Gruppe.

17.19 Definition: O(n) und U (n) nennt man ORTHOGONALE bzw. UNITA-
RE Gruppe.

17.20 Satz und Definition: SO(n) = {A € O(n); DetA = 1} ist eine UNTER-
GRUPPE von O(n), genannt SPEZIELLE ORTHOGONALE GRUPPE.

Wir haben zu zeigen, dass E, € SO(n) ist, dass mit A, B auch A-B in SO(n) ist
und mit A auch A1 in SO(n) liegt, denn dann ist SO(n) mit der Komposition als
Verkniipfung eine Gruppe. Der Nachweis ist trivial. a

Da jede orthogonale Matrix als unitdre Matrix aufgefasst werden kann, erhalten
wir folgende Sequenz von Untergruppen:

0(n) € O(n) c U(n) C GI(CM).
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