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1 Einleitung

Die Auswertung trigonometrischer oder spharischer Polynome an endlich vielen Knoten ist eine
grundlegende Problemstellung der numerischen Mathematik. Die bezlglich einer geeigneten
Basis gegebenen Fourier—Koeffizienten werden mit einer ,,einfachen* Rechenvorschrift auf die
Abtastwerte des durch die Fourier—Koeffizienten definierten Polynoms abgebildet. Wir sprechen
in diesem Sinne von einem direkten Problem, welches wir als Matrix—\Vektor—Multiplikationen
interpretieren.

Fur trigonometrische Polynome und dquidistante Knoten heif3t das direkte Problem (&qui-
distante) diskrete Fourier—Transformation (DFT). Der daflr entwickelte schnelle Algorithmus,
siehe [5], wurde als schnelle Fourier—Transformation (engl. fast Fourier transform, FFT) be-
rihmt. Die Beschrankung auf aquidistante Knoten stellt fiir viele Anwendungen einen Nachteil
dar. Die Verallgemeinerung auf beliebige Knoten und dartiberhinaus die Erweiterung fur spha-
rische Polynome ist flr uns interessant.

Die Entwicklung schneller Algorithmen fur die diskreten Fourier—Transformationen fiir be-
liebige Knoten, siehe z.B. [11, 45, 40, 39, 25, 36] und die darin enthaltenen Referenzen, ist in
den letzten Jahren Gegenstand intensiver Forschung und von essentiellem Interesse. Die Ver-
fugbarkeit von Programmbibliotheken ermdglicht dem Anwender eine einfache Benutzung in
seinem speziellen Problemfeld.

Den Schwerpunkt dieser Arbeit bildet die Berechnung von Fourier—Koeffizienten aus gege-
benen Abtastwerten zu nicht aquidistanten Knoten. Wir sprechen in diesem Sinne von einem
inversen Problem, einen Algorithmus zur Losung in einem geeigneten Sinn bezeichnen wir in
dieser Arbeit kurz als inverse Fourier—Transformation.

Die wesentlichen Schwierigkeiten liegen bei vielen Anwendungen in der geeigneten Wahl
eines Polynomraumes und der Formulierung geeigneter Interpolations— beziehungsweise dis-
kreter Approximationsbedingungen.

\on diesen Bedingungen ausgehend, fihren wir die gewichteten und geddmpften Norma-
lengleichungen erster und zweiter Art ein. Die auftretenden Gleichungssysteme sind voll be-
setzt, besitzen jedoch spezielle Struktur. Mit dem Ausnutzen dieser speziellen Struktur fur
schnelle Matrix—Vektor-Multiplikationen ist es uns maglich, effiziente iterative Losungsver-
fahren fir die Gleichungssysteme zu entwickeln. Die hier vorgeschlagenen inversen Fourier—
Transformationen sind fiir eine grof3e Klasse von Problemen geeignet und verallgemeinern sehr
erfolgreich eingesetzte Algorithmen, siehe insbesondere [46, 12, 47].

Die Implementierung der Verfahren beschrénkt sich auf den Fall der trigonometrischen
Polynome. Wir erweitern die frei verfgbare Programmbibliothek NFFT1.0 um die inversen
Fourier-Transformationen, ein von Anwendern gewtinschtes Leistungsmerkmal.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Das Kapitel 2 stellt die im darauf Folgenden bendtig-
ten mathematischen Grundlagen vor. Nachdem wir uns in Abschnitt 2.1 mit den verwendeten
Schreibweisen fir Vektoren, Matrizen und Funktionen vertraut gemacht haben, widmen wir
uns in Abschnitt 2.2 der Abtastung von Polynomen. Dabei wiederholen wir insbesondere die
regelméliiige Abtastung und dafur bekannte direkte Inversionsformeln fiir spezielle uni— und
multivariate Félle.

Die Behandlung des allgemeineren, Uber— beziehungsweise unterbestimmten Gleichungs-
systems ist schwieriger. Fur exakte Abtastwerte eines Polynoms mit bekanntem beschrankten
Grad leiten wir in Abschnitt 2.3 die gedampfte Normalengleichung zweiter Art her. Die ge-
gebenen Daten werden dabei interpoliert. In dem daran anschliessenden Abschnitt 2.4 fordern
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wir nur eine Approximation an die gegebenen Daten, wobei wir unter Berucksichtigung der
speziellen Abtastmenge die gewichtete Normalengleichung erster Art aufstellen.

Abschnitt 2.5 beschaftigt sich kurz mit Regularisierungsverfahren fir die formulierten Inter-
polations- und Approximationsprobleme. Insbesondere motivieren wir die Verwendung von
iterativen und mehrstufigen Verfahren und schlielen das Kapitel 2 in Abschnitt 2.6 mit einer
Darstellung der formulierten Probleme.

In Kapitel 3 wiederholen wir die schnellen Algorithmen fur die diskreten Fourier—Trans-
formationen fir beliebige Knoten. Besonderen Wert legen wir dabei auf die Darstellung der
Fourier-Transformationen als néherungsweise Faktorisierung der Vandermonde—ahnlichen—-Mat-
rix in ein Produkt schwach besetzter Matrizen. Wir stellen in Abschnitt 3.1 die Fourier—Transfor-
mation fur beliebige Knoten, in Abschnitt 3.2 die Polynomtransformation und in Abschnitt 3.3
die Fourier-Transformation auf der Sphare fiir beliebige Knoten dar. Das Kapitel 3 wird durch
einen Uberblick ber die verfuigbaren schnellen Algorithmen abgeschlossen.

Wir leiten schliel3lich in Kapitel 4 schnelle iterative Algorithmen zur nédherungsweisen Be-
rechnung der inversen Fourier—Transformation flir beliebige Knoten her. Nach der Einflihrung
grundlegender Begriffe in Abschnitt 4.1 stellen wir in Abschnitt 4.2 einfache iterative Verfahren
vor. Diese Verfahren nutzen die in Kapitel 3 entwickelten schnellen Algorithmen zur Matrix—
Vektor—Multiplikation. Die Verallgemeinerungen einfacher Verfahren fiihren in Abschnitt 4.3
auf die sehr effizienten CG-Typ—Verfahren. Im anschlieBenden Abschnitt 4.4 ordnen wir die in
[11, 9] und [46, 12, 47] vorgeschlagenen Verfahren ein. Wir geben in Abschnitt 4.5 eine kurze
Zusammenfassung der vorgeschlagenen Algorithmen.

Das Kapitel 5 widmet sich der Implementierung der entwickelten Algorithmen. Wir schrén-
ken uns auf trigonometrische Polynome ein und erweitern das Programmpaket NFFT. Wir glie-
dern die Weiterentwicklung zur Version NFFT1.1 in den Entwurf, siehe Abschnitt 5.1; die Im-
plementierung, siehe Abschnitt 5.2, und die Dokumentation, siehe Abschnitt 5.3.

Die vorliegende Arbeit wird mit einigen einfachen Beispielen in Kapitel 6 und einem Aus-
blick auf offene Problemstellungen in Kapitel 7 abgerundet.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir die mathematischen Grundlagen fir das weitere Vorgehen dar.
Nach der Einfihrung tblicher Bezeichnungen flr Vektoren, Matrizen und Funktionen in Ab-
schnitt 2.1 wenden wir uns in Abschnitt 2.2 Polynomrdumen zu. Wir untersuchen insbesonde-
re den Vektorraum der Fourier—Koeffizienten, den Vektorraum der Polynome und Operatoren
zwischen diesen Raumen. Daran anschliefend formulieren wir das lineare Gleichungssystem,
welches sich durch die Abtastung der betrachteten Polynome ergibt. Gesucht sind geeignete
Fourier—Koeffizienten zu einem Polynom, welches die gegebenen Abtastwerte in einem geeig-
neten Sinn approximiert. Wir wiederholen insbesondere die regelméiiige Abtastung und be-
kannte direkte Inversionsformeln fir spezielle uni— und multivariate Félle.

In Abschnitt 2.3 gehen wir von exakt gegebenen Abtastwerten aus und betrachten Interpo-
lationsprobleme. Wir leiten die geddmpfte Normalengleichung zweiter Art her. Die Dampfung
nutzt dabei die nicht durch die Interpolationsbedingungen festgelegten Freiheitsgrade, um eine
glatte L6sung zu erzielen.

Weiterhin betrachten wir in Abschnitt 2.4 Approximationsprobleme, d.h. die gegebenen Ab-
tastwerte werden nur angenéhert. Wir formulieren das Approximationsproblem unter Bertick-
sichtigung der speziellen Abtastmenge in naheliegender Weise, leiten die gewichtete Normalen-
gleichung erster Art her und weisen unter einfachen Voraussetzungen die Existenz einer Losung
nach.

Abschnitt 2.5 beschaftigt sich kurz mit Regularisierungsverfahren fir die formulierten Inter-
polations— und Approximationsprobleme. Wir motivieren insbesondere die Verwendung von
iterativen und mehrstufigen Verfahren. Dieses Kapitel wird in Abschnitt 2.6 mit einer Gesamt-
darstellung der formulierten Probleme abgeschlossen.

2.1 Notation
Symbole und Schreibweisen

Die zu definierenden Gegenstande sind in der gesamten Arbeit kursiv gesetzt. Flr die Menge
der auftretenden Skalare verwenden wir im Allgemeinen das Symbol K. Typischerweise ist K
die Menge der reellen Zahlen R beziehungsweise der komplexen Zahlen C. Mit R* bezeichnen
wir die nichtnegativen reellen Zahlen. Weiterhin bezeichnet Z die ganzen, N, die nichtnegati-
ven ganzen und N die natiirlichen Zahlen. Fir eine komplexe Zahl a € C heilit @ konjugiert
komplexe Zahl. Die Landau—Notation O verwenden wir in der erweiterten Bedeutung, siehe
z.B. [36, S. 11].

Vektoren und Matrizen

Vektoren und Matrizen sind in kleinen beziehungsweise groRen fetten Buchstaben gesetzt. Ein
Vektor a € K™ der Dimension n € N hat die Elemente a; € K, [ = 0,...,n — 1. In den
Vektorraumen K" benutzen wir das euklidische Skalarprodukt und die davon induzierte Norm

n—1
<a’7 b>2 = Zalb_lv ||CLH2 = <CL, a>2§ .
=0

Eine Matrix A € K™*" der Dimension m x n, m,n € N, hat die Elemente a;; € K, k =
0,....m—=11=0,...,n=1,dh, A:= (ar;),_, .1+ Wir verwenden die Schreib-



6 2 GRUNDLAGEN

weisen A7 fir die transponierte, A fir die konjugierte und A” = A" fir die adjungierte
Matrix. Die Einheitsmatrix ist E := (6x1), ,—o. 1> WObei wir das Kronecker-Symbol

.......

Die Einheitsmatrix E und die Fourier—Matrix F' sind quadratisch und tragen keinen Hinweis
auf ihre GroRe, diese ist immer aus dem Zusammenhang klar.

Fur die folgenden Definitionen und Aussagen verweisen wir auf [2, Kapitel 1]. Sei die Ma-
trix S € K™*™ beliebig, so definieren wir den Bildraum (engl. range)

R(S) = {f:Sf:feK"}
und den Nullraum
N (S) := {feK”:Sf:o}.

Die Dimension des Bildraumes bezeichnen wir mit rang (.S). Fur das orthogonale Komplement
des Nullraumes

N (S)" = {g e K": <g,f>2 = 0 fiiralle f € N(S)}

gilt die Identitat A (S)" = R (S™).

Weiterhin existieren zu beliebigen Matrizen S € K™*™ unitdre Matrizen U € C"™*™ |V €
C™™ und eine Diagonalmatrix ¥ = diag (0o, ..., orang(s)—1) € R@NIES>MANIS) mit 5; >
0,1=0,...,rang (S) — 1, so dass

_ E 0 H mxn
S_U<OO)V e K=, (2.1)

Die Zerlegung (2.1) hei3t Singulérwertzerlegung, mit ihrer Hilfe ist die Moore—Penrose—Pseudo-
inverse

0 O

definiert. Ihre wichtigsten Eigenschaften fassen wir in folgendem Lemma 2.1 zusammen.

-1
ST::V<2 O)UH c Kvm

Lemma 2.1. Sei die Matrix S € K™*™ und der Vektor f € K™ beliebig, so gilt fur den Vektor
f1 = STf die Abschatzung

ISFT— Fll2 < |ISF — £l firalle f € K.
Weiterhin hat der Vektor fT kleinste Norm, d.h.,

£l < NIl faralle £ mit [|SF — £lls = ISF — fll2-
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Beweis. Siehe z.B. [2, Kapitel 1]. |

Der Vektor f1 ist also Lésung des Approximationsproblems

1SF = £]l2 L min (2.2)

und unter den Ldsungen des Approximationsproblems ist der Vektor f' die Lésung des Mini-
mierunsproblems

||f||2£>min. (2.3)

Die so eindeutig bestimmte Lésung £ nennen wir Minimallésung. Wird bei dem Approxima-
tionsproblem (2.2) das Minimum ||Sf— fl|2 = 0 angenommen, so hat die Gleichung Sf=r7f
mindestens eine Lésung und wir nennen die Gleichung konsistent.

Weiterhin betrachten wir fur regulére Matrizen T' € K™*" die Neumann—Reihe, mit deren
Hilfe die Inverse T~ approximiert werden kann.

Lemma 2.2. Sei die Matrix T" € K™= regulér mit || E — T'||> < 1, so gilt

e}

T'=> (E-T), (2.4)

=0

fur die [,,,.—te Partialsumme gilt die a—priori-Fehlerabschatzung

I
FEES Lt [ T,
I =Y (B =T | < || B - T .
lz; L1 ||[E-T];

Beweis. Siehe z.B. [28, S. 193ff]. |

Funktionen

Fur einen Urbildraum DD, hier ein Intervall, ein Torus oder eine Sphére, und einen skalaren

Bildraum K betrachten wir die quadratintegrierbaren Funktionen ¢ : D — K. Diese Funktionen

bilden einen Hilbertraum L = L? (D, K) mit dem Skalarprodukt (-, -), und der induzierten
1

Norm || - [[ := (-, ).

Fur einen Polynomgrad N € N interessieren wir uns fur den Polynomraum Ly C L, die
Dimension des Polynomraumes bezeichnen wir mit N; € N. Wir indizieren eine Basis eines
Polynomraumes Ly im Allgemeinen mit k = 0, ..., Ny — 1. Ist das Funktionensystem struk-
turiert, so verwenden wir auch Multiindizes. Diese werden der Ubersichtlichkeit wegen ver-
wendet, missten aber strenggenommen mit einer Indexfunktion in die Menge der naturlichen
Zahlen abgebildet werden.

Torus

Wir betrachten den d-Torus T? := R9/Z< mit der darauf definierten Metrik

distra (2, y) := min || (z + j) — yl|2-
jezd
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Die quadratintegrierbaren Funktionen f, g : T¢ — K bilden mit dem Skalarprodukt

(f. 9}, = / f(2)g (@) da

den Hilbertraum L = L?* (T%, K).
Mit Hilfe der Indexmenge I := {k = (k1. k) €28 N <k, <¥ c=1,... ,d}
definieren wir den Unterraum der trigonometrischen Polynome

Ly := span (e*%”‘“T' ke [j‘f,) :

Die Dimension dieses Polynomraumes ist N. Die Funktionen e=2"*" & < I bilden die
Standardorthonormalbasis des Hilbertraumes L.

2-Sphére
Wir betrachten die 2-Sphare S? := {x € R?: ||z||» = 1} mit der Metrik
distge (z, y) := arccos (z'y) .

Die quadratintegrierbaren Funktionen f, g : S* — K bilden mit dem Skalarprodukt

(f.0), = / f (@) g (@)dws: (x)

_ //f(e,¢)msined9d¢

den Hilbertraum L = L* (S?, K).

Mit Hilfe der Indexmenge J3% := {k = (k,n)" €Ny xZ: |n| <k < N} definieren wir
den Unterraum der spharischen Polynome (Kugelflachenfunktionen, engl. Spherical Harmo-
nics)

Ly :=span (Yy: k€ Jy).
Die Dimension dieses Polynomraumes ist N2. Weiterhin ist der Polynomraum L genau der
Raum der (algebraischen) Polynome in drei Variablen mit Gesamtgrad Kleiner als N einge-
schrankt auf die 2-Sphére.

Im Folgenden geben wir die Standardorthonormalbasis (Y%),. . des Hilbertraumes L an,
siehe z.B. [4]. Seien zun&chst die Legendre—Polynome

1 d*
Py (t) == ——
e ()= S5 i
und die zugeordeneten Legendre—Funktionen

(t2—1)k, k € Ny

— a1 2 Il o
P () = (H) (1-2)% Ci'npk(t), (k)" € J2,

definiert, so bilden die Funktionen

Yi () = Y} (0,0) = (2111 1) "B (cos (B)) €, ke 2

die Standardorthonormalbasis des Hilbertraumes L.
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Reelles Intervall

Weiterhin betrachten wir die quadratintegrierbaren Funktionen f : [—1, 1] — K mit dem Ska-
larprodukt

(f.9); = /f () g (z)w (x) dz,

wobei w : [—1, 1] — R eine nichtnegative Gewichtsfunktion ist. Wir erhalten den Hilbertraum
L = L? ([-1,1],K). Im Besonderen interessieren wir uns fir den N—dimensionalen Unter-
raum der (algebraischen) Polynome

Ly:=span(": k=0,...,N—1).
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2.2 Polynomrdume und Abtastung

Sei Ly C L einer der oben beschriebenen Polynomrédume mit einem Vektor der Basiselemente

® = ()i N1 = (B0, P15 Ny 1) s

-----

so hat jedes Polynom f € L mit den Fourier—Koeffizienten f;, € K die eindeutige Darstellung

Np—1
= futn (2.5)
k=0
Den Vektor f = (fk> nennen wir Vektor der Fourier—Koeffizienten.
k=0,..., Np-1

Synthese

Den durch Gleichung (2.5) gegebenen linearen Operator
S: KVt S Ly, f—f=8f (2.6)

nennen wir Synthese. Die Synthese bildet den Vektor der Fourier—Koeffizienten f beziiglich
des Vektors der Basiselemente ® auf das Polynom f € L ab. Weiterhin betrachten wir flr
Funktionen g € L den adjungierten Operator S¥ : I — KVt mit

SHQ = (<g>¢k>L)k:0 Np—1-

.....

Lemma 2.3. Fiir beliebige Vektoren f € K"z und Funktionen ¢ € L gilt

<f’ SHg>2 - <$f’g>L'

Beweis. Mit Hilfe der Symmetrie und der Linearitat der Skalarprodukte sehen wir

N1 N -1 Np-1
<f,SH> ka ¢kL—ka Pk, g L_<Z fk<f>k,> <Sf,g>L.

Normalengleichung, Gram—Matrix

Aus Gleichung (2.5) ergeben sich durch die Skalarmultiplikationen mit den Basiselementen
Okyy k2 =0,..., Ny — 1, die Normalengleichungen

Np—1

Z fk‘1 <¢k17¢k‘2>L:<f7¢k2>L7 k2:o7---;NL_1- (27)

k1=0

Wenden wir den adjungierten Operator S auf das Polynom f an, so erhalten wir mit Definition
(2.6) die Gleichung A
SHSf=8"f.
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Die Gram-Matrix G := S’ S hat die explizite Darstellung

(o, 0);, -+ (Dnp—1,%0) ),

6 KNLXNL'

G = : :
(G0s ONp-1)p -+ (DN —1,ON,-1)1

Mit ihrer Hilfe erhalten wir analog zu den Gleichungen (2.7) die Normalengleichung in Matrix-
schreibweise A
Gf=S8"f. (2.8)

Die Gram—Matrix G ist stets hermitesch und positiv definit, siehe zum Beispiel [20, S. 282f].
Hat die Matrix G Diagonalgestalt, so hei3t die Basis ® orthogonal, gilt sogar G = E, so
heilt & orthonormal. Allgemein erhalten wir fur beliebige Polynome f € Ly eine Parseval-
Gleichung der Form

17112 =, f), = f Gf. (2.9

Analyse

Unter der Analyse eines Polynoms f € L, verstehen wir den linearen Operator, der dem gege-
benen Polynom f € Ly seinen Vektor der Fourier—Koeffizienten f beziiglich & zuordnet. Wir
koénnen die Analyse

ALy =K frs f= Af

mit der Normalengleichung (2.8) durch
Af =G 'Sty (2.10)
fur alle f € Ly ausdriicken. Fir Orthonormalbasen vereinfacht sich dies weiter zur ldentitéat

A =8

Orthogonalprojektion

Sei die Funktion g € L beliebig, so hat die ,,kontinuierliche* Approximationsaufgabe
1f = gl & min
eine eindeutige Losung f € Ly, welche durch
(f—g9,h); =0 firalle h € Ly

charakterisiert ist, diese heifst Orthogonalprojektion der Funktion g € L in den Polynomraum
Ly beziiglich des Skalarproduktes (-, -); .

Lemma 2.4. Die Abbildung
P:L— Ly, g— SAg=8G 'Sty

ist der orthogonale Projektor vom Funktionenraum L in den Polynomraum L bezuglich des
Skalarproduktes ( -, -) ;. Dabei sei Gleichung (2.10) analog auf die Funktion g € L angewandt.
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Beweis. Fur beliebige Polynome f € Ly gilt Pf = f und somit P? = P, d.h., P ist Projektor.
Weiterhin gilt mit Lemma 2.3 und den Eigenschaften der Gram—Matrix G fur beliebige Funk-
tionen g, h € L, dass (g,Ph), = (Pg,h),, d.h., P ist selbstadjungiert. In [23, S.481] wird
gezeigt, dass jeder selbstadjungierte Projektor bereits der orthogonale Projektor ist. |

Abtastung

In einem diskreten Modell kennen wir eine Funktion g € L im Allgemeinen nuran M € N
vielen Stellen, den Abtaststellen, auch Knoten, z; € D, j =0, ..., M — 1. Die Gesamtheit der
Abtaststellen bezeichnen wir als Abtastmenge (engl. sampling set) X = (z;),_, ,, ;. Die
Notation als Vektor ist inshesondere notwendig, da die x; nicht notwendigerweise paarweise
verschieden sind. Die Werte einer Funktion g an den Abtaststellen sind die Abtast— beziehungs-
weise Funktionswerte ¢g; = ¢ (x;). Die ideale Abtastung

D:L—-KM g—g="Dg

ordnet einer gentigend glatten Funktion g € L den Vektor der Abtastwerte g € K zu, dieser hat
die abgetastete Energie ||g||3. Selbst bei glatten Funktionen kann dabei ein Informationsverlust
auftreten, siehe auch Lemma 2.5. Im Folgenden werden wir daher die Abtastung der Polynome
f € Ly betrachten, beziehungsweise annehmen, dass der \ektor der Abtastwerte f zu einem
Polynom f € Ly gehort.

Mit der Vandermonde—ahnlichen—Matrix (engl. Vandermonde-like—matrix)

S = DS
do(xo) .. dny-1(T0)
_ : : c KM*Ne
%o (iBM—1) e ¢NL—1 (iBM—1)

erhalten wir analog zur Synthese, siehe Gleichung (2.6), das lineare Gleichungssystem

A

Sf=f. (2.11)

Das Ldsen dieses Gleichungssystems in einem geeigneten Sinn ist das zentrale Problem
dieser Arbeit. Hat die Vandermonde—&hnliche-Matrix S vollen Spaltenrang rang (S) = Ny, so
ist notwendigerweise die Anzahl der Abtaststellen mindestens so groR wie die Dimension des
Polynomraumes, d.h., M > N;. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Voller Spaltenrang
der Vandermonde—ahnliche—Matrix S ist &quivalent mit der Bedingung f = 0 = f = 0 fir
beliebige Polynome f € Ly und deren Abtastwerte f = Df.

Spezielle Abtastgeometrien

Wir betrachten im Folgenden den Fall, dass die Anzahl und Lage der Knoten x ; frei bestimmbar
ist. Die unter gewissen Voraussetzungen konstruierbaren Newton—Cotes—Quadraturen sollen
hier nicht untersucht werden, da die Gewichte w; € R, j =0,..., M — 1, d.h. die bestimmten
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Integrale der Fundamentalinterpolanten zu den Knoten x ;, schwierig (numerisch) zu berechnen
waren.

Fur einen gegebenen Polynomgrad N werden die Anzahl der Knoten )/, die Knoten ; und
die Gewichte w; € R*, j =0,..., M —1, derart konstruiert, dass fiir Polynome % bis zu einem
gewissen Grad die Identitat

/Dh(a:) dwp (z) = i wih (x;)

j=0

gilt. Derartige Quadraturformeln sind beispielsweise die Gauli—Quadratur und die Clenshaw—
Curtis—Quadratur, siehe auch [20, Kapitel VI1,IX], [40].

Berechnen wir mit einer gentigend genauen Quadraturformel das Skalarprodukt (£, g) , fur
f,g € Ly allein aus den Vektoren der Abtastwerte f = Df, g = Dg, so erhalten wir

(f9),={f. 9w
wobei

M-1
(f.9)w=g"WF=> wfg.
j=0

Die Gewichtsmatrix W' sei dabei W := diag (w), w = (w;);_ w;j € R*. Anschau-
lich erhalt diese Art der Abtastung die Energie flr beliebige Polynome f € Ly, d.h.,

IFI1Z = 111w
Berechnen wir (f, éx), = (f, 1)y Und (G, dr,) = (D> Dr, )y SO Gilt
Stf=8"Wfund G =SS =8"WS.
Als diskretes Analogon zu Gleichung (2.8) erhalten wir
STWSf=S"wWr,
fur Orthonormalbasen vereinfacht sich dies analog zur Analyse, siehe Gleichung (2.10), zu
f=8"wf. (2.12)
Die Spezialfalle der Gleichung (2.12) sind die Diskrete Fourier—Transformation und die Dis-
krete Fourier—Transformation auf der Sphére, siehe z.B. [20, Kapitel VII,1X], [40]. Die Berech-

nung der Abtastwerte aus den Fourier—Koeffizienten eines Polynoms mithilfe der Gleichung
(2.11) wird haufig als (inverse) Diskrete Fourier—Transformation (auf der Sphare) bezeichnet.

Aliaseffekte

Wir betrachten im Folgenden die Auswirkungen, falls der tatsachliche Polynomgrad unter-
schatzt wird.
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Lemma 2.5. Sei ®; := (gbk);‘:eNO eine Folge orthonormaler Basiselemente von L und die

Fourier—Reihe
> Gudn (x)

keNy
konvergiere gleichméafRig und absolut gegen die Funktion g € L. Weiterhin sei das Polynom
f ="Pg € Ly die in Lemma 2.4 gegebene Orthogonalprojektion und wir berechnen analog zu
Gleichung (2.12) X
h:=S"wg,
dann gilt
e =+ Y albnddw, k=0, Ny —1 (2.13)

I>Np

Beweis. Fur die Elemente des Vektors h gilt

Np—1
hie = (g, i)y = < > gl¢l,¢k> + D albndw = fet D aldnd)w
w

1=0 I>Ny I>Ng,

Die Anteile unter dem Summenzeichen in (2.13) nennen wir Aliaskomponenten. Im folgen-
den Beispiel 2.6 wird fiir den Spezialfall des 1-Torus T* sogar gezeigt, dass als Aliaskomponen-
ten nur ,,Vielfache der Grundschwingung* auftreten. Eine dhnliche Aussage fir die spharischen
Polynome beziehungsweise die orthogonalen Polynome auf dem Intervall [—1, 1] ist uns nicht
bekannt.

Beispiel 2.6. (1-Torus T')
Mit &, = (e*%”‘f')zEZ sei eine Folge orthogonaler Basiselemente von L gegeben. Seien wei-
terhin die Knoten z; = %, j € I, und die Gewichtsmatrix W = %E gewabhlt, so gilt

. . I B )
he=frt> @Y e Q”NNeQ N =fot D Gkeen, keI

>N jeIl, rezZ\{0}

Separation der Variablen

Haben Abtastmengen und Basisfunktionen Tensorproduktstruktur, so kann das d-variate Pro-
blem in geschachtelte univariate Probleme zerlegt werden. Die Vandermonde-ahnliche—Matrix
S kann mithilfe des Kroneckerproduktes, siehe z.B. [20, S. 702ff], in der Form

S§=51058®...08;

zerlegt werden. Die Matrizen S., ¢ =1,...,d, sind die zu einem univariaten Problem gehoren-
den Vandermonde—-ahnlichen—Matrizen. Algorithmen, welche derartige Faktorisierung nutzen,
werden auch als Zeilen-Spalten—Algorithmus bezeichnet. Das folgende Beispiel 2.7 ist eine
direkte Anwendnung der dargestellten Idee, das Beispiel 2.8 zeigt eine Verallgemeinerung.
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Beispiel 2.7. (d-Torus T4)
Wahlen wir die aquidistanten Knoten x; = %j, j € I%, so besitzt die Vandermonde-ahnliche—
Matrix S die Faktorisierung

d

_onikT i
S = (e ik J/N>j7ke[% — @F
O
Beispiel 2.8. (2-Sphare S?)
Lassen sich die Knoten (0;,¢;), 7 =0,...,M — 1, mit
M;—1
(911’¢(j1,j2)T>j1:0 ..... M;—1;52=0,...,M3 j, —1 Indizieren, wobel A/ = jlzo MQJU

so gilt fur den Vektor f = S f in Multiindexschreibweise

f(jl,j2)T = f(0j17¢(j1’j2)T>

= > itk (9j17¢(j1,jz>T)

keJ%

N-1 N-1 1
~ 2 1\2 n ing, . .
S DL C ) W ATCION) ERE
n=—(N-1) \ k=|n| T
N—-1 )
= > FreMamr (2.15)

n=—(N-1)

Eine algorithmische Umsetzung fur die Matrix—Vektor—-Multiplikation S f hat zunachst die
~quartische* arithmetische Komplexitat von O (M N?2). Durch Ausnutzen der speziellen Struk-
tur der Knoten berechnen wir zunachst die F7: fiir j, =0,..., M;,n=—(N—-1),...,N -1
in (2.14) mit einer arithmetischen Komplexitét von je O (N). Anschlielend werten wir fur je-
den Knoten (6,,¢,), j = 0,...,M — 1, die Summe in (2.15) mit einer Komplexitét von je
O (N) aus. Wir erhalten eine ,,kubische* Gesamtkomplexitat von O (M;N? + MN).

O
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2.3 Interpolationsprobleme

Im folgenden Abschnitt beschéftigen wir uns mit Problemen, bei denen die gegebenen Ab-
tastwerte f € KM interpoliert werden. Fir Interpolationsprobleme ist die Gleichung (2.11)
konsistent, wir beschaftigen uns deshalb mit dem Minimierungsproblem (2.3).

Wir unterscheiden zunachst die Félle M = N, M < Ny und M > N, wobei LAsungen
durch zusétzliche Forderungen an die Glattheit des Interpolationspolynoms eindeutig charakte-
risiert werden.

Vandermonde—Matrix

Sei die Anzahl der Knoten gleich der Dimension des Polynomraumes, d.h., M = N, so heif3t
die quadratische Matrix § € K"2*"t Vandermonde-Matrix. Fur den univariaten Fall d = 1
erhalten wir flr Abtastmengen X mit paarweise verschiedenen Knoten z; € ID durch den
Fundamentalsatz der Algebra, siehe z.B. [52, S. 576ff], det (S) # 0. Das Interpolationsproblem
ist somit fiir [—1, 1] und die zueinander isometrischen Mengen, siehe z.B. [23, S. 41], T! und
St eindeutig. Das lineare Gleichungssystem (2.11) besitzt in diesem Fall genau eine Lsung.

Uberraschenderweise liefert der Satz von Mairhuber—Curtis, siehe zum Beispiel [3], [44, S.
54], dass es sogenannte Haar—R&ume, also Raume in denen das Interpolationsproblem eindeutig
I6sbar ist, nur iber Mengen D geben kann, welche homeomorph, siehe z.B. [23, S. 46], zu
Teilmengen des 1-Torus T* sind. Fir den multivariaten Fall ¢ > 1 heiRt dies insbesondere, dass
Abtastmengen mit paarweise verschiedenen Knoten existieren fir die identisch verschwindende
Abtastwerte f = 0 eines Polynoms f € Ly nicht f = 0 implizieren.

Spezielles Optimierungsproblem

Sei die Anzahl der Knoten nicht groRer als die Dimension des Polynomraumes, d.h., M < Ny,
die Gleichung (2.11) ist also unterbestimmt, so betrachten wir das Minimierungsproblem

1flls & min  mit Nebenbedingung S f = . (2.16)

d.h. wir fordern insbesondere, dass Gleichung (2.11) konsistent ist. Das Problem (2.16) formu-
lieren wir &quivalent um zu

fLN(S) und Sf = f.

Somit ist der Vektor f € R (S*), siehe Abschnitt 2.1, also darstellbar als f = S f, f € KM,
Aufgrund der Nebenbedingung muss der Vektor f eine Losung der Normalengleichung zweiter
Art
SSUf=f

sein. Die Matrix SS* ist offensichtlich hermitesch und stets positiv semidefinit. Eine spezielle
Losung der Normalengleichung zweiter Art wird durch die anschlieBende Multiplikation mit
der Matrix S*’ auf die eindeutige Losung f des Minimierungsproblems (2.16) abgebildet. Hat
die Vandermonde-ahnliche-Matrix S vollen Zeilenrang rang (S) = M, so ist die Matrix S.S*
positiv definit, die Lésung der Normalengleichung zweiter Art f ist dann eindeutig bestimmt
und es gilt ST = 7 (SSH)fl, siehe z.B. [2, Kapitel 1], [6, Kapitel 8].

Sind wir an ,,glatten” Losungen des Interpolationsproblems interessiert, so konnen wir dies
als Abklingbedingung an die Fourier—Koeffizienten formulieren. Wir erhalten das gedampfte



2.3 Interpolationsprobleme 17

Minimierungsproblem

[Faies J, i mit der Nebenbedingung S f = f. (2.17)

.....

enthalt die Dampfungsfaktoren &, € R*. Spezielle Dampfungsfaktoren werden nach den ver-
wandten Normen beziehungsweise Kernen benannt, siehe die Beispiele 2.9, 2.10, 2.11 und
2.12. Die Bezeichnung ,,geddampft* bezieht sich auf ein gewiinschtes Abklingen der Fourier—
Koeffizienten und ist nicht zu verwechseln mit dem Filtern von Singuldrwerten bei Regularisie-
rungsverfahren, siehe Abschnitt 2.5 und z.B. [27, Kapitel 4].

AW ~ L

Das gedampfte Minimierungsproblem (2.17) 1463t sich mittels der Substitution f := W?* f

in ein Minimierungsproblem (2.16) berfiihren. Bei konsistenter Nebenbedingung erhalten wir
die gedampfte Normalengleichung zweiter Art

SW 'sif—f  f=w 'SIf (2.18)

Wir betrachten die Beispiele 2.9 und 2.10 um die ungedampften Ldsungen des speziellen
Optimierungsproblems mit den geddmpften zu vergleichen.
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Beispiel 2.9. (1-Torus T')

Wahlen wir die speziellen ,,Sobolev“-D&mpfungsfaktoren o, = 1+ (27rk)2 , k € I}, soerhal-
ten wir fur das spezielle Optimierungsproblem mit M = 5 zufallig gewdahlten Abtaststellen und
einem Polynomgrad N = 50 bei Abtastwerten f zu zuféllig gewahlten Fourier—Koeffizienten
das folgende Ergebnisse in Abbildung 1. Mit Hilfe der Parseval-Gleichung (2.9) fiir das Poly-
nom f und seine Ableitung f’ erhalten wir, dass das ungedampfte Interpolationspolynom die
Norm || f||. minimiert, wohingegen das geddmpfte Interpolationspolynom die Sobolev—Norm
| Fllw2ery = 11|z + ||f']| £, siehe z.B. [20, S. 393ff] minimiert.

0.7

0.15

e j Th% ..

-2 -20 -15 -10 -5 0 1 15 20 25

Abbildung 1: Vergleich der Ldsungen des speziellen Optimierungsproblems, oben: Absolut-
betrag der Fourierkoeffizienten f., k € I, unten: Realteil der Interpolationspolynome, die
Interpolationsbedingungen sind durch einen Kreis gekennzeichnet; links: ungedampft, d.h.
|||z — min, rechts: gedampft, d.h. || f{|yy2(r1) — min.

O
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Beispiel 2.10. (2-Sphare S?)

Wahlen wir die speziellen ,,GaulR-Weierstral3“~D&mpfungsfaktoren, siehe z.B. [14, S. 112],
wp = ek(ﬁ%l), (k:,n)T € J%, so erhalten wir fiir das spezielle Optimierungsproblem mit M =
10 zuféllig gewéhlten Abtaststellen und einem Polynomgrad N = 20, d.h. einer Dimension des

Polynomraumes N;, = 400, bei Abtastwerten f; = §;, folgende Ergebnisse in Abbildung 2.

Abbildung 2: Vergleich der Losungen des speziellen Optimierungsproblems, Realteil der Inter-
polationspolynome, oben: Funktionswerte Uber der (6, ¢)-Ebene, mitte: Funktionswerte relativ
uber der Sphére, unten: Konturplot der Funktionswerte tiber der (6, ¢)—Ebene, die Abtaststellen
sind durch ein Kreuz gekennzeichnet; links: ungedampft, d.h. @} = 1, rechts: gedampft, d.h.

~ k(k+1) T 2
wp=e 1w, (k,n) €Jg.

O

Polynomiale Kerne

Sei die Anzahl der Knoten mindestens so grof3 wie die Dimension des Polynomraumes, d.h.,
M > Ny, so betrachten wir zur Herleitung der gedampften Normalengleichung zweiter Art die
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polynomialen Kerne
Np—1

Z Oy o (). (2.19)

Mit den Dampfungsfaktoren w,, £k =0,..., N, — 1, steuern wir die Eigenschaften des Kernes,
siehe Beispiel 2.11 und Beispiel 2.12.

Beispiel 2.11. (1-Torus T*)

Seien die inversen Dampfungsfaktoren als die ,,Dirichlet-Gewichte“ &, ' = 1, die ,Fejer-
Gewichte“ &' = & + 1 — |k| beziehungsweise als ,,GauR-Gewichte* &, ' = = e /N gewahlt,
siehe z.B. [, ] S0 erhalten wir fur den Polynomgrad N = 20 mitx, = —0. 2 nach entsprechender
Normalisierung K (z) = 1 die folgenden polynomialen Kerne in Abbildung 3.

Abbildung 3: Realteil der polynomialen Kerne, links: ,Dirichlet”, mitte: ,Fejer”, rechts:
»Gaul®.

O

Beispiel 2.12. (2-Sphare S?)

Seien flr (k, n)T € J% die inversen Dampfungsfaktoren als die ,,Dirichlet-Gewichte* d’(_kln)T =

_ k( +1) . . .
! = e ~10 beziehungsweise als die spe-

1, die speziellen ,,GauR—\WeierstraR—Gewichte* & A(k )
ziellen ,,Poisson-Gewichte® @ A(_,: o =0 7% gewahlt, siehe z.B. [14, S. 81ff], so erhalten wir fiir

den Polynomgrad N = 20 nach entsprechender Normalisierung K (z,) = 1 folgende polyno-
miale Kerne in Abbildung 4.

Abbildung 4: Realteil der polynomialen Kerne, links: ,,Dirichlet”, mitte: ,,GauR—WeierstraR“,
rechts: ,,Poisson®.

O
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Die Linearkombination der Kerne
M-—1

K:Kﬂj%LN,fo:ICf;:ijKj
=0

bildet einen Vektor von ,,Kernkoeffizienten* f € K™ auf eine Funktion f € Ly ab.

Spannen die Kerne K;, j =0,..., M —1, den Polynomraum L y auf, wofiir die Bedingung
M > Np, notwendig ist, so ist die Gleichung
Kf=f

fur alle Polynome f € Ly konsistent. Sie kann mit der Definition (2.19) als
SW ' SHf=f

ausgedrickt werden. Durch die Abtastung, d.h., S = DS und f = D erhalten wir weiterhin
die geddmpfte Normalengleichung zweiter Art

SW 'SHF— f.

Die Approximation (nichtpolynomialer) Kerne und damit die schnelle Summation radialer
Basisfunktionen wird in [38, 36] dargestellt. Flr nichtsingulére Kerne hat die approximative
Auswertung der Kerne zur Abtastmenge X, an den Knoten der Abtastmenge X ; die Form

f~S W 'SIF

Zusammenfassung

Sei die Anzahl der Abtaststellen M beliebig und die Gleichung (2.11) konsistent, so kénnen
wir die geddmpfte Normalengleichung zweiter Art

SW 'sHf—f (2.20)

aufstellen. Jede spezielle Lésung f dieser Gleichung wird mit f = WASHf auf die eindeutig
bestimmte Losung des gedampften Minimierungsproblems

£l > min (2.21)
mit der Nebenbedingung (2.11) abgebildet. Die Wahl der Ddmpfungsmatrix W bestimmt dabei
die Glattheitseigenschaften des Interpolationspolynoms, insbesondere kénnen die im Fourier—
Bereich einfach formulierbaren Sobolev—Normen verwendet werden.
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2.4 Diskretes Approximationsproblem

Fur die speziell konstruierten Abtastmengen in Abschnitt 2.2 erhielten wir zwischen einem
Polynom f und seinen Abtastwerten f einen Energievergleich der Form || f||%, = ||f][3. Im
Folgenden werden wir fiir eine groRe Klasse von Abtastmengen zumindest noch Ungleichungen
zum Energievergleich aufstellen.

Normalengleichung erster Art und Stabilitat von Abtastmengen

Sei die Anzahl der Knoten M beliebig in Bezug auf die Dimension des Polynomraumes, so
betrachten wir das Approximationsproblem

1SF = £|l» & min. (2.22)

Mit [2, Kapitel 1] ist dieses Approximationsproblem (2.22) &quivalent zur Normalenglei-

chung erster Art
Ssf=s1f. (2.23)

Die Matrix S S ist offensichtlich hermitesch und positiv semidefinit. Hat die Vandermonde—
ahnliche—Matrix S vollen Spaltenrang rang (S) = Ny, d.h., der Polynomgrad N ist niedrig
genug gewihlt, so ist die Matrix S*7.S positiv definit und es gilt ST = (SHS)_1 SH.

Weiterhin erhalten wir in Lemma 2.13 folgenden engen Zusammenhang zwischen der Ab-
tastmenge X und der Vandermonde—&hnliche—Matrix S.

Lemma 2.13. Sei ® ein Vektor orthonormaler Basiselemente des komplexen Polynomraumes
Ly und S die zur Abtastmenge X gehdrende Vandermonde—&hnliche—Matrix, so sind die best-
maoglichen Konstanten in der Ungleichung, siehe z.B. [18, S. 75], [29, 17, 10],

AL < IALB<ENfIL. f€Ln, (2.24)

gegeben durch

§=Dmin (S"8), E= A (879).
Es gilt insbesondere fiir beliebige Konstanten &, =, ¢ > 0, welche die Ungleichung (2.24)
erfullen, dass cond, (S”S) < %
Beweis. Wir verwenden die Parseval-Gleichung (2.9) fur || f||2 und die Gleichung (2.11) fur
|| £]/3 in der Ungleichung (2.24) und erhalten

“H o2
fﬁwﬁ

fr

[1]

Weiterhin gilt mit [20, S. 207f], dass

~H ~

fr

Wir sehen leicht, dass cond, (SHS) =

~H A
(FSISE . fe o] = [ (578) (73]

,\max(sH S)

)\min(SHS) S

il

Sind positive Konstanten fur die Ungleichung (2.24) bekannt, so erhalten wir mit dem fol-
genden Lemma 2.14 eine Mdglichkeit die Normalengleichung erster Art (2.23) zu l6sen.
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Lemma 2.14. Sei ® ein Vektor orthonormaler Basiselemente des Polynomraumes L 5 und die
Ungleichung (2.24) sei fur beliebige Polynome f € L, mit der Konstanten £ > 0 erfillt, so
gilt mit dem Parameter o, 0 < a < %, und T := S S, dass

T reguldristund  ||E — T, < 1.

Somit sind die Voraussetzungen von Lemma 2.2 erfiillt und die Inverse T ! kann explizit nach
(2.4) angegeben werden.
Beweis. Mit & > 0 ist T reguldr und weiterhin gilt mit den Spektren ¢ und dem Spektralradius
p, siehe z.B. [28, S.19ff],

o (S"S) Cl,E]=0(T)C(0,1)=>||[E-T|=p(E-T)<1

Im Folgenden weisen wir kurz auf die auftretenden Schwierigkeiten im Zusammenhang mit
der Ungleichung (2.24) und den minimalen und maximalen Eigenwerten der Matrix S*.S hin.
Da fiir M < N, die Matrix S hochstens Rang M haben kann, erhalten wir A, (s™s) = 0. Im
univariaten Fall d = 1 erhalten wir fur mindestens N, d.h. insbesondere M > N;, paarweise
verschiedene Abtaststellen A, (sHs) > 0. Fir den multivariaten Fall ¢ > 1 impliziert der
Satz von Mairhuber—Curtis, dass selbst M > N, paarweise verschiedene Abtaststellen nicht
ausreichen um A\, (sHs) > 0 zu gewadhrleisten. Wir nennen die Abtastmenge X stabil, falls
Amin (sHs) > 0. Diese Eigenschaft einer Abtastmenge ist qualitativer Natur.

Fur die beste obere Schranke in der Ungleichungen (2.24), d.h. den maximalen Eigenwert
der Matrix S S, betrachten wir folgendes Beispiel 2.15.

Beispiel 2.15. (1-Torus T*!)
Wir betrachten den Dirichlet-Kern D furr Ly (T*, C) und seine Reproduktionseigenschaft flir
beliebige Polynome f € Ly, d.h,,
|
Dy = e~ 2mik f(x) = /f (t) Dy (t — z) dt.
’]I‘l

___ N
k=—%

Damit gilt insbesondere

|wa§/WHwHDN@_@‘mgHﬂhW%MLZVNNWL

wobei die Ungleichungen fiir f = Dy zur Gleichung ||Dy||sc = V'N||Dn||z = N (bergehen,
siehe z.B. [50, S. 229].

Fir beliebig gewahlte Abtastmengen erhalten wir im Folgenden eine optimale Abschéatzung
fur den groBten Eigenwert der Matrix S S. Es gilt

1£1lz < MNJ|fIIZ,

d.h., der gréBte Eigenwert der Matrix S .S wéchst hochstens wie M N. Gleichheit wird ange-
nommen, falls firalle j =0, ..., M — 1 gilt|f;| = || f]|o- O
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Gewichtetes Approximationsproblem

Im Weiteren werden wir die Struktur der gegebenen Abtastmenge X bei der Konstruktion der
Normalengleichung erster Art einbeziehen und kdnnen unter gewissen Voraussetzungen an die
Abtastmenge explizite Schranken fir die Eigenwerte der entstandenen Matrix angeben, welche
nur vom grofiten ,,Loch* in der Abtastmenge abhéngen. Dies ermdéglicht dann eine explizite
Parameterwahl bei einfachen Losungsverfahren, siehe Abschnitt 4.2, und Aussagen zum Kon-
vergenzverhalten bei allen Verfahren in Kapitel 4.

Fur eine Gewichtsmatrix W = diag (w), w = (w;)
das gewichtete Approximationsproblem

. + '
0.1+ wj € RT, betrachten wir

1SF = fllw & min. (2.25)

Mit der Substitution S* := W2 S und <= W%f erhalten wir ein Approximationsproblem
(2.22) und damit die gewichtete Normalengleichung erster Art

SIWSf=S"wf. (2.26)

Die Matrix S?W S ist hermitesch und positiv semidefinit. Hat die Vandermonde—ahnliche—
Matrix S vollen Spaltenrang rang (S) = Ny, d.h., der Polynomgrad N ist niedrig genug ge-
wahlt, so ist die Matrix S W S positiv definit. Im Weiteren klaren wir, wie die Gewichtsmatrix
W gewahlt werden kann.

Abtastmenge und erlaubte Partition

Die folgenden Ideen sind den Arbeiten [30, 12, 16, 17] entnommen. Fir die Abtastmenge X
definieren wir die Abtastmengen—Norm (engl. mesh—norm, siehe z.B. [30])

ox = Iil?ﬁ(j:of?%,ld's% (x,x;) . (2.27)
Die Abtastmengen—Norm dx € R* gibt also den ,,Radius des grofiten Loches” der Abtast-
menge X im Urbildraum I an. Werden ,,Kreisscheiben* auf die Abtastpunkte x; gelegt, so
bendtigen diese einen Radius groRer als die Abtastmengen—Norm um unter Vereinigung den
Urbildraum D zu Giberdecken. In Anlehnung an [17] nennen wir die Abtastmenge é—dicht, falls
dx < 0 € R*. In[17] wird die dquivalente Charakerisierung

M-1
U Bis=D  fir Bj; :={x € D: disty (x;,x) < 5}
j=0

gegeben.
Weiterhin betrachten wir eine Partition der Urbildmenge D, d.h. eine Menge

R:={RyCcD:j=0,...,M -1}

mit Ry N Ry = 0, ji # Jy, und U;‘,ﬁgl R; = D. Eine Partition heiBt erlaubte Partition
in Bezug auf die Abtastmenge X (engl. X—compatible decomposition, siehe [29]), falls jede
Region R;/, j'=0,..., M' — 1, mindestens einen Knoten der Abtastmenge X enthalt. Gehort
zu jeder Region der Partition R genau ein Knoten der Abtastmenge, so sprechen wir von einer
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1-Partition. In dieser Arbeit sei angenommen, dass kein Knoten «;, j = 0,..., M — 1, auf
dem Rand einer Regionen R, liegt.
Wir definieren die Norm der Partition

|R||:== max diam(R;), diam(R):= sup distp (z,y).
J'=0,...M'—1 z,yeR

Wahlen wir zu jeder Region R, j'=0,..., M’ — 1 einen Knoten =; € R als Représentant,

so erhalten wir die reduzierte Abtastmenge X'’. Offensichtlich ist R eine erlaubte Partition in

Bezug auf die reduzierte Abtastmenge X’ und es gilt 0x» < dx < || R||. Da zu jeder Region der

Partition R genau ein Knoten der reduzierten Abtastmenge X’ gehdrt, ist R eine 1-Partition in

bezug auf X".

Voronoi—-Region, Voronoi—-Gewicht

Sei die Abtastmenge X beliebig, so heif3t

= D:

R g {w < e

Voronoi-Region des Knotens x;. Die Partition Ry := {Ry; CD:j=0,...,M — 1} nennen
wir im Folgenden Voronoi-Partition. Das Gewicht

Wj 1= /RV dwp ()

»J

heil3t Voronoi—-Gewicht des Knotens x ;.

Beispiel 2.16. (1-Torus T*!)

Wir wéhlen zufallig M = 5 Abtaststellen und berechnen die Voronoi—Partition. Durch die
Wegnahme der mit einem Kreis gekennzeichneten Abtaststelle erhalten wir eine Partition, nicht
erlaubt ist, durch die Wegnahme einer Regionengrenze, d.h. die Vereinigung zweier Regionen,
bleibt die Partition jedoch erlaubt, siehe Abbildung 5.

Abbildung 5: Partitionen des 1-Torus T*, links: Voronoi—Partition, mitte: nicht erlaubte Partiti-
on, rechts: erlaubte Partition.

O

Beispiel 2.17. (2-Torus T?)
Analog zu Beipiel 2.16 erhalten wir fir M = 10 auf dem 2—Torus die Abbildung 6.
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Abbildung 6: Partitionen des 2-Torus T?, links: Voronoi—Partition, mitte: nicht erlaubte Partiti-
on, rechts: erlaubte Partition.

Spezielle Ungleichungen

Im Folgenden zitieren wir tief liegendere Satze zur Abtastung trigonometrischer und sphéri-
scher Polynome. Wir folgern mithilfe von Lemma 2.13 explizite Schranken fir die Konditions-
zahl der Matrix S” W S. Weiterhin quantifizieren wir mit den Schranken der Marcinkiewicz—
Zygmund-Ungleichungen, siehe z.B. [31], die Glite der Abtastmenge X.

Satz 2.18. (1-Torus T*, Feichtinger, Grochenig, Strohmer)
Sei die Abtastmenge X J—dicht im 1-Torus T, so gilt fir beliebigen Polynomgrad N mit

1
N < 5
und den Voronoi-Gewichten w;, j =0,..., M — 1, fir alle Polynome f € Ly
(L= 0N |IFIIE < 11w < (L+ON)*[I£117 (2.28)
und somit )
cond, (S"WS) < G J_r gx) .
Beweis. Siehe [16, Satz 5], [12, Satz 1]. |

Satz 2.19. (d-Torus T¢, Grochenig, Strohmer, Bass)
Sei die Abtastmenge X J—dicht im d-Torus T¢, so gilt fiir beliebigen Polynomgrad N mit

log 2
N <
wod
und den Voronoi-Gewichten w;, j =0,..., M — 1, fir alle Polynome f € Ly
- 2
(2= ™) IfIL < 1FIRw < 4llfI1Z (2.29)

und somit )
cond, (S"WS) < <L> .

92— eﬂN(Sd



2.4 Diskretes Approximationsproblem 27

Beweis. Siehe [17, Satz 5], [1, Satz 4.1]. |

Wir bemerken, dass Satz 2.18 und Satz 2.19 ihre Giltigkeit behalten, falls f € L zusétz-
liche nicht verschwindende Fourierkoeffizienten fk, k. = %, ¢ = 1,...,d erhélt. Weiterhin
wurde Satz 2.19 in [1] verschérft, die §—Dichtheit reicht beztglich der ,,schwécheren* Distanz
min || (& + §) — yl| aus.
jezd

Satz 2.20. (2-Sphéare S?, Mhaskar, Narcowich, Ward)

Nach [30, S. 17] existieren eine gleichmaRig nach unten beschrénkte Konstante o < i und ein
~Mindestgrad“ N e N. Sei weiterhin R eine erlaubte Partition in Bezug auf eine reduzierte
Abtastmenge X, so gilt fir v € (0, 1) und beliebigen Polynomgrad N mit

~ Vo
N <N )
IR]|
dass alle Polynome f € Ly die Ungleichung
L =) [IAI2 < I fllwr < L+ ) (1112 (2.30)

erfillen, wobei die Gewichte mit

o ij dwse firz; € X',
J 0 sonst

gewahlt sind. Somit ist

— VvV

2
cond, (S"W'S) < G i V) .

Beweis. Siehe [30, Satz 3.1]. |

Lemma 2.21. (2-Sphére S?)
Sei Ry die Voronoi—Partition in Bezug auf die Abtastmenge X. Weiter sei X’ eine reduzier-
te Abtastmenge mit einer 1-Partition R, welche aus Vereinigungen von Voronoi—Regionen
Ry, 7=0,..., M — 1 besteht.
Sind die Voraussetzungen des Satzes 2.20 fir die Partition R gegeben, so gilt insbesondere
die Ungleichung
=) (117 <If1w < A+ )" [IF117 (2.31)

mit den ublichen Voronoi-Gewichten w;, 7 =0,..., M — 1.
Beweis. Die Vereinigung der Voronoi—Regionen wird ,,riickgangig” gemacht. Fir den Vektor
der Abtastwerte

Fonin € KM zu den ,,Minimumreprasentanten® x,,;, = arg m}i%n |f (x) |
Tc SU

und den Vektor der Abtastwerte

F oo € KM zu den ,,Maximumreprasentanten® &, j = arg max |f (x) |
xTEr,

J
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der Regionen R/, j'=0,..., M’ — 1 hat der Satz 2.20 jeweils Gultigkeit. Weiter gilt

||fmin||%/V/ S ||f||%V S ||-fmax||%V"

Zusammenfassung

Sei die Anzahl der Abtaststellen M beliebig, so kdnnen wir die gewichtete Normalengleichung
erster Art X
SEWSf=SEW f (2.32)

formulieren. Die Losungen f dieser Normalengleichung sind genau die Lésungen des gewich-
teten Approximationsproblems

1SF — Fllw & min. (2.33)

Die Wahl der Gewichtsmatrix W gleicht dabei Ungleichméssigkeiten der Abtastmenge aus,
beziehungsweise steuert wie gut in einem bestimmten Gebiet approximiert wird. Fir eine ge-
gebene Abtastmenge konnten wir darlberhinaus explizite Schranken fir die Kondition der ge-
wichteten Normalengleichung erster Art (2.32) geben, falls der Polynomgrad NV niedrig genug
gewahlt wird.
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2.5 Regularisierungsverfahren
Durch das Abtasten der Gleichung (2.6), d.h.

Sf=1, erhalten wir die Gleichung (2.11), d.h. Sf = f.

Dieses lineare Gleichungssystem kdnnen wir unter gewissen Voraussetzungen und in einem ge-
eigneten Sinn (theoretisch) 16sen. Die numerischen Eigenschaften der Gleichung (2.11) haben
wir bis jetzt vernachldssigt, was bei gestorten Abtastwerten f jedoch zu starken Fehlern in der
Losung f fuhren kann.

Im Folgenden kldren wir zunéchst die verwendeten Begriffe, geben Standardverfahren zur
Regularisierung an und leiten schlieBlich fiir unsere Problemstellung geeignete Verfahren ab.

Diskret schlecht gestellte Probleme

In Anlehnung an die Definition fir gut gestellte Probleme in [27, S. 8ff] wollen wir ein Problem
(®, X, KNt KM) diskret gut gestellt nennen, falls die Gleichung S f = f

1. fir jedes £ € KM eine Losung hat,
2. diese Losung eindeutig bestimmt ist,
3. die betrachtete Normalengleichung gut konditioniert ist.

Ist eine Bedingung verletzt, so nennen wir das Problem diskret schlecht gestellt.

Die erste Bedingung ist verletzt, falls f ¢ R (S), d.h., falls ein zu niedriger Polynomgrad
angenommen wurde. Die Gleichung (2.11) ist fir solch einen Vektor von Abtastwerten f in-
konsistent. Eine Losung kann dann nur approximativ sein, siehe Abschnitt 2.4. Im Abschnitt
2.3 haben wir uns auf die konsistenten Probleme (<I>, X, KNe, DLN) eingeschrankt, d.h. ins-
besondere, wir gehen von ungestorten Abtastwerten aus. Damit war die erste Bedingung erfillt
und wir haben uns der zweiten gewidmet. Die Forderung nach guter Kondition kann durch die
in [27, Kapitel 4] vorgestellten Regularisierungsverfahren erreicht werden.

Urspringliches Problem und abgeschnittene Singularwertzerlegung

Die ersten beiden Forderungen an ein diskret gut gestelltes Problem werden durch die Pseudo-
inverse-Lodsung f erfiillt, diese hat mit der Singularwertzerlegung (2.1) der Matrix S, den
Spalten w;, 7 =0,..., M — 1, der Matrix U, den Spalten v, k£ =0,..., Ny, — 1, der Matrix
V und [, = rang (.S) die Darstellung

lmax

fi= Z (al_lule) v;.

=0

Flr einen Regularisierungsparameter /.., < rang (.S) werden Anteile zu kleinen Singulérwer-
ten ausgeblendet. Wir wollen dieses Verfahren hier nicht weiter verfolgen, da es im Allgemeinen
eine hohe arithmetische Komplexitat mit sich bringt.
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Tikhonov—Philips—Regularisierung

Ein Verfahren zur Regularisierung des Approximationsproblems, siehe Abschnitt 2.4, ist die
sogenannte Tikhonov-Philips—Regularisierung. Dabei wird mittels eines ,,Straftermes” 2 :
KNt — R} Zusatzinformation tiber die Lésung f eingebracht. Das Tikhonov—Philips—Funktio-
nal bildet ein Polynom f, gegeben durch seine Fourier—Koeffizienten in die positiv reellen Zah-
len ab, es hat mit dem Regularisierungsparameter v € R; die Form

I.F = ISf - Iy + 122,

In [49] schlagen die Autoren bei der Rekonstruktion von Magnetresonanzbildern einen speziel-
len Strafterm €2 vor. Fir die Verwendung in iterativen Verfahren ist es insbesondere wichtig den
Strafterm € schnell berechnen zu kénnen. Die praktischen Probleme sind also die geschickte
Wahl eines Straftermes und die an die (unbekannt grof3e) Storung der Daten f angepafte Schét-
zung des Regularisierungsparameters.

Iterationsverfahren

Die Verwendung von Iterationsverfahren zur Regularisierung diskret schlecht gestellter Proble-
me wird beispielsweise in [27, S. 103ff], die Anwendung von CG-Algorithmen insbesondere in
[19] behandelt. Der Regularisierungsparameter ist in diesem Fall die Anzahl der Iterationen, fur
spezielle Verfahren kann die Wirkung auf die Singuldrwerte von S explizit angegeben werden.

In[32, S. 89] wird die Konvergenz am Beginn der Iteration und die anschlief}ende Divergenz
als Semikonvergenz bezeichnet. Unser Ziel ist ein Kompromiss zwischen Approximation an die
gegebenen Abtastwerte bei gleichzeitiger Verhinderung der Verstarkung von Stérungen aus den
Abtastwerten.

Mehrstufige Algorithmen

Der tatséchliche Polynomgrad N ist oft nicht a—priori bekannt. Legen wir uns fur einen zu
niedrigen Polynomgrad fest, so werden die Daten im Allgemeinen schlecht approximiert. Be-
nutzen wir einen zu hohen Polynomgrad, so kdnnen unerwinschte ,,hochfrequente* Anteile in
der Losung auftreten, siehe z.B. [47, Abbildung 1].

Die grundlegende Idee besteht im Folgenden darin, in einem mehrstufigen Algorithmus
(engl. multilevel algorithm) wachsende Polynomgrade zu verwenden und mit einem ,,geeig-
neten* Grad abzubrechen. In [47] wird dazu ein Iterationsverfahren um eine zusatzliche duRere
Iteration erganzt, welche den Polynomgrad erhéht.

Wir formulieren den mehrstufigen Algorithmus, indem wir die Dampfungsfaktoren w,, in
Abhéngigkeit des Iterationsindex veradndern. Die Beschrédnkung auf einen kleineren Polynom-
grad wahrend eines mehrstufigen Algorithmus 14t sich in ihrer Wirkung auf den Vektor f als
Démpfung interpretieren. Das folgende Beispiel 2.22 veranschaulicht den Zusammenhang zwi-
schen einem niedrig gewéhlten Polynomgrad wahrend eines mehrstufigen Algorithmus und den
Dampfungsfaktoren aus Abschnitt 2.3.

Beispiel 2.22. (1-Torus T*)
Wir schrénken den Polynomgrad N = 20 wéhrend eines mehrstufigen Algorithmusauf N = 10
ein, weiterhin verwenden wir als inverse Dampfungsfaktoren die ,,GauR-Gewichte* &, ' =
e~**/N_ Abbildung 7 zeigt die Wirkung im Einzelnen und in Kombination.

O
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Abbildung 7: Zusammenhang zwischen den Dampfungsfaktoren und mehrstufigen Algorith-
men, links: Verwenden eines niedrigen Polynomgrades, mitte: ,,GauR“~Dampfungsfaktoren,

rechts: Kombination der D&mpfungsfaktoren.

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt haben wir uns hauptsachlich mit Fragen der numerischen Ldsbarkeit der
Gleichung (2.11) auseinander gesetzt. Wir halten Iterationsverfahren zur Losung der Norma-
lengleichungen flr die Methode der Wahl, da sie ohne umfangreiches Vorwissen tber die Art

und die GroRe der Stérungen in den Abtastwerten angewendet werden kdnnen.

Weiterhin sind wir in der Lage, die mehrstufigen Algorithmen, siehe z.B. [47], durch eine
geeignete Veranderung der Dampfungsfaktoren zwischen einzelnen Iterationsschritten zu reali-

sieren.
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2.6 Zusammenfassung

Wir untersuchen zu gegebenen Abtastwerten f; = f(x;) € K, j = 0,...,M — 1 eines
Polynoms
f € Ly, N e N,

womit wir bereits eine Annahme an den Polynomgrad N formulieren, das gewichtete Approxi-
mationsproblem

~ f .
IS f = fllw = min
und charakterisieren die Losung eindeutig durch das gedampfte Minimierungsproblem

Y
W min.

1f

Die Matrix S = (¢ (2;)),_0._a_14—0...n, 1 €Nthalt die Abtastwerte der Basisfunktionen.
Die Gewichtsmatrix W' bezieht Informationen tber die Abtastmenge, die Dampfungsmatrix
W Annahmen an die Glattheit der LGsung ein.

1 1
Wir erhalten mittels der Substitution £* = W2 £, ¥ = W2SW ? und f = W f die
Standardprobleme (2.2) und (2.3).
Bei konsistenter Nebenbedingung, d.h. f € DLy, kénnen wir immer die geddampfte und
gewichtete Normalengleichung zweiter Art

WiSW 'SYWif—wif, f-W '§'wW:f

aufstellen. Die Losungen f dieser Gleichung sind genau die Lésungen der gedampften Norma-
lengleichung zweiter Art (2.20).

Fur einen beliebigen Vektor von Abtastwerten f € K kénnen wir die gedampfte und
gewichtete Normalengleichung erster Art

1 1

A_—Z_A_= A A_—=

W STWSW W f=W 2S'wjf

aufstellen. Die Losungen f dieser Gleichung sind genau die Losungen der gewichteten Norma-
lengleichung erster Art (2.26), falls wir echt positive Dampfungsfaktoren oy, £ =0,..., N, —1
verwenden.

In Abschnitt 2.5 haben wir uns fur die Verwendung von Iterationsverfahren zur Losung der
Normalengleichungen entschieden. Die dazu notwendigen schnellen Matrix—\Vektor—-Multiplika-
tionen stellen wir im folgenden Kapitel 3 vor. In Kapitel 4 kommen wir auf das inverse Problem
und die damit verbundenen Normalengleichungen zurtick.
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3 Synthese

In diesem Kapitel wiederholen wir die schnellen Algorithmen fiir die Matrix—Vektor—Multiplika-
tionen S f beziehungsweise S™ f. Wir legen dabei Wert auf die Interpretation eines schnellen
Algorithmus als ndherungsweise Faktorisierung der Matrix S in schwach besetzte Matrizen.

Wir stellen in Abschnitt 3.1 die Fourier—Transformation fir beliebige Knoten, in Abschnitt
3.2 die Polynomtransformation und in Abschnitt 3.3 die Fourier—Transformation auf der Sphére
fir beliebige Knoten dar. Wir schlieBen das Kapitel mit einem Uberblick tiber die verfiigbaren
schnellen Algorithmen ab.

3.1 Diskrete Fourier—Transformation ftr beliebige Knoten

Die folgenden Resultate sind den Arbeiten [45, 41, 36] entnommen. Wir interessieren uns flr
den Unterraum der trigonometrischen Polynome, die Vandermonde—ahnliche—Matrix .S hat in
Multiindexschreibweise die explizite Darstellung

g — (ef2ﬂikT:1:j> c CMxN?

§=0,...M—1; kel

Die Abbildung die jedem Vektor f € CM* fiir beliebige Knoten ; € T? den Vektor
f € CM zuordnet, nennen wir diskrete Fourier—Transformation fir beliebige Knoten (NDFT).
Wir unterscheiden zunéchst die NDFT

fi=Flx) =Y fue™ e =0, M1, (3.1)

keld,

kurz f = Sf, und die adjungierte NDFT
=Y e kel (3.2)

kurz h = S f.

FUr einen wichtigen Spezialfall mit A/ = N und den aquidistanten Knoten z; = +3, j €
I¢, ist die Vandermonde-Matrix S die d-variate Fourier-Matrix. Die Multiplikation mit der
Matrix S heiBt diskrete Fourier—Transformation (DFT), es gilt SS = N?E. Eine schnelle
Realisierung der DFT ist durch die schnelle Fourier—Transformation (FFT) gegeben.

Die direkte Berechnung von (3.1) oder (3.2) eine arithmetische Komplexitét von O (N9M).
Die in der Signalverarbeitung und der Astrophysik bekannten Verfahren der ,,Gitterinterpolati-
on* (engl. gridding) stellten eine erste Realisierung der schnellen, approximativen Berechnung
der NDFT dar. Eine Reihe von Arbeiten zur schnellen Realisierung der NDFT beschéftigt sich
seit etwa einem Jahrzehnt verstérkt mit der Abhdngigkeit von Berechnungsglite (Genauigkeit)
und Berechnungszeit (arithmetische Komplexitat), siehe [36] und die darin enthaltenen Refe-
renzen. Mit [26] wurde ein frei zugéngliches Programmpaket entwickelt. Im Folgenden werden
wir unsere Notation an [45, 41, 26, 36] anlehnen.

Die schnelle Fourier-Transformation fiir beliebige Knoten (NFFT) ist ein approximativer
Algorithmus mit einer arithmetischer Komplexitat von O (N¢log N + m?M ), wobei der Ab-
schneideparameter m nur von der gewunschten Genauigkeit abhangt.
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Grundlagen

Die Hauptidee des Algorithmus besteht in der Nutzung einer Fensterfunktion o, welche im Zeit—
beziehungsweise Ortsraum R und im Frequenzraum R? gut lokalisiert ist. Unscharferelationen
geben dabei nattrliche Grenzen vor.

Seig e L (Td, R) die 1-Periodisierung von ¢, welche also gut im Zeit— beziehungsweise
Ortsraum T? und im Frequenzraum Z< lokalisiert sein soll. Wir approximieren das (unbekannte)
trigonometrische Polynom f € Ly, welches der Gleichung (3.1) zugrunde liegt, durch eine
Linearkombination von Translaten

@)= a (e 11). 33)
lerd

wobei n := «/N. Der Faktor der Aufwaértsabtastung (engl. oversampling factor) o« > 1 wird
so gewahlt, dass die diskrete Fourier—Transformation der Lange n effizient berechnet werden
kann. Wir entwickeln die Funktion s; in ihre Fourier-Reihe

~ ~\ —2mikT ~ ~\ ,—2mi nr)T
si(x) = Z ger (p)e e e 4 Z Z R () (3.4)
kelg reZ\{0} kerd

mit den Fourier—Koeffizienten

o () = / o (x) ™' ® dp = / o(x) e dx, ke Z
Td Rd
und den diskreten Fourier—Koeffizienten
=y gt (35)
lerd

Vernachl&ssigen wir die Aliasanteile in Gleichung (3.4), so legt ein Koeffizientenvergleich im
Frequenzraum I¢ die Definition

- felen(@) k€ IE,
"o ke I\ I%

nahe. Die Koeffizienten g; in Gleichung (3.3) werden dann aus den Koeffizienten g, mittels
einer d—variaten schnellen Fourier-Transformation der Lange n berechnet, d.h.,

1 A~ —2omikTl/n
g1 = ol Z Jr€ .

keld

_ Dadie Funktion ¢ weiterhin gut im d-Torus T lokalisiert ist, wird sie durch eine Funktion
¥ mitsuppy C %Td (m < n) approximiert und wir erhalten schlieBlich

fi= I (@) = s1(x;) = Z gﬂ/;(fﬂj—%l),

1€ T m (@)

wobei die Indexmenge I,,,, (x;) := {l € I : n@; —m1 <l < nx;+ml} und 1 ein Vektor
der Lange d mit den Elementen eins ist. Die Indexmenge I, ., (z;) enthélt hochstens (2m + 2)?
Elemente, wodurch sich insgesamt folgender Algorithmus mit einer arithmetischen Komplexitat
von O((aN)4log(aN) +mM) ergibt.
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1. Eingabe: N, M, m e N, a > 1
2: Vorberechnung: ¢ () (k € I§)
3 V(xy— L) (jeli, L€ Ln(x))
4. fork € I% do
oo — Ik
5: Jde = —3 =
ne (@)
6. end for ’
7. g =FFT,(9)
8 forj=0,...,M—1do
9 si= >, q (:cj — %l)
lEInym(:Bj)
10: end for

11: Ausgabe: s, wobei s ~ f

Algorithmus 1: NFFT

Matrixdarstellung

In Matrix—Vektor—Notation ist also
S~ BFR,

wobei B € RM*™ die diinnbesetzte Matrix

~ 1
o (o)
n §=0,...,M;leTd

F e ¢ die tbliche d—variate Fourier-Matrix und R € R""*N* die Diagonalmatrix

T
. 1
= (O | dieg (m) kel | O)

mit den Nullmatrizen O € RN**("=N)"/2 hazejchne. Aus der Matrixdarstellung ist insbeson-
dere die adjungierte NFFT abzuleiten, es gilt S ~ R? F" BT . Details zur Implementierung
der NFFT finden wir in [26]. Fehlerabschatzungen, welche einen exponentiellen Abfall des
Approximationsfehlers in Abhé&ngigkeit des Abschneideparameters m nachweisen, werden ins-
besondere in [45, 41, 36] gegeben.
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3.2 Diskrete Polynomtransformation

Die folgenden Resultate sind den Arbeiten [8, 33, 39, 35] entnommen. Wir interessieren uns fir
den Unterraum der (algebraischen) Polynome, die Vandermonde—&hnliche—Matrix S hat mit
den Polynomen p,, £ =0,..., N — 1 die explizite Darstellung

S = (P (%)), 20,011, k—0,...N-1 € RV,

.....

Wir leiten im Folgenden analog zu [39] einen schnellen Algorithmus zur Auswertung von Po-
Ilynomen an speziellen Knoten her. Die Polynome sind dabei durch ihre Fourier—Koeffizienten
beziglich einer Orthonormalbasis gegeben. Nach einer Darstellung der Grundlagen zu orthogo-
nalen Polynomen, veranschaulichen wir die Faktorisierung der Matrix .S, welche einer schnel-
len Polynomtransformation zugrundeliegt. Eine Verallgemeinerung fir beliebige Knoten =, €
[—1,1], j=0,..., M — 1, wird in [35] gegeben.

Orthogonale Polynome

Im Weiteren interessieren wir uns fiir orthogonale Polynome p,, & = 0,..., N — 1, diese
genuigen bekannterweise einer Dreitermrekursion, siehe z.B. [20, S. 288ff],

Prt1 (2) = (awr + Br) pi () + Vepr—1 (2) keN (3.6)

mit py () := ¢, ¢ € Rkonstant, p_; (z) := 0und ay, Bk, 7 € R, k € N,

Clenshaw-Algorithmus

Wir betrachten zundchst ein festes 2o € [—1, 1] und wollen

[ (x0) = KDk (o) (3.7)

berechnen. Die grundlegende Idee des folgenden Algorithmus 2 ist es, die Summe in jedem
Schritt mittels der Dreitermrekursion um einen Summanden zu verkurzen. Die auf den ortho-

. Eingabe: N e N, N >2, f e RV, 5 € R
cfork=N-1,...,2do
Je1 = froo1 + fi (wwo + B)
fro—2 = fr—2 + [k
end for ) )
p (z0) = fopo (o) + fip1 (x0)
. Ausgabe: f (xo)

NS gk owhR

Algorithmus 2: Clenshaw-Algorithmus

gonalen Polynomen p,, k£ = 0,..., N — 1, vorliegende Rekursion wird auf die Koeffizienten

f = (fk>k angewandt, siehe z.B. [20, S. 287]. Graphisch ist ein einzelner solcher
=0,...,N—1

.....

Schritt in AbI)iIdung 8 veranschaulicht.
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I

A

f9 flO fll

Abbildung 8: Schritt im Clenshaw—-Algorithmus.

Zugeordnete Polynome

Wenden wir die gegebene Dreitermrekursion iteriert an, so erhalten wir eine verallgemeinerte
Rekursion. An die Stelle von (axxo + 5x) und v, missen dann Terme hoheren Grades in xg
treten. Dies wird in folgendem Beispiel 3.1 veranschaulicht.

Beispiel 3.1. (Diskrete Polynomtransformation)
Fur die Indizes £ =8, ..., 11 gilt
pro = (ozo + Bo) po + Yops,
pu = (a0 + Bio) Pro + Y109
= (a10z0 + Bio) ((awxo + Bo) Po + Yops) + Y10Do-
Wenden wir diese Rekursion wiederum auf die Koeffizienten an, so erhalten wir mit

:sgl) _ ( Jfg ) n ( Yo (1070 + Bio) 79 ) ( ]fm )
9(1) fo agxo + By (arozo + Bio) (o + Bo) + Y10 fi1
die Gleichung

11

9
> Jivw (o) = > FVp (o) -
k=8

k=8
Die Koeffizienten f{" sind wiederum abhangig von z,. Abbildung 9 zeigt die Aufdatierung von
fs und fo.

fs| fo| frd fur

Abbildung 9: Zweifache Anwendung der Dreitermrekursion.

O

Der Zusammenhang zwischen der Dreitermrekursion und der verallgemeinerten Rekursion
wird in folgendem Satz 3.2 hergestellt.

Satz 3.2. Sei die Familie der Polynome
Pe+1 (l‘, k) = (ac-‘rkx + ﬁc-ﬁ-k) De (:L‘a k) + Yet-kPe—1 (:L‘a k) (kv ceE NO) (38)

mit p_y (z,k) := 0 und p, (z, k) := 1 den orthogonalen Polynomen (py.),..y, Zugeordnet, so
gilt, siehe z.B. [39], dass

Pk+c (l‘) = DPe (ZL‘, k) Pk (:L‘) + VkPe—1 (l‘, k+ 1)pk—1 (l‘) :



38

Beweis. Sei k € Ny beliebig, so gilt furc =0
pe(r) = 1pp(z) +0pe—1
MED Do (@, k) pr (@) +yupr (2, k1) s (@),
weiterhin fir ¢ = 1
o (arz + Br) pr (7) + elpr—1 ()
p1 (2, k) i () + po (2, k + 1) pp1 (2)

und im Induktionsschritt schlielflich
mit (3.6)

Prk+1 ($ )
mit (3.8)

Prtet1 () (e + Brge) Phve (T) + VerePhte—1 ()

mit (1)

FYkte (Pe1 (T, k) Pr (7) + VP2 (2, k + 1) pr—1 (7))
= [(ak-i-cx + ﬁk—f—c) DPe (l‘, k) + Vk+cPe—1 (l‘, k)] Pk ({L‘)

3 SYNTHESE

(Qhre + Brye) (P (7, k) pr () + Yape1 (2, k + 1) pp_y (7))

9k (e + Brore) Pe1 (@, k + 1) + YpreDe—2 (2, k + 1) pr—1 (2)

MEY pest (k) pr (2) + pe (2, k + 1) pros (2)

Eine direkte Anwendung der verallgemeinerten Rekursion fiir einzelne Knoten x; flihrt zu
keinem effizienten Verfahren, deshalb betrachten wir im Folgenden eine geschicktere Organi-

sation.

Schnelle Polynomtransformation - Matrixdarstellung

In [39], [33, S. 28ff] wird die schnelle Polynomtransformation ausfihrlich dargestellt. Wir zei-
gen im folgenden Beispiel 3.3 einen Ausschnitt des Algorithmus. Dazu seien die Polynome

f,io) (2) := fr, k=0,...,N — 1, definiert.
Beispiel 3.3. (Faktorisierung von S)

Wir verwenden die Kurzschreibweisen p. ;= p.(z;, k) und fﬁ:j = f,(:) (z;). Seien die
Polynome f,io), k=8,...,11,anden Knoten z;, j = 0,...,4, gegeben, so berechnen wir die

Abtastwerte der Polynome f,(:), k= 8,9, mit

2(1)
Fs0

1 0 ~vpooi0 7YoP1,0,10
~(1) 0 1 proo D2,0,9
0 Yopoa10 7YoP1.4,10
1

1
fs 3 0 P1,4,9 P2,4,9

2(0)
! ©
f 9,0
2(0)

10,0
~(0

)
f11,0

2(0)
o
%ﬁ
f 10,4
~(0

)
f11,4
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Das wesentliche, verbleibende Problem um in der dargestellten Weise fortzufahren, besteht in
der Berechnung von je M (?) = 9 Abtastwerten der Polynome fﬁj), k=8,09. O]

Die Berechnung von weiteren Abtastwerten eines Polynoms aus gegebenen Abtastwerten
ist eine wiederkehrende Aufgabe, die in [7] mittels der diskreten Fourier—Transformation, in
[22, 39, 25] mittels der diskreten Kosinustransformation und in [48] mittels der schnellen Mul-
tipolmethode geldst wird.
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3.3 Diskrete Fourier—Transformation auf der Sphéare fir beliebige Kno-
ten

Die folgenden Resultate sind den Arbeiten [7, 40, 36, 25] entnommen. Wir interessieren uns fir
den Unterraum der sphérischen Polynome, die VVandermonde-ahnliche-Matrix .S hat in Multi-
indexschreibweise die explizite Darstellung

S = (Vi (25));2,.. M-1kes? S cH

Wir leiten im Folgenden analog zu [25, 24] einen schnellen Algorithmus zur Auswertung von
spharischen Polynomen an beliebigen Knoten her. Die spharischen Polynome sind dabei durch
ihre Fourier—Koeffizienten bezlglich der Standardorthonormalbasis gegeben. Wir zerlegen das
Problem in die Teilprobleme der diskreten Polynomtranformation und der diskreten Fourier—
Transformation an beliebigen Knoten. Dabei veranschaulichen wir insbesondere die Faktori-
sierung der Matrix S, welche die Grundlage einer schnellen Fourier—Transformation auf der
Sphare fur beliebige Knoten ist.

Grundlagen

Wir fassen die Ergebnisse aus [24] kurz zusammen, wir berechnen die Elemente des Vektors
f = Sf wie folgt. Die Abtastwerte der spharischen Polynome f € Ly (S?, C) lassen sich
darstellen als

fi = > fiYe(=))

keJ%

N k .
= Z Z fl?Ykn (9j7¢j)

k=0 n=—k

N .
— Z ho, (cosﬁj)e'wJ'.
n=—N

Die trigonometrischen Polynome £, (cos -) sind dabei gegeben durch

gn (cos ) fur gerades n,

3.9
(sin®) g, (cos@) sonst, (3.9

hy, (cos@) = {

wobei die (algebraischen) Polynome g,, mit

N

> f,?P,‘f' (7) fur gerades n,
k=|n

gn(z) =" o .
ﬁkzlf,?]?k (r) sonst,

definiert sind. Mit Hilfe der diskreten Polynomtransformation, siehe Abschnitt 3.2, Gberftihren
wir fur beliebige n = —N,..., N die Polynome g, aus der Darstellung bezlglich der zu-
geordneten Legendre—Funktionen P,L”' mit den Fourier—Koeffizienten f', k = |n|,..., N in
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eine Darstellung beziiglich der Chebyshev—Polynome erster Art 7). Da weiterhin 7}, (cos ) =
cos (k) gilt, erhalten wir schlieRlich

o E : n i(k0;+nd;) __ § n —2xikTx;
fj — Cke( J ]) — Cke J’

(k)" el3y o keliy o

wobei x; = —% (Hj,gbj)T, j =0,...,M — 1. Die verbleibende Aufgabe ist eine bivariate
diskrete Fouriertranformation fir beliebige Knoten.

Matrixdarstellung

Berechnen wir das (algebraische) Polynom g,, an den Chebyshev—Knoten (cos (%))jzo 77777 o
so bezeichnen wir die entsprechende Vandermonde—Matrix mit S°7™, die Darstellung des Po-
lynoms g,, bezuglich der Basis der Chebyshev—Polynome erster Art erhalten wir mittels einer
geeigneten diskreten Kosinustransformation, hier mit der Matrix C' bezeichnet. Fir den in [24]
dargestellten Ubergang zu Fourier—Koeffizienten verwenden wir die Matrix D ;. Wir erhalten
fiir die skalierten Knoten ; = —5= (6;,¢;)", j = 0,..., M — 1, mithilfe der NFFT-Matrix

GNFFT2 o M x(2N+2)* schlieBlich die Faktorisierung

SDPT,N O
S:SNFFrle(E®C> .
O SDPTN
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3.4 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel schnelle Algorithmen fiir die direkten Probleme der diskreten
Fourier-Transformation dargestellt. Aufgrund der Vielzahl der Algorithmen schlagen wir wie
in [36] folgende Namenskonventionen vor. Die Abkirzungen setzen sich aus den englischen
Begriffen cosine — C, discrete — D, fast/Fourier — F, nonequispaced — N, polynomial — P, sine — S
und transform — T zusammen. Verfiigbare Implementierungen sind mit v fiir die Multiplikation

3 SYNTHESE

mit der Matrix S und mit 7 fur die Multiplikation mit S gekennzeichnet.

| d-Torus | 2-Sphare | Intervall (polynomiell) | Intervall (trigonometrisch) |
DFT V% | DSFT VX DPT v,/ DCT, DST V.7
FFT V.H | FSFT V) FPT V,() FCT, FST vV A
NDFT V. 7 | NDSFT vV 7 NDPT V. 7 NDCT, NDST vV 7
NFFT V.7 | NFSFTV NFPT v NFCT, NFST

Tabelle 1: Namenskonventionen fiir die direkten Algorithmen zur diskreten Fourier—

Transformation
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4 Analyse

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der iterativen Ldsung von Normalengleichungen.
Direkte Verfahren zur Losung der Normalengleichungen verbieten sich haufig aufgrund der
Rechenzeit— und Speicherplatzanforderungen, die GauR—Elimination als bekanntester \ertreter
direkter Verfahren hat beispielsweise eine arithmetischen Komplexitat von O (n?) und einen
Speicherplatzbedarf von O (n?) bei n Unbekannten.

Demgegentiber kommen Iterationsverfahren meist ohne die Kenntnis der Eintrdge der Ma-
trix .S aus, haben also einen niedrigeren Speicherplatzbedarf und sind mit der Nutzung der
schnellen Matrix—\ektor—-Multiplikationen, siehe Kapitel 3, sehr schnell. Da die Algorithmen
zur Matrix—Vektor—Multiplikation approximativer Natur sind, kann nur ein mit dem Gleichungs-
system (2.11) verwandtes System (engl. nearby system) geltst werden. Von dieser Einschran-
kung wird zunéchst abgesehen, in Kapitel 6 kommen wir kurz darauf zuriick. Ein wesentlicher
\orteil von Iterationsverfahren liegt in der Erzeugung zundchst besser werdender Approxima-
tionen aus einer (schlechten) Approximation.

Nach der Einfuhrung grundlegender Begriffe im folgenden Abschnitt 4.1 stellen wir in Ab-
schnitt 4.2 einfache iterative Verfahren vor. Daran anschlieRend stellen wir in Abschnitt 4.3 die
sehr effizienten CG-Typ—Verfahren vor. Abschnitt 4.4 ordnet die in [11, 9] und [46, 12, 47]
vorgeschlagenen Verfahren zur inversen Fourier—Transformation ein. Wir geben schlieBlich in
Abschnitt 4.5 eine kurze Zusammenfassung der vorgeschlagenen Algorithmen.

4.1 Grundlagen

Durch die Formulierung von Approximations- und Minimierungsproblemen in Kapitel 2 haben

wir mithilfe der Standard-Substitutionen f* = W2 f, S“ = W2SW 2. f* = Wz f die
Normalengleichungen, siehe Abschnitt 2.6, erster Art

Sstwfwzstfw

und zweiter Art 3 3
Swawa:fw’ fw:SWwa

erhalten. Sie beziehen durch die Gewichtung bereits die verfugbaren Informationen ber die
Abtaststellen und durch die Dampfung weitere Annahmen Uber die Glattheit der Lésung ein.

Ausgehend von den geddmpften und gewichteten Normalengleichungen formulieren wir
verschiedene Verfahren, wobei wir immer die Originalvektoren £, iterieren. Wir definieren zur
[-ten Iterierten fl der folgenden Verfahren den Originalresiduenvektor

r = .f - Sflv
den Residuenvektor der gewichteten Normalengleichung erster Art
2 =8"Wr

und zur I-ten Iterierten £, der Normalengleichung zweiter Art den Residuenvektor der gedampf-
ten Normalengleichung zweiter Art

5=f-SW 'SHf,
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Mit dem Zusammenhang fl = W_lstl gilt natirlich 2, = »,. Da jedoch bei iterativen
Verfahren fir die Normalengleichung erster Art statt des Residuenvektors der gewichteten Nor-
malengleichung erster Art 2, der Originalresiduenvektor r; iteriert wird, assoziieren wir den
Vektor =; mit der Normalengleichung erster Art und den Vektor z; mit der Normalengleichung
zweiter Art.
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4.2 Einfache Verfahren

Wir betrachten in diesem Abschnitt die gedampfte und gewichtete Normalengleichung erster
Aurt, fur sie wurden einige Verfahren vorgeschlagen, die wir hier einordnen.

Einfache Approximation

Mit Gleichung (2.10) lassen sich die Fourier—Koeffizienten direkt durch die Anwendung des
adjungierten Operators S berechnen, werden die auftretenden Integrale einfach diskretisiert,
so erhalten wir

f=8"f~STWF.
Die gewichtete Rechteckregel fallt in diese Kategorie. Im Kontext der nachfolgenden Approxi-
mationen fir f ist
fo = SHWf
ein moglicher Startwert. Wird eine Dampfung der Fourier—Koeffizienten gewiinscht, so kann
die Approximation fo einfach mit der Ddmpfungsmatrix W multipliziert werden.

Anwendung findet diese Approximation in der Computertomographie (CT), siehe z.B. [37],
[36, Bemerkung 3.4], und der Magnetresonanztomographie (MRT), siehe z.B. [13].

Lineare lteration

Wir betrachten zunéchst nur die gewichtete Normalengleichung erster Art. Approximieren wir

(SHWS) ! mittels der i~ten Neumann-Summe, siehe Lemma 2.2, so folgt fur die Iterierte fl
induktiv der Zusammenhang

fz+1 = fz +az;. (4.1)

Diese Iteration nennen wir Landweber-Iteration. Sie ist linear, da (f+g) = fl + g, und
stationar, da der Parameter « nicht vom Iterationsindex [ abhangig ist. Die in d(ler Literatur, siehe
z.B. [21, S. 138], [42, S. 234], [12], verwendeten Bezeichnungen sind Landweber—Iteration,
(stationdres) Richardson—, Cimino—, Picard—, Fridman—Verfahren und frame-algorithm (engl.).
Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften des Verfahrens in folgendem Satz 4.1 zusammen.

Satz 4.1. (Landweber—Iteration)
Sei die Abtastmenge X stabil und die Gewichte w; > 0, j = 0,..., M — 1, beliebig, so ist
die Matrix S”W'S positiv definit. Mit den optimalen Konstanten & = A, (S”W.S) und

E = Anax (S"W ) gilt:

1. Die Iteration (4.1) konvergiert genau dann, wenn 0 < o <

[

2. Der Spektralradius, siehe z.B. [28, Kapitel 2], der Iterationsmatrix E — aS™ W S wird

minimal fur
2

O =t = 7 =-
§+2

3. Firo < a<

[1]ro

ist die Iteration (4.1) ein lineares Regularisierungsverfahren.
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Beweis. Siehe z.B. [28, S. 82ff] und [27, S. 108ff]. |

Als Anwendung des Satzes 2.18 und des Satzes 4.1 erhalten wir beispielsweise folgendes
Lemma 4.2.

Lemma 4.2. (1-Torus T*)

Unter den Voraussetzungen von Satz 2.18 und 0 < o < (H?N)Q konvergiert die Iteration (4.1)
gegen die Losung der gewichteten Normalengleichung erster Art (2.26). Die Eigenwerte der
Iterationsmatrix E — oS W S liegen im Intervall [1 — a (1 +6N)?, 1 — a (1 — 6N)?].
Beweis. Siehe [16, S. 143]. |

Unter Einbeziehung der Dampfung erhalten wir den Algorithmus 3.

1: Eingabe: f € CM, f, € CNr

2 ro=Ff— Sf'o

3 2,=S"tWr,

4. for1=0,...do
fin=F+ W'z

6: T =f— sz+1

7 2 =8"Wr,

8: end for

9: Ausgabe: f,

Algorithmus 3: LANDWEBER

Das Hauptproblem des Verfahrens liegt in seiner langsamen Konvergenz. Diese wird her-
vorgerufen durch eine nur schlecht mogliche optimale Wahl des Parameters « und die nicht
optimale Wahl der ,,Suchrichtung® mit z,, siehe z.B. [12, 16, 46]. Beide Probleme werden im
Weiteren behoben.

Gradientenverfahren

Behalten wir die ,,Suchrichtung® 2; zundchst noch bei, passen die Schrittweite « jedoch in
jedem Schritt an, so erhalten wir die Iteration

fin=Ffi+az, (4.2)
wobei die Schrittweite .
o W5
T oolWoy,

mit v; = SWﬁlﬁl in jedem Schritt des Verfahrens optimal ist, siehe z.B. [28, S. 112]. Wir
erhalten das Gradientenverfahren, siehe Algorithmus 4.
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1: Eingabe: f € CM, f, e CNe
2ro=Ff— Sfo

3 2,=8"Wr,

4 forl=0,...do

5 v =SW 2

6:  of = 725{%;?1

~ N A -1
. fia=f oWz
8 T =T — oY

_ s QH
9 21 =8S"Wr,
10: end for

11: Ausgabe: f,

Algorithmus 4: STEEPEST DESCENT




48 4 ANALYSE

4.3 CG-Verfahren

Das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-Verfahren) wurde von Hestens und Stiefel
1952 vorgeschlagen, zundchst als direktes Verfahren zur Losung hermitescher positiv defini-
ter Gleichungssysteme angesehen und erlangte spéter grof3e Bedeutung als iteratives Lsungs-
verfahren, siehe z.B. [28, 43]. Zur Anwendung auf Ausgleichsprobleme siehe [19, 2], fur die
Verwendung von CG-Typ-Verfahren bei der Approximation mit trigonometrischen Polynomen
siehe z.B. [34].

Gegen das Formulieren der Normalengleichung erster Art und die Anwendung des CG-
Verfahrens wird hdufig eingewendet, dass fir die Konditionszahl cond, (SHS) = cond, (S)2
gilt und damit Standardaussagen fur die Konvergenz des CG—-Verfahren ,,schlechter” werden,
siehe z.B. [28, S. 126]. Fir das urspringliche unter— bzw. Giberbestimmte Problem (2.11) sind
uns jedoch keine iterativen Algorithmen bekannt, welche eine Konvergenzaussage in Abhén-
gigkeit von einer Kondition cond (.S) machen.

Krylov—-Raume, CGNR und CGNE

Im Weiteren formulieren wir die Minimierungseigenschaften der nachfolgenden CG—\erfahren.
Wir folgen der Notation in [2, S. 288ff], wobei wir die Substitutionen beziglich der Gewichtung
und der Dampfung wieder zugunsten der Orlgmalvektoren riickgangig machen Mithilfe der

Standardsubstitutionen ergeben sich weiterhin ¢ = Wzrl und 2/ = W Z.
Wir betrachten die gedampften und gewichteten Krylov—Raume

K2 (S,79) = W K (S718%, 22)
= W ispan (55,80 718° 55, (50 1s%) T 55)

und suchen in den affinen Teilraumen f, + Ky (S, #,) K™ Lésungen, welche die Fehler-
funktionale

EW<A> _Hf fl

minimieren. Mit den in [2] angegebenen Fehlerfunktionalen

Ey (£1) = Imllw = Il lw

~w ~w t ~w ~w ~w t ~w w w
B (F) = 8" = Fll B (F) = 11F" = Fllgouge = lIrT =il

gilt der Zusammenhang

B (F) =6 (£).  m(f)=5(F).

Die Iterierten f, = W SHfl des folgenden Verfahrens CGNE (engl. Conjugated Gradient
(applied to the) Normal (equation), Error (minimisation); Benennung z.B. durch Saad in [42,
Kapitel 8]) minimieren das Fehlerfunktional £ Uber den affinen Teilraumen £, + K¢ (S, ),
allerdings nur, falls die Gleichung (2.11) konsistent ist. Das CGNE-Verfahren ist aquivalent
mit der Anwendung des CG-Verfahrens auf die geddmpfte und gewichtete Normalengleichung
zweiter Art.

Unglucklicherweise ist die Namensgebung fur dieses Verfahren nicht einheitlich, so verwen-
det Hanke in [19] CGME (engl. Conjugated Gradient Minimal Error) und Bjorck in [2] CGLS
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(engl. Conjugated Gradient for Least Squares (1« = 0)) und weist auf die weitere Bezeichnung
Craigs-Method hin.

Das zweite fur uns interessante Verfahren heilst CGNR (engl. Conjugated Gradient (applied
to the) Normal (equation), Residual (minimisation); Benennung z.B. durch Saad in [42, Kapitel
8]). Die lterierten fl minimieren das Fehlerfunktional £ tber den gleichen affinen Teilrdumen
fo+ K¥ (S, 7). Das CGNR-Verfahren ist aquivalent mit der Anwendung des CG-Verfahrens
auf die gedampfte und gewichtete Normalengleichung erster Art. Weitergehende Eigenschaf-
ten des CGNR-Verfahren finden wir in [19, S. 16f], [20, Bemerkung 15.2] und [2]. So ist das
CGNR-Verfahren &quivalent zu einem MR-Verfahren (engl. Minimal Residual method) fiir die
gedampfte und gewichtete Normalengleichung zweiter Art, der durch das CGNE—-Verfahren mi-
nimierte Fehler || f,||; fallt beim CGNR-Verfahren monoton und die Iterierten streben gegen
die Losung der Normalengleichung erster Art, welche zum Startwert fo minimalen (gedampf-
ten) Abstand hat.

Auch hier gibt es wieder verschiedene Bezeichnungen fir das Verfahren, so nennt es Bjorck
CGLS (engl. Conjugated Gradient for Least Squares (¢ = 1)) und Hanke in [19] CGNE (engl.
Conjugated Gradient Normal Equation). Darlberhinaus haben Paige und Saunders mit LSQR
eine mathematisch &quivalente Implementierung vorgeschlagen.

Wir formulieren die Algorithmen 5 und 6, wobei durch den engen Zusammenhang der Ver-
fahren immer die Iterierte des jeweils anderen Verfahrens mitberechnet werden kann, siehe dazu
[19, S. 22ff]. Es sind beide Algorithmen angegeben und implementiert, siehe auch Kapitel 5.
Wir halten dies fur sinnvoll, da in endlicher Arithmetik die mitberechneten Iterierten nicht mit
ihren Aquivalenten tibereinstimmen miissen und weiterhin nur die iterierten Residuen eines
Verfahrens zur Verfugung stehen.

Zusammenfassung

Die beiden vorgestellten CG-Typ—Verfahren erzeugen Iterierte aus dem gleichen affinen Krylov—
Raum f,+K’ (S, 7). Die Wahl des Krylov—Raum steuern wir mit der Gewichtsmatrix W' und
der Dampfungsmatrix W. Das CGNE—-Verfahren minimiert in jedem Schritt den geddmpften
Fehler 4

I = Fillw

das CGNR-Verfahren das gewichtete Residuum

72w

Das CGNR-Verfahren verallgemeinert insbesondere den ACT-Algorithmus, siehe Abschnitt
4.4.
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©

10:

11:

12:
13:

14.

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

Eingabe: f € CM, f, e CMe
if | TERATE_2nd then

Acgne AT

Fo =1%o
end if
ro=Jf— Sfo
20 = S"TWr
130 =2y
fori =0,...do
< -1
v =SW p
o EW 5
L vEWo,
~ ~ & —1
fin=Ffi+o'W p
if | TERATE_2nd then
cnew _ TEWT,
O = T,
zZW z

~cgne Acgne

a1
. cgne,w 2
foo =f +a"W 2
end if
Ti41 =7 — a;"vl
5 H
21 =S"Wriy
~H v 1A
B = Zz+1W 241
I - ~Hxx _1,\
zZW 2
A n
P = 07D+ 2
end for

gne

Ausgabe: f,, f,

Algorithmus 5: CGNR_E
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10:

11:

12:

13:
14:

15:

16:

17:

18:

19:

Eingabe: f € CM, f, e Co

if | TERATE_2nd then
=1

~ ~ A -1
fii=Ffi oW p
- ~ ~ =1,
Ziy1 =2 — o SW p,
gy — Zi Wz,
! ZIWZ,
if | TERATE_2nd then
Ve =P 1
~cgnr W w peanr ~
fi= Wil (51 I +fl)
end if
D = 57D+ SEW 2144
end for

Ausgabe: £,, £,

Algorithmus 6: CGNE_R
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4.4 \WNeitere Verfahren

Bisher haben die spezielle Struktur der Vandermonde—&hnlichen—Matrix ausgenutzt. Nur fir
den Nachweis der Verwendbarkeit von iterativen Verfahren haben wir auch die Eigenschaften
der Matrizen in den Normalengleichungen genutzt.

Im Weiteren wollen wir neben einer in [9, 11] vorgeschlagenen direkten inversen Fourier—
Transformation fir T! insbesondere die speziellen Strukturen der Matrizen in den Normalen-
gleichungen Kklaren.

Faktorisierung der Matrix S~ fiir den 1-Torus T"

Fir den univariaten Fall und die Vandermonde—Matrix .S wird in [9, 11] eine Approximati-
on an die Inverse S~ vorgeschlagen. Ersetzen wir bei der approximativen Matrix—\ektor—
Multiplikation die schnelle Multipolmethode (engl. fast multipol method, FMM) durch den
entsprechenden, auf der NFFT beruhenden Algorithmus zur schnellen Summation, siehe [38],
so erhalten wir mit geeigneten Diagonalmatrizen D, D,, Ds, einer Bandmatrix N und der
gewohnlichen Fourier—Matrix F' die Approximation

S™'~ F"D, (FD,S" + N) Ds.

Numerische Ergebnisse in [9] zeigen, dass diese Algorithmen numerisch instabil sind, falls ei-
nige Knoten besonders eng zusammen liegen oder die Abtastmenge groRere ,,L6cher aufweist.
Abgesehen vom Tensorproduktfall sind uns keine Verallgemeinerungen fiir die multivariaten
Félle d > 1 bekannt.

(P)ACT-Algorithmus fir den d-Torus T¢

Wir betrachten im Folgenden die gewichtete Normalengleichung erster Art. Unser weiteres Vor-
gehen fuhrt zu dem in [12, 16, 17, 46] entwickelten Verfahren (P)ACT (engl. (Preconditioned)
Adaptive weights Conjugate gradient Toeplitz method).

Die Matrix T = ST W S ist wie bereits erwdhnt hermitesch und positiv semidefinit. Fiir
den 1-Torus T* ist die Matrix T weiterhin eine Toeplitz—Matrix mit den Eintragen

M-1
w o L —2mi(ka—k1)x;
Tkl’kQ— g wje 7,
=0

Fur den d-=Torus T?, d > 1, ist sie eine Mehrstufen—Toeplitz—Matrix. Wir formulieren die
gewichtete Normalengleichung erster Art als das lineare Gleichungssystem

Tf = S"TWF. (4.3)

Eine Matrix—Vektor—Multiplikation T“p kann mittels der Einbettung in eine zirkulante Ma-
trix effizient berechnet werden kann. Die Dimension N; der Matrix mussen wir dabei nicht
auf eine Zweierpotenz einschranken, eine Matrix—Vektor—-Multiplikation hat eine arithmeti-
sche Komplexitét von O (N log Ny,). Der folgende Algorithmus 7 zeigt den ,,Standard—-CG—
Algorithmus®, d.h. ohne Vorkonditionierung, angewandt auf das Gleichungssystem (4.3).
Dieses Verfahren formuliert die gewichtete Normalengleichung erster Art explizit. Wir se-
hen fur die mit Maschinengenauigkeit aufgestellten Gleichungssysteme die folgenden numeri-
schen Nachteile: In [2, S. 293] wird sich gegen eine Rekursion basierend auf den Residuen-
vektoren der gewichteten Normalengleichung erster Art 2, ausgesprochen, weiterhin kénnen



4.4 Weitere Verfahren 53

1: Eingabe: f € CM, f, e KM
2 20=S"W§f-T"f,
3 Py = %o
4 forl=0,...do
5 o, =T“p,
22
6 | — AZI{ Al
Db, v

7 fia = itap
8  Zi1 =2 — oy

~H -
. 21112141
o 0 = =+
273,

100 Py = 21 + 6Dy
11: end for

12: Ausgabe: f,

Algorithmus 7: ACT

die Eintrage der Matrix T nur mit Rechnergenauigkeit dargestellt werden, weshalb in [15, S.
106f] vom expliziten Aufstellen der Normalengleichung erster Art abgeraten wird.

Weitere Nachteile sehen wir in der Einschrankung auf die ungedampfte und gewichtete
Normalengleichung erster Art. Dartiberhinaus wird zur effizienten Berechnung der rechten Seite
S f und der Eintrége der Matrix T ohnehin die NFFT benotigt.

Zur Struktur der Normalengleichung zweiter Art fur die 2-Sphare S?

Seien die inversen Dampfungsfaktoren mit

~—1 o ag
w(kvn)T_72k;—|—1’ ap >0

gewahlt, so hat die geddmpfte Normalengleichung zweiter Art mit den Legendre—Polynomen
Py die spezielle Struktur

. Np—1
SW st = (Z ap P, (mflzcjz)) ,
k=0 J1,2=0

.....

siehe z.B. [4].
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45 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel effiziente iterative Verfahren zur Losung der in Kapitel 2 for-
mulierten Probleme entwickelt. Diese nutzen die in Kapitel 3 vorgestellten Algorithmen zur
schnellen Matrix—Vektor—Multiplikation. Neben einfachen Verfahren konnten wir erstmals ge-
dampfte und gewichtete Versionen der Verfahren CGNR und CGNE entwicklen.

Bekannte Verfahren haben wir folgendermalien verallgemeinert: Die Ddmpfung ermoglicht
die Nutzung von Vorwissen tber die Ldsung bei der Auswahl der Krylov—Raume, die Ddmp-
fung umfasst dariiberhinaus mehrstufige Algorithmen. Durch das Ausnutzen der Struktur der
Vandermonde—-&hnlichen—Matrix konnten wir Verfahren fir die Normalengleichungen erster
und zweiter Art entwickeln, die insbesondere auch fur sphérische Polynome verwendbar sind.
Wir glauben mit den entwickelten Algorithmen einer inversen Fourier—Transformation fir be-
liebige Knoten gerecht zu werden.
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5 Entwurf und Implementierung NFFT 1.1

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die theoretischen Grundlagen flr eine inverse
Fourier-Transformation fiir beliebige Knoten in einem allgemeinen Rahmen dargestellt. In die-
sem Kapitel widmen wir uns der Erweiterung des Programmpaketes NFFT. Neben den vielen
Anwendungen der direkten NFFT, siehe z.B. [36], haben Anwender auch den Wunsch nach
einer inversen NFFT gedulRert. Der Entwurf, siehe Abschnitt 5.1; die Implementierung, siehe
Abschnitt 5.2, und die Dokumentation, siehe Abschnitt 5.3, zur Weiterentwicklung der Pro-
grammbibliothek werden in diesem Kapitel durchgefiihrt.

5.1 NFFT1.0 und Entwurf

Wir gehen von der frei verfiigbaren Bibliothek NFFT1.0, siehe [26], aus. Im Vordergrund der
Entwicklung stehen wie bereits bei Version 1.0 eine einfache Handhabbarkeit und hohe An-
passbarkeit an die spezielle Anwendung. Die Anpassbarkeit zielt auch hier darauf ab, den Be-
nutzer zwischen Speicherplatz und Rechenzeit ausbalancieren zu lassen. Der generelle Ablauf
wird in folgender Abbildung 10 dargestelit.

Initialisiere direkte NFFT.

Initialisiere iNFFT.

Berechne Startresiduen.

Flihre einen Iterationsschritt aus.

nein ja

Stop?

,Finalisiere” INFFT.

,,Finalisiere” direkte NFFT.

Abbildung 10: Struktogramm.

Wir stellen dem Nutzer alle verfligbaren Daten nach jedem Iterationsschritt komfortabel zur
Verfligung, dies soll insbesondere helfen anwendungsspezifische Abbruchkriterien und Regu-
larisierungsverfahren einfach zu implementieren.
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5.2 Implementierung

Die Programmbibliothek NFFT1.0 bleibt unverandert erhalten, die einzigen von uns vorgenom-
menen Veranderungen daran sind die Umbenennung der Funktionen nf ft _dD transpose
innfft_dD adj oi nt und die Ergdnzung der Datenstruktur nf ft _dD_pl an um die Di-
mension N, der Polynomraume.

Analog zu Version 1.0 enthalt der Plan zur inversen Transformation sémtliche Daten, wo-
durch eine schmale Schnittstelle der Benutzerfunktionen erreicht wird. Dies dient momentan
insbesondere der Sicherheit bei der Benutzung. Da die aktuelle Version auf den unveranderten
Routinen der vorigen Version aufsetzt, wurde fiir d = 1, 2, 3 jeweils eigener Quellcode erzeugt.
Dies wird bei vereinheitlichter direkter Transformation sofort tberflussig.

Samtliche Vektor—Routinen, d.h. die Berechnung von Skalarprodukten und die Aufdatie-
rung von Vektoren, sind in die Hilfsbibliothek uti | s. c ausgelagert worden. Diese kdnnen
einfach durch effizientere Vektor-Routinen ausgetauscht werden.

Die in Kapitel 4 vorgeschlagenen Algorithmen CGNR_E, CGNE_R, STEEPEST DESCENT
und LANDVWEBER sind in der NFFT1.1 implementiert.
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5.3 Technische Dokumentation

Wir stellen im Folgenden den erweiterten Teil der Anwendungsschnittstelle des Programmpa-
ketes vor.

Parameter

Die Parameter der zu benutzenden direkten Transformation legen wir im Plan der direkten NF-
FTdirect _planvomTypnfft dD pl an* fest.

Durch Setzen von Schaltern (engl. flags) ini nfft _fl ags vom Typ i nt legen wir alle
weiteren Parameter fest. Das sind der Iterationstyp, die gewiinschte Gewichtung und Dampfung.
Beim Landweber—\erfahren kénnen wir dariiberhinaus die zusétzliche Berechnung von Residu-
en festlegen, bei den CG—\Verfahren jeweils noch die zusatzliche Berechnung der ,,verwandten*
Iterierten. Die verfugbaren Schalter sind im Einzelnen: LANDWEBER, STEEPEST DESCENT,
CGNR_E, CGNE_R, | TERATE_2nd, NORM5S_FOR_LANDWEBER, PRECOVPUTE_WEI GHT
und PRECOVPUTE_ DAMP.

Datenstrukturen der iNFFT

Neben den Parametern der INFFT speichert die Datenstruktur i nf ft _dD_pl an noch alle Zu-
standsgroRen der Iterationen. Diese stehen uns zwischen den Iterationsschritten zur Verfligung.
Die folgende Tabelle 2 listet sémtliche Vektoren, die Tabelle 3 samtliche skalare Grolien der
Iteration auf.

| Typ Name | Beschreibung | GroRe | Parameterwahl |

fftw_real* w w M PRECOMPUTE_WEIGHT
fftw_real* w_hat @ Ny PRECOMPUTE_DAMP

fftw_complex* given_f f M

fftw_complex* f_hat_iter f, Ny

fitw_complex*  f_hat_iter_2nd | fio " Np ITERATE_2nd

fftw_complex* r_iter T M aufler CGNE_R

fftw_complex* z_hat_iter Z Ny, aufler CGNE_R

fftw_complex*  z_tilde_iter Z M nur CGNE_R

fftw_complex* p_hat_iter D, Ny, nur CGNXxxX,

fftw_complex* v _iter v, M auller LANDWEBER

Tabelle 2: Vektoren der Plane i nfft _dD pl an.

Funktionen der iNFFT

Die Funktionen der iINFFT arbeiten vollstandig auf einer Variablen des Typsi nf f t _dD_pl an.
Der Riickgabetyp sémtlicher Funktionen ist voi d, das erste Argument immer die Variable des
Typsi nfft_dD_pl an. Die Funktionsnamen und weitere Argumente finden wir in folgender
Tabelle 4. Die Standardeinstellungen bei der einfachen Initialisierung ist CGNR _E, d.h., es wird
nur die CGNR-Iterierte fir das ungedampfte und ungewichtete Problem erzeugt.



58 5 ENTWURF UND IMPLEMENTIERUNG NFFT1.1

| Name | Beschreibung |
alpha_iter Qy
alpha_iter_2nd f9en
beta_iter Qy
gamma_iter Vit1
gamma_iter_old ol
w_norm_r_iter rWz
w_hat_norm_z_hat_iter 2! +1VAV7121+1
w_hat_norm_z_hat_iter_old | 27/W 'z,
w_norm_z_tilde_iter 2 Wz,
w_norm_z_tilde_iter_old 2wz
w_hat_norm_p_hat_iter PEW ' p,
W_norm_v_iter v W,

Tabelle 3: Skalare und Normen der Plane i nf ft _dD _pl an.

| Name (weitere Argumente) |
infft_dD_init nfft_dD_plan *direct_plan
infft_dD _init_specific nfft_dD_plan *direct_plan, int infft_flags
infft_dD_before_loop
infft_dD_loop_one_step
infft_dD_finalize

Tabelle 4: Benutzerfunktionen.
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6 Numerische Tests

In diesem Kapitel testen wir die implementierten Algorithmen an einfachen Beispielen. Alle
Angaben beziehen sich auf das durch die Approximation bei der Matrix—\Vektor—-Multiplikation
erzeugte verwandte System (engl. nearby system). Beispiel 6.1 vergleicht fur den Fall gestorter
Abtaststellen die verschiedenen Verfahren gewichtet und ungewichtet.

Beispiel 6.1. (Jitter, 1-Torus T*)

Fur einen Polynomgrad N = 16 wahlen wir nacheinander M = 8,16, 32 Knoten. Die Kno-
ten sind jeweils mithilfe der in [0, 3—12} unabhéngig gleichverteilten Zufallsvariablen v; gegeben
durchz; = ﬁ —0.5+4v;, 7=0,..., M — 1. Weiterhin wahlen wir unabhangig gleichverteilte
Abtastwerte f; € [0,1] x [0,1]i, j = 0,..., M — 1. Wir wéhlen die konstanten Dampfungs-
faktoren w, = 1, k = 0,...,16; d.h., es findet keine Dampfung statt, und nacheinander die
konstanten Gewichte w; = 1, j = 0,...,M — 1 beziehungsweise die Voronoi-Gewichte
w;j, j = 0,...,M — 1. Fur die Landweber—Iteration wéhlen wir den Relaxationsparameter

_ 2 H H 2 .
= oy M gewichteten Fall und o = 5 im ungewichteten Fall.

Abbildung 11: Residuenverldufe fur die ungewichteten Probleme, relativ zum Startresiduum,
logarithmische Darstellung; links: Originalresiduen beziehungsweise Residuen der Normalen-
gleichung zweiter Art, rechts: Residuen der Normalengleichung erster Art; oben: M = 8, mitte:
M = 16, unten: M = 32.
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Zu den Verfahren LANDWEBER, STEEPEST DESCENT, CGNR_E und CGNE_R sind in
Abbildung 11 die Originalresiduen beziehungsweise fiir das CGNE—-Verfahren die Residuen
der Normalengleichung zweiter Art dargestellt. Fur die ersten drei Verfahren ist aulRerdem der
Verlauf der Residuen der Normalengleichung erster Art angegeben. Alle Residuen sind jeweils
relativ zu ihrem Startresiduum berechnet.

Abbildung 12 zeigt analog die Residuenverlaufe fur den gewichteten Fall, die Originalresi-
duen sind ungewichtet, d.h. ||r;||2, und gewichtet, d.h. ||7;||w, kaum zu unterscheiden.

M 10° M

Abbildung 12: Residuenverlauf fiir gewichtetes Problem, analog zu Abbildung 11.
O

Das Beispiel 6.1 bestétigt die theoretischen Ergebnisse, die Landweber-Iteration zeigt eine
lineare Konvergenz. Die CG-Typ-Verfahren sind den anderen Verfahren liberlegen, das CGNE-
Verfahren ist allerdings nur bei konsistenten Abtastwerten einzusetzen. Weiterhin scheint die
Gewichtung hauptsachlich im tberbestimmten Fall M > N, sinnvoll, dort flhrt sie zu einer
schnelleren Konvergenz.

In dem zweiten Beispiel 6.2 untersuchen wir die Auswirkung der Dampfungsfaktoren an
dem einfachen Beispiel der konstanten Funktion f = 1, d.h., fir die exakten Fourier—Koeffizien-
ten gilt f, = dx.0.
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Beispiel 6.2. (1-Torus T*)

Wir betrachten die konstante Funktion f = 1, diese wird an M = 20 in [—0.5, 0.5] unabhén-
gig gleichverteilten Knoten abgetastet. Die Grundannahme der getesteten Algorithmen ist ein
Polynomgrad N = 10, die Iterierten wurden alle mit dem CGNR-Verfahren erzeugt.

Unser Vergleich zielt auf die Gute der Rekonstruktion in Abhéngigkeit verschiedener Damp-
fungsfaktoren ab. Wir wéhlen die inversen Dampfungsfaktoren &, ' = 4, (exakter Polynom-
grad bekannt), ;' = 6_y4 + dox + 01 (fast exakter Polynomgrad), ;! = e (GauB-
Dampfungsfaktoren), &, ' = = (.,Sobolev“-Dampfungsfaktoren) und &, ' = 1 (keine Damp-
fung). Wir erhalten die folgenden Ergebnisse in Abbildung 13.

!
!
1 o 3 3 3 ® ® o ) 4 , .
N
&
x
0.8
o
05
0.6
+ +
0.4
a
* * ok * *
0.2
$ 8
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g w ) 2 - * ¥ E
-0.5 L L
-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 -5 -4 3 2 1 0 1 2 3 4
.
1 ﬁ 1 E
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0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
° o o ¢ 3 o
o o o 13
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o ® ? 2 ? ? 2 2 E: 3 [ 2 H ? 2 H ? 3
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 -5 4 3 2 1 [ 1 2 3 4
!
1 & 1 #
<
o
08 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
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Abbildung 13: Rekonstruktion der Fourier—Koeffizienten zur konstanten Funktion f = 1; links
oben: benutzte Dampfungsfaktoren; zeilenweise: Absolutbetrag der ersten bis funften Iterierten
fl7 l:17,5
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Die iterativen Algorithmen finden (optimale) Lésungen in gewissen Teilrrdumen. Haben
wir a—priori Wissen tber die gesuchte Ldsung, so kdnnen wir dies in Form der Dampfung
einbringen. Dies fuhrt im Beispiel 6.2 zu einer schnelleren Konvergenz.

Das letzte Beispiel 6.3 zeigt schlieRlich eine Anwendung bei der Orts— und Ortsfrequenz-
raum die Bedeutung tauschen.

Beispiel 6.3. (2-Torus T?)
Wir gehen von dem sogenannten Shepp-Logan—Phantom der Grélie 256 x 256 (MATLAB-
Funktion phant on( 256) aus. Die auf dem Gitter [0, 255]? gegebenen Bildwerte interpretie-
ren wir als Fourier—Koeffizienten. Das entsprechende trigonometrische Polynom werten wir auf
dem Polargitter x,; = (55 cos (%) , 7= sin (%)), r=0,...,R—1,t=0,...,T—1, R=
256, T' = 512, aus.

Zur Rekonstruktion verwenden wir das CGNR-Verfahren mit den Gewichten des abgeta-
steten Hann—Fensters w,; = 5= (1 + cos (%)), siehe z.B. [51, S. 108]. Wir erhalten die Ergeb-
nisse in Abbildung 14.

Abbildung 14: Rekonstruktion, ausgehend von einem Polargitter; oben, links: Shepp-Logan—
Phantom, rechts: Polargitter im Ortsfrequenzraum, Ausschnitt; unten, links: Rekonstruktion
nach zehn Iterationen, rechts: relativer Fehler, logarithmisch.

O
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7 Ausblick

In der vorliegenden Arbeit haben wir Algorithmen zur inverse Fourier—Transformation fir be-
liebige Knoten vorgeschlagen. Nach einer Einfihrung der wesentlichen Begriffe konnten wir
in Kapitel 2 die zentralen Problemstellungen der inversen Fourier—Transformation fur beliebige
Knoten formulieren. Diese sind im Einzelnen: die Wahl eines Polynomraumes und die For-
mulierung geeigneter Interpolations— beziehungsweise diskreter Approximationsbedingungen.
Letztere konnten in die gewichteten und gedampften Normalengleichungen erster und zweiter
Aurt Gberfuhrt werden, siehe Abschnitt 2.6.

Mit der Nutzung schneller Algorithmen zur Matrix—Vektor—Multiplikation fir Vandermon-
de—ahnliche-Matrizen, siehe Kapitel 3, haben wir in Abschnitt 4.3 leistungsstarke CG-Typ—
Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung der inversen Fourier—Transformation fiir beliebige
Knoten entwickelt. Fir die Implementierung der Iterationsverfahren, siehe Kapitel 5, haben wir
uns auf den Fall der trigonometrischen Polynome zuriickgezogen, da hierfir effiziente Imple-
mentierungen fir das direkte Problem vorliegen. Numerische Tests in Kapitel 6 untermauern
die Leistungsfahigkeit der vorgeschlagenen Algorithmen.

In Verbindung mit dieser Arbeit sind wir an einer Reihe weiterer Fragestellungen interes-
siert:

1. Die Implementierung der schnellen Matrix-Vektor-Multiplikation mit S ist fiir den
sphérischen Fall noch offen.

2. Die Erweiterung der CG—Typ-\Verfahren um eine von der aktuellen Iterierten abh&ngi-
ge D&mpfung scheint nach ersten Tests erfolgversprechend. Theoretische Ergebnisse zur
Konvergenz sind uns jedoch nicht bekannt.

3. Die enge Verbindung der Normalengleichung zweiter Art zur Lésung von Approximati-
onsproblemen mit radialen Basisfunktionen ist sehr interessant.

4. Die Losung von Operatorgleichungen mit gitterfreien Fourier—Methoden ist von Bedeu-
tung.
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7 AUSBLICK
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A Index der wichtigsten defi nierten Symbole

Kapitel 2

e RS DE TE g 9o XS

Einheitsmatrix

Fourier—Matrix

(allgemeiner) Urbildraum, Zeit— beziehungsweise Ortsraum
skalarer Bildraum

Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen

Polynomgrad, Abschneidefrequenz

Polynomraum

Dimension des Polynomraumes, Gesamtanzahl der Fourier—Koeffizienten
Element der trigonometrischen Standardorthonormalbasis
d-Torus, Urbildraum der trigonometrischen Polynome
Indexmenge der Fourier—Koeffizienten flr trigonometrische Polynome
2-Sphére, Urbildraum der sphdrischen Polynome

Indexbereich der Fourier—Koeffizienten flr sphérische Polynome
Legendre—Polynom

zugeordenete Legendre—Funktion

Element der Standardorthonormalbasis auf der Sphare

Intervall der reellen Achse, Urbildraum der (algebraischen) Polynome
Fourier—Koeffizient

Vektor der Fourier—Koeffizienten

Synthese

Gram-Matrix

Analyse

orthogonaler Projektor

Anzahl der Abtaststellen

Abtaststelle, Knoten

Abtastmenge

Abtastwert, Funktionswert

ideale Abtastung

Vektor der Abtastwerte

Vandermonde—&hnliche—Matrix

Gewichte

Gewichtsmatrix

Démpfungsfaktoren

Dampfungsmatrix

polynomiale Kerne

Linearkombination der Kerne

Abtastmengen—Norm

(erlaubte) Partition
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Kapitel 3

gut lokalisierte Funktion

gut lokalisierte periodische Funktion

gut lokalisierte periodische Funktion mit kompaktem Trager in T¢
Diagonalmatrix der skalierten Fourier—Koeffizienten von ¢
schwach besetzte Matrix mit den Funktionswerten von ¢
orthogonale Polynome

Familie der zugeordneten Polynome

Chebyshev—Polynome erster Art

=
o)
?53? W ess

Kapitel 4

f  Substitution fir Wz f
Substitution fir W2 f

S*  Substitution fir W2 SW
f1 [-te lterierte
r; Originalresiduenvektor
2, Residuenvektor der gewichteten Normalengleichung erster Art
z; Residuenvektor der geddmpften Normalengleichung zweiter Art
Ky (S, 7) Krylov—-Raum

=
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