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Christa KAUNE, Osnabriick

Unterschiede in den kognitiven Strukturen als Grundlage zur
Erkléirung von Unterrichtsbeitrigen

Der folgende Beitrag berichtet iiber einen Teil einer Untersuchung im In-
stitut fiir Kognitive Mathematik der Universitdt Osnabriick, in der wir Ei-
genproduktionen aus dem gymnasialen Mathematikunterricht von Schiilern
mit kognitionstheoretischen Methoden analysieren (vgl. die Beitrdge von
Brinkschmidt & Armbrust, Cohors-Fresenborg & Striethorst, Griep und
Sjuts in diesem Band).

Von Schiilern einer Klasse 10, die nach dem Osnabriicker Curriculum (Co-
hors-Fresenborg) unterrichtet und in einer diskursiven Unterrichtskultur
(Kaune 2001a, 2001b) erzogen wurden, war folgende Hausaufgabe (Co-
hors-Fresenborg, Kaune, Griep, S. 48f) zu bearbeiten:
Aufgabe 5.22: In einem Topf befinden sich 2 rote, 3 blaue und 2 schwarze Kugeln. 2 Kugeln
werden nacheinander ohne Zuriicklegen gezogen.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ei-
genschaften:

Beide Kugeln sind rot.

Beide Kugeln sind schwarz.

Beide Kugeln sind blau.

AvBvC

Eine Kugel ist rot und die andere blau

Die erste Kugel ist schwarz und die zweite Kugel rot.
D
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d) Wie lautet eine sprachliche Formulierung der Eigenschaft G?

Auf den ersten Blick sieht es so aus, als ob diese Aufgabe zur Berechnung
von Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit mehrstufigen Experi-
menten aus einem beliebigen Schulbuch stammt. Wahrend jedoch in der
iiblichen Schulmathematik die sogenannten Ereignisse durch Mengen, die
ihrerseits durch Pridikate/Eigenschaften definiert werden, beschrieben
werden, haben wir uns entschlossen, gleich diese Eigenschaften in einer
naheliegenden formalen Reprisentation prédikatenlogisch zu beschreiben.

Im Anschluss an die Besprechung des Aufgabenteils b wird von Tim
folgende Aussage angemerkt, die er jedoch als Frage versteht:

1  Also wir sollen ja die Gegeneigenschaft von D nehmen, und D, bei D sollen wir ja
2 A oder B oder C nehmen, wenn wir jetzt eine Gegeneigenschaft nehmen, miissen

3  wirja, &m, D, E, F und G nehmen.
4

[In der Klasse erhebt sich Gemurmel, nachdem Tim seine Frage gestellt hat.]



5  Also nicht A oder B oder C.

Tims Fehlvorstellung des Pradikats ,,Gegeneigenschaft“ liegt (vermutlich)
folgender Gedankengang zu Grunde: D ist als 4v Bv C definiert. Damit ist
die Gegeneigenschaft von D nicht die durch A und auch nicht die durch B
und auch nicht die durch C bezeichnete Eigenschaft. Dann ist es also nicht
die, die unter dem Namen A, und nicht die, die unter dem Namen B und
auch nicht die, die unter dem Namen C in der Aufgabenstellung steht. Also
sind es die Eigenschaften, die unter dem Namen D, E F und G stehen. Das
Lnicht in Zeile 5 bezieht Tim nicht auf das logische Gegenteil von
Av Bv C. Er bezieht es auf das Bezeichnende, nicht aber auf das Bezeich-
nete. Konsequenter Weise sind fiir ihn die Gegeneigenschaft einer Eigen-
schaft alle anderen Eigenschaften (dieses Zufallsexperiments).

Auf Tims Fehlvorstellung antworten sieben Schiiler. Von fiinf Schiilern
kennen wir aus den empirischen Untersuchungen (vgl. Brinkschmidt &
Armbrust, in diesem Band) den von ihnen bevorzugten kognitiven Stil. Wir
werden diese Kenntnis mit unseren Interpretationen verbinden.

Tim ruft zunidchst Yasmin auf:

Ja, also, das ist nicht richtig, also man konnte da jetzt noch beliebig 4hm Eigen-
schaften hinzufiigen, dann kdnnte man auch sagen, das wiren die Gegeneigen-
schaften, also das kann man nicht so sagen. Das ist nur, man muss &m, eben weil
die Eigen.. am, die Eigenschaft D, 4m, die Gegeneigenscha..geeigenschaft direkt,
am eigenschaft D ist ja dann, also &m, wenn's nicht ,,A oder B oder C* ist, und
dann d4m sind‘s nicht automatisch die Anderen, sondern...eben nur das...
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Yasmin hat die Vorstellung, dass die Gegeneigenschaft von E nur von E
abhingt, also durch ein einstelliges Pradikat beschrieben werden kann. Be-
zogen auf das Experiment ist die Gegeneigenschaft nur von D und nicht
von weiteren Eigenschaften, die sich der Beobachter noch anschaut, abhén-
gig. Sie argumentiert indirekt: Wenn man zu diesem Experiment noch
weitere Eigenschafien betrachten wiirde, dann wiren diese nach Tims Auf-
fassung ebenfalls bei der Gegeneigenschaft von D zu beriicksichtigen. Sie
greift deshalb den Hinweis von Tim auf, auf der formalen Ebene durch Ne-
gation von ,,A oder B oder C* die Gegeneigenschaft von D zu definieren.
Ein wichtiger Bestandteil einer pradikativen Problemlosung ist das Fassen
des Problems mit adiquaten Begriffen. Yasmin weil um die Wichtigkeit
der passenden Begriffsumfinge fiir den Erfolg ihrer Denkprozesse und
vermutet deshalb auch die Ursache fiir Tims Fehlvorstellung in der ver-
kiirzten Fassung des Begriffs Gegeneigenschaft in ,,alle anderen” (Eigen-
schaften).

Obwohl Tim durch ein ,,Ach so, ja.“ Verstindnis signalisiert, wahlt er mit
Markus einen Mitschiiler fiir weitere Erkldrungen aus, der genau wie er
selbst eine eindeutige Vorliebe fiir eine funktionale Denkweise hat.



Ja, dh, weiB nicht, vielleicht solltest du dir dann einfach so denken, dass wie #h,
dass wie du das formulierst, so wie das jetzt in Aufgabenteil d ist, dass du denkst
»Was sagt das denn?", und das sagt ja praktisch, dass die Ballkugeln nicht gleich-
fa..., also die Ballkugeln, die du ziehst, nicht gleichfarbig sein soll‘n.

Und dann guckst du da rein, und dann guckst, (was daraus zutrifft), und dann
siehst du ja, dass &hm, zum Beispiel A trifft dann nicht darauf zu, also A, B und C
kannst du nicht nehmen, und bei D ist das ja auch so, also kannst du E, F oder G
nehmen. Und dann passt das wieder...
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Markus schlégt vor, die formale Ebene zu verlassen und die in der Aufga-
benstellung definierten Eigenschaften mit ihrer Bedeutung zu fiillen, in ei-
nem weiteren Schritt dann auf der Sachebene den gegenteiligen Sachver-
halt und danach auf einer Metaebene eine passende sprachliche Darstellung
zu suchen. Dabei verweist er (Zeile 2) auf den Aufgabenteil d der Hausauf-
gabe, in dem ebenfalls nach einer umgangssprachlichen Formulierung der
Eigenschaft G gefragt war. Bei seinen AuBerungen (Zeilen 5f) ,, und dann
guckst du da rein, und dann guckst, ... und dann siehst du*“ bezieht er sich
auf eine fiktive Durchfiihrung des Experiments. Er hat vermutlich die Vor-
stellung, dass die Eigenschaften Filter sind, die die gewiinschten Dinge
herausfiltern. Er driickt aus (Zeilen 6 — 8), dass die hypothetischen Eigen-
schaften A, B, C, D nicht den gewiinschten Effekt, nimlich nicht gleichfar-
big zu sein, bringen, dass man sie deshalb , nicht nehmen kann“. Hier hat
er vermutlich wieder die Vorstellung von Auswabhlfiltern. Man muss andere
nehmen ,,und dann passt das wieder“ (Zeile 8). Markus empfiehlt also
Tim, die Brauchbarkeit denkbarer Formeln an einer hypothetischen Durch-
fithrung eines Experimentes zu testen.

Alex, der iberwiegend pridikativ denkt, aber bei einfacheren Aufgaben, zu
deren Losung eine funktionale Denkstruktur vorteilhaft ist, durchaus diese
erfolgreich einsetzen kann, zeigt seine pradikative Denkstruktur wie folgt:

Ja und iiberhaupt bei ‘ner Gegeneigenschaft ist ja, &h ‘ne Gegeneigeschaft also
Eigenschaft trifft ja immer auf die Ergebnisse zu, &hm auf die die Eigenschaft
selbst genau nicht zutrifft, und wenn man jetzt zu Eigenschaft D die Gegeneigen-
schaft nehmen soll, 4m dann mhm muss man ja die Ergebnisse nehmen, auf die D
nicht zutrifft, und nicht einfach &m alle anderen Eigenschaften, die in der Aufgabe
vorkommen, sondern die Ergebnisse und nicht die Eigenschaft selber.
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Alex argumentiert direkt, nicht indirekt wie seine beiden Vorredner. Er be-
zieht sich nicht auf die Ursache von Tims Fehlvorstellung, sondern zeigt,
dass die Konsequenzen nicht konform mit dem im Unterricht bewiesenen
Satz zum Berechnen der Wahrscheinlichkeit einer Gegeneigenschaft sind.
Die Definition der Gegeneigenschaft ist nahezu druckreif formuliert (Zei-
len 1 — 3), die verschiedenen Objekte: einmal die Ergebnisse eines Zufall-
sexperimentes und zum Anderen die Eigenschaften, die auf diese Ergebnis-
se zutreffen, sind sprachlich sorgfiltig auseinander gehalten.



Auf ganz anderer Ebene argumentiert zum Abschluss Jan:

Dann auch wenn das ginge, also dass man jetzt als Gegeneigenschaft die anderen
Eigenschaften wihlt, hitte er, hat er das halt logisch nicht richtig gemacht, da er G
mit einbezogen hat, und die Losung von G soll die Lésung von G und E und F
sein, dann miissten E und F null sein, damit das tiberhaupt funktioniert. Er hat,
also die Losung (3 sec) schon da das Ergebnis von der Losung reinbezogen und
das ist, [schmunzelnd] das geht ja nicht ineinander, dass er dann halt, G soll, bei G
soll rauskommen, das da G und noch was Anderes von der L6sung ist. Und dann
muss er ja G schon vorher wissen, um die Losung von G zu haben. Und...nee
[schmunzelnd] das...das geht nicht! Also auch wenn das jetzt formal ginge mit

10  den, also ohne die Einwinde die gerad* eben gesagt wurden, hat er ja G, dann

11  miisste er die Losung von G wissen, um die Losung von G rauszukriegen ... also
12 miisste er‘s schon vorher wissen. Und ...
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Auch Jan, priadikativ klassifiziert, ldsst sich auf Tims Fehlvorstellung ein,
merkt aber an, dass Tims Vorgehensweise aus ,,logischen Griinden* nicht
zuldssig ist. Nach Tims Vorstellungen 148t sich G folgendermaBen dquiva-
lent darstellen: G:<> Dv Ev FvG. Hier wird deutlich, was Jan in Zeile 2f
meint: Die Definition von G ist zirkuldr. Die Konsequenzen fiihrt er auf der
Ebene der zugehorigen Wahrscheinlichkeiten vor (Zeile 4f), die er in seiner
Argumentation schnell wieder verldsst, um sich wieder dem Selbstriickbe-
zug zuzuwenden: ,, Und dann muss er ja G schon vorher wissen, um die
Losung von G zu haben. “ Dies Argument ist in seinen Augen auch schlag-
kréftiger als alle vorher genannten Einwinde: ,, Also auch wenn das jetzt
formal ginge mit den, also ohne die Einwdnde die gerad‘ eben gesagt wur-
den, hat er ja G, dann miisste er die Losung von G wissen, um die Losung
von G rauszukriegen ... also miisste er ‘s schon vorher wissen.

Dass er in seiner Argumentation eine andere Ebene benutzt als seine Vor-
redner, ist ihm schon bewuflt, ebenfalls die Korrektheit seiner Argumenta-
tion und die logische Komplexitit seiner Argumentation.
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